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RESUME.

Let A be a finite alphabet of positive integers withl| > 2, and F(A), the set
of numbers in [01) whose partial quotients belong td. We construct a Kaufman
measure on every such set with Hausdorff dimensiori/2 and establish, this way,
the existence of infinitely many normal numbers k{A). This improves previous
results of Kaufman and Baker.
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1. INTRODUCTION

Il est interessant de classer les ensembles de mesure de Lebesgue nulle:
on peut considrer leur cardinalé, leur dimension de Hausdorff, ouégiser
le comportement des mesures (singtés) qu'ils portent.

1.1 — On sait que les nombres normaux (en toute base) sont de mesure
pleine pour la mesure de Lebesgue, et Kahane & Salem [9] or& f#os
guestion suivante : soit. une mesure bétienne surT identifie a [0,1) dont
la transfornée de Fourier tend vers @ linfini (© € Mo(T)); est-il encore
vrai que i~ presque tout nombre de,[D) est normal en base 2 par exemple ?

Autrement dit, est-ce que I'ensemble des nombres non-normaux en base 2
est annug par toute mesure delo(T) ? ou porte-t-il, au contraire, une mesure
de My(T) ?

DEFINITION 1.1.  Un sous-ensemblg C T est ditde multiplicit & (stricte)
s'il existe une mesure (de probalgljite My(T) telle que u(E) # 0.

Russell Lyons [11] a morérque I'ensembl&V* des nombres non-normaux
en base Ztait de multiplicie en pécisant la borne i&frieure de la vitesse de
convergence de:(f) vers 0, lorsqueu charge positivementV*. La réponse
a la question de Kahane & Salem est donc: non.

1.2 — Les nombres quotients partiels boes sont de mesure nulle pour la
mesure de Lebesgue.

Pour chaqueN > 2, notonsF(N) I'ensemble des irrationnels de ,[D
dont le developpement en fraction continue ne comporte que des entiers
€ {1,...,N}. C'est un compact de type Cantor, de mesure de Lebesgue
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nulle. Mais sa dimension de Hausdorff est non nulle et tend vers 1 quand

N — oco. La dimension de Hausdorff dE(2) est de I'ordre de &3....
Kaufman [8] sait construire sur tout ensemidN) dont la dimension

de Hausdorff est> 2/3 (en fait, dont la dimension de Hausdorff est

> ”T‘/ﬁ ~ 0,64) une mesure de probab#idont la transforiee de Fourier

est en O(\n|_5) ou § > 0, quand |n] — oo. Il résulte des encadrements

précis de cette dimension, dasHensley [6], queF(N) est un ensemble de

multiplicité pour N > 3. La question reste alors en suspens pNue 2 ...

1.3 — Il n'existe pas de lien entre leédkeloppement en base a@nt et le
développement en fraction continue d’'un nombgelret on peut se demander
s'il existe des nombres normaux quotients partiels boés. Dans son livre
[12], Montgomery rapporte l'observation faite par Bakerla parution du
résultat de Kaufman, observation que I'on peut formuler ainsi:

THEOREME 1.2 (Baker). Pour tout N> 3, il existe une infinié de nombres
normaux dans EN).

Subsiste alors la question de savoir s'il existe un nombre normal appartenant
a F(2) (et néme une infini¢).

Par une relecture soigneuse de la construction de Kaufman, nous apportons
une Eponse positivea cette dermire question; plus pri€ment, nous
établissons

THEOREME 1.3. Il existe une infinié de nombres normaux dans(.4D
pour tout ensembled fini d’entiers > 1 contenant au moins deuxéments
et tel quedimy F(A) > 1/2.

Ce theoeme est la corejuence facile du #oeme suivant, qui annonce
I'existence d’'une mesurde Kaufman sur F(A) pour un tel alphabet.

THEOREME 1.4. Soit A un ensemble fini d’entiers> 1. Nous supposons
que A contient au moins deug&léments et que la dimension de Hausdorff de
'ensemble EA) est > % Soite >0 et 1/2 < § < dimy F(A). Il existe une
mesure de probabikt ;1 sur F(A) et deux constantes- 0 c; et ¢ telles
que

« Pour tout boélien S, (S < ci(diamS)°.

« Pour tout u> 0, |i(u)| < co(1+ |u)"+8 avecn = L2

@+DE—09)
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L'article est construit comme suit: &® des rappels sur leedeloppement
en fraction continue et les ensemblE§A), nous reprenons en grande partie
la construction de Kaufman en l'adaptaat notre propos pougétablir le
théoeme 1.4, puis nous enéduisons le thoeme 1.3 par une &@mnarche
classique @sormais (voir aussi [13],[14]) et qu'utilisaite@ Baker [1].

2. LES ENSEMBLES F(A)

Soit N > 2 et A un ensemble fini d’entiers [1,--- ,N] contenant au
moins deuxélements.

Nous nous iréressonsa I'ensembleF(A) des irrationnels de [@) dont
le developpement en fraction continue §9;ay,...] est tel quea € A pour
touti > 1.

Si x=[0;a1,ap,...] € F(A), notonsgit(’—% = % = [0;a1,a,...,&] la
k-ieme éduite dex; nous avons ainsPp =0, Qo =1, P1 =1 et Q; = a;.
Pour exprimer ley et Q, il est commode pour cela d'introduire les matrices

de ceterminant—1
0 1 )
A= (3 ae )

Alors
Peo1(®) Qe-1(X) )

1 Mk(X) = Ak(X)...A1(X) = .
& ()= A0 = (i) Ol

Il ressort de ceséacurrences quey(x) et Qx(x) sont en fait des polygmes
enay,---,a, lies par la relatiorP,_1Qx — Qc_1Px = (—1)¥. Par transposition
dans (1), il vient:
(2) Qk(a17 e aak) = Qk(ak7 e 7a1)a
et
(3) Pk(ala e 7ak) = Qk—l(ak7 e )az)a
d'ou

Qk-1

4 =[0;a,--- ,a]-
(4) o [0; a 1]

Cela signifie que deuxé&hominateurs cogsutifs contiennent tout le passle
la fraction continue.

Les reduites fournissent de bonnes approximations rationnellex e
nous retiendrons
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Ry
®) X QA (Xer1Qu + Q1)

ou
Xyl = [Bkg1) kg2, - - -]

Enfin remarquons qué&(4) admet un plus petit et un plus gragttment:
le plus petit admet comme fraction continue la suiégigdique epétantN, a
ou N est le plus granctlement deA et a est son plus petiélement, alors
que le plus grand luiapete a,N. Il s’agit donc, pour le plus petigélement,
de la solution de

x(N+i):1
X+ a

qui est > &7 > N%l alors que le plus grand est zaml < %
L'ensemble F(A) peut étre regard comme sous-ensemble d&, avec
sa topologie et sa mesure, ce que nous nommerons la structéadrdin
ou bien comme un produit infiniAN" qui est naturellement muni d'une
structure profinie. Les morphismes qui passent d'une struciurautre
sont respectivement et trivialement I'application cuiun nombre associe
son ckveloppement en fractions continues et l'application @uiun tel

developpement associe ugel ... Ces deux structures se ressemblent beaucoup !

LEMME 2.1. Soit x et y de FEA). Supposons &) = a(y) pour i

variant de 1 a k. Alors ,

Y Qe
et si a1(X) # ata(y), alors
1
N(N + 2)Qc+1(x)?’
Démonstration. En effet, puisqueQ;(x) = Qj(y) := Q;, 1 <j <Kk, par (5),

X —y| >

_ (—D*(Vier1 — Xy 1)
(X 1Qk + Qu—1)(Yi+1Qx + Qk—1)

et

Yier1Qk + Q-1 < (ka + 1) (Ar1()Q + Q1) < (N + 2)Q41(X)
a+1(X)

alors que d'un autreaté

Yir1Qk + Q-1 > A1)k + Q1) > %QkJrl(X)-

1 (
aky1(X)
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Il nous restea minorer |yy1—Xct+1| Sous la seule hypodiseay 1(X) # ax1(Y)
(mais aussi Ix € F(N)). Le pire qui puisse arriver est que1 soit le plus
grand possible par rappodt a1(X), que aa(y) = a1(x) + 1 et queyii,
soit le plus petit possible. Leur défence serait alors minee par

Lo vNeFl o v2 1
Nt1 N+1-N

car 1- YN >0 siN>1, etNvV2> N+1 si N> 3. Il suffit alors de
vérifier I'inégalie pour N = 2. Ol

LEMME 2.2. Soit t et h> 0 des €els. Supposons que <h(N + 2)~ 1.
Alors il existe? > 1 et &,...,8, des entiers entre 1 et N tels que

t<x<t+h=aX)=5§ (ie{1,...,0}).
De plus Q(&y,...,&) > (N +2)~th~1/2,
Démonstration. La preuve est essentiellement contenue dans le lemme
précedent. En effet, commec,1 est bor@, I'existence ne pose pas de
probleme. Il nous suffit alors de prendré maximal, i.e. tel qu'il existe

deux pointsx et y avec ayy1(X) # as+1(y) et le lemme pecedent conclut.
]

Si nous @signons parT le shift unilaéral sur F(A) consicerée comme
sous-ensemble deiN", de sorte queTx:= T[0;ay, ay,...] = [0;ap, a3, .. .],
la fonction f,xX) — Mu(X) est un cobord matriciel pouf au sens 0:

Micte(¥) = Mo(TE)M(X)
soit

(Pk+e1(X) Qk+e1(X)> _ (Pe1(TkX) le(Tkx)) <Pk1(X) le(X)>
Pere(®)  Que(®) PuT%)  Qu(TY) P® Q¥

d'ou l'on tire
Qi e(¥) = Pe(T0Q-1(9) + Qe(TQu(X)
d’ou I'encadrement, puisqu®; < Q; pour toutj,

1< Qkk"‘if(x) <2
Qu(T™Q()
En nous souvenant quij(x) et Q;(x) ne cependent que def premiers
guotients partiels de, nous avons morgr

(6)
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LEMME 2.3. Si tous les asont au moinsggauxa 1, la dfference

Log Qkte(@s, - - - &) — LOgQk(ay, - - ., &) — Log Qr(aky1, - - - » Atr)
est en valeur absolue iafieure a Log 2.

3. DIMENSION DE HAUSDORFF

Les ensembled=(A) sont tous de mesure de Lebesgue nulle, mais de
dimension de Hausdorff>- 0. Good [4] a mong& le ©sultat suivant:

THEOREME 3.1. Soit . A un ensemble fini d’entiers 0. Soit m> 1. Soit
am.4 > 0 la solution ena de

DD Qulawa,. . am) =1

ajce A am€A
Alors la limite deam_4 quand m tend vers ['infini existe et vaut la dimension
de Hausdorff de EA) muni de la natrique induite par la distance suR.

En fait, la preuve qui @nea ce Eésultat est &s instructive. En notant
Em(Oé) = Z o Z Qm(a]_7 a, ... 7am)72a
acA anc€A
nous constatons en utilisant (6) qu&n () < Tm(a)Xe(a). Par ailleurs
Ym(e) décrdt en o et par consquent, si¥m(e) > 1, alorsama > aq. Or

Sm(a) > N2 20 4|
ou F, est le m-ieme nombre de Fibonacci. Nous souhaitons donc avoir

—2(LogN + % LogFm)a + Log|A| > 0

ce qui nous garantit que
Log | A|

2(LogN + Log L£/5)
Cette minoration nous montre en particulier que cette dimension est strictement
positive.

Notons dans I'autre sens quk= dim, F(A) < 1/2 pour certains alphabets
A, par exempled = {1,4}. Cela Esulte de la remarque suivante: s'il existe
des m arbitrairement grands pour lesquels,(«) < 1, alorsa > d; dans le
cas contraire, en effet, puisque Jiyom =d, o < am et Zp(a) > Ypm(am) =1
pour m assez grand. Par ailleurgsl queXm(a) < 1 pour unm fixé, nous
avons Yym(a) < 1 pour toutk > 1. En prenantm = 6 dans I'exemple
précédent, nous obtenons alods< 0.492.

dimh F(.A) >
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4. UNE MESURE SECIALE

Dans la construction de la mesure qui nougriesse, nous allor&iminer
du support les points pour lesquels L@g est trop loin de sa valeur moyenne,
auquel cas les deux structures cobgiés sur-(.A) seront vraiment similaires .

Soit § < dim, F(A). Le theoeme 3.1 et la éfinition de la dimension de
Hausdorff nous assurent que

lim 3m(0) = lim. > o> Qn(as,ag, ... am) 2 = +oo;

m— oo
ayeA am€A
nous pouvons trouvem assez grand pour quEn,(d) > 8. Fixons provisoire-
ment m ainsi et regardon$-(.4) comme forng a partir des blocsA™.
Nous munissons le blogl™ de la mesure de probabéitiscite vy = vms
définie par
vm({ay, . .., am}) = Qm(as, &, . ., 8m) ">’ /Tin(5)

Soit alorsmom(§) la moyenne de Lo@m(as, @y, - - ., am) pour cette mesure.
Comme

(7) LOng(a17 a,... »am) Z LOg Qm(la 17 ct 1) Z (m - 1) Log\/é

nous avonsmoy(d) > (m— 1) Logv/2.
Notons

Yl = Qm(ala ag, ..., am)7 Y2 = Qm(am-‘rl’ Am42;, .-, azm)7 s

Les variables Yj); forment une suite de variables @&pendantesqui-
distribuees sur I'espace? = (A™N" muni de la mesure de probabiit
P=vmXxvmx..

Par la loi faible des grands nombres, paur- O nous pouvons trouver
Jo = Jo(m,e) tel que pourj > jo:

1 1
P(|T(LogY1 +LogY,+---+LogY;) — E(LogYy)| < eE(Long)) > 5.
Par congéquent,a I'aide du lemme 2.3, pour > jo
|[LogQm(au, 8z, - . ., am) — jMom(d)| < ejmom(d) + (j — 1) Log 2

=1
< LA
< (e+ 2im )imom(9)

sur un ensembld = E(g,jo) de P-mesure> %; en prenantm > 1/2= (ce
qui fixe jo en fonction dec) et en posantly = jom, nous obtenons SuE
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(8) |Log QJ(aL a, ..., aJ) - JUm((S)‘ S ZEJUm(é)

pour toutJ > Jp et divisible parm.

Jo étant fbé, nous regardons cette folS(.A) comme construit autour
des blocs.A*. Soit v la mesure de probabiéitinduite surE par la mesure
Um X ... X vm. La mesurep qui convient estx{°v, obtenue en prenant des

jo
copies dev sur chaque facteusd™ .

Puisque Qn(a1, az,...,am) = Qm(a@m,am-1,.-.,a1), la mesure diséte
vm €est invariante par la transformatioray(...,an) — (am,...,a) et par
définition des variablesy;, I'ensemble

1
E= {yj(l_og\(l +LogYz+ -+ LogY) — E(LogY1)| < gE(Long)}

esta son tour invariant par la transformations (..., &m) — (@m,...,a&).
Il ressort alors de la construction que est invariante par la transformation
(ag,...,a5) — (@y,---,a1); enfin p est invariante par la transformation
(a,...,a) — (a,...,a1) pour toutJ multiple de Jo.

Nous retiendrons en particulier de cette construction:

PrOPOSITION4.1. Pour toute > 0 et 1/2 < § < dim, F(A) nous pouvons
trouver m, 3§ multiple de m et une mesure de probabhilit sur F(A) tels
que:

a) u(l) <cl|?, | intervalle de[0,1), o ¢c> 0
et, pour tout J divisible par ¢}

b) o est invariante par la transformatioffay, . ..,a;) — (as,. .., &),

) QME > Qy(x) = QU %, Q% > Quy(X) > Q% /(2N) u-presque
sirement, avec @ exp{dom(9)).

Des mesuresérifiant la propréte a) se rencontrent souvent erednie de
la dimension et permettent d’obtenir une borneeridure pour celle-ci via le
théoeme de Frostman (cf [10]).

Démonstration. Il reste a établir la proprétt a) qui va é@couler du
lemme 2.2. Soitl = [t,t + h]. Quitte & decomposerl en petits intervalles
disjoints, nous pouvons supposkr< N%rz Par le lemme 2.2] est contenu
dans le cylindre s’appuyant suiy,...,&, 1 < & < N, avec de plus
Q@ ...,a4) > (N+2)~*h~1/2,

Si I'entier p est tel quep < ¢ < (p+ 1)Jo,
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Qoy (B, - -, 8py) = Ch™ /2
ou C est incependant deh, et par l'ineégalige (6),
Qon - - - 8p3) < 2°QmlB1, - - -, &m) - - Qm(Bo—1m+1, - - - » Bam)s
avec pJ = Am. Nous en éduisons
) Qm(Er, - -+, 8m) - - Qu(B(—1mi1, - - -, Bom) > C27 Y2,

Maintenant, en notanC(as,...,ax) le cylindre s’appuyant sury, ..., ax,
nous pouvons majorer

< P(C(&,---,ax)

m(C(@g, ..., 8m) . . . vm(CAM—1ms1 - - - » 8rm))

= QmE, .- 8n) ... QnEx—ymits - - m) P Em(0)
S C72622>\6h62m(6)7)\7

P(C(ay,...,a))

d'apres I'estimation (9).

Rappelons quer est la mesure de probabdiinduite surE par la mesure:
Um X ... X vm €t que P(E) > 1/2, o E ne cepend que desly premeres
H—/

Jo
variables. Il en ésulte que

v(C(Ay, .. .,a5)) < 2(Um X ... X um)(C(&y, - - ., ay));
H—/
Jo
nous en éduisons que

((C@y, - -, 83)) = 2Pum(C@s,...,8m). .. m(CEAN-mmi1- -, &xm))
< C_2522)\6+p2m(6)_/\h6.

Pour finir, nous remarquons qué2+P = 2X2+1/io) puis que £+ <
8 < ¥n(d) par choix dem. L]

5. INTEGRALES OSCILLANTES

Nous établissons trois lemmes sur desémrales oscillantes. Les deux
premiers portent sur la mesure de Lebesgue alors que le dernier estéene id
originale de Kaufman.
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LEMME 5.1. Si f est € sur [0,1], verifie |f'(t)] > a et [f”(t)] < b,
alors nous avons
b

' 1
| etrona < S+ 2

avec la notation usuelle (8 = exp(d7Xx).

Il s’agit a d'une version iréigrale modifee du lemme de Kuzmin-Landau, aussi
ce que I'on nomme de fagon informelle “le @i de la érivee premére”.

Le second lemme s’applique lorsqué(t) s’annule dans lintervalle en
question.

LEMME 5.2. Si f est C sur [0,1] et f'(t) = (at + B)g(t) ol g verifie
lg(t)] > a et |¢'(t)] < b avec b> a, alors nous avons

b

= 6a3/2|a\1/2'

1
/ off (1)t
0

Classiqguement, la éthode de la phase stationnaire donnerait une contribution
de l'ordre de ¥./f"(—8/a), lorsqueb/a est de l'ordre de 1, et c’est bien
ce que donne notre lemme.

Le dernier lemme permet de comparer Egtale d’une fonction par rapport
a deux mesures distinctes.

LEMME 5.3. Soit F une fonction & sur [0, 1] bornée en valeur absolue
par 1 et telle que|F’(t)] < M. Notons m = f01|F(t)\2dt. Soit ensuitex une
mesure de probabilt sur [0, 1] et notons parA(u) le maximum des\[t, t-+U]
pour tout t dans[0,1 — u]. Nous avons alors pour tout ¥ O

/1 IF(®)] dX < 2r 4+ A(r/M)(L + mpMr —3).
0

Démonstration. Recouvrons [01] par au plusM/r intervalles disjoints
de longueurr /M. Il reste au plus un intervalle de plus petite longueur. Soit
N le nombre de ces intervalles sur lesquels |§§f)| > 2r. En utilisant le
theo’me des accroissements finis, nous constatongtg > r sur tous les
intervalles consiérés. Par corexquent

r
> Nré—.
Mo = NN

Il vient
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/1 IF@®)]dA < 2r + (N + DA /M)
0

N

2r + A(r/M)(1 + mpMr—3).

6. ESTIMATION DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER

Nous nous occupons ici du comportement asymptotique de

1
mw=ldwwm

pour |u] grand; nous supposerons, sans rectrictiorpositif.
Commencons par rappeler que si= [0;a;,a,,..] et t = TI(X) =
[0; 541, -]
Py +tP;1
Qs +1Qu-1
P; (-1t
o QI
Partons donc del = kJy fixé: par construction, nous pouvongcdmposer
notre mesureu sous la forme

Ojaq,a,...,a0+t] =

B=VUX..XVUXU'=pXW

de sorte que

I A + P10
w0 = [ [o(G e ) e

= /mem,
0

ou

Py +tP;_

a lagquelle nous nous proposons d’appliquer les lemmesegents. Puisqué
est fixe, nous avons

1 15 1+2
Q' < Q1 < QM=

1—2¢ < < 1+2¢
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avec Q = expQom(d)); mais, commeQ tend vers linfini avecJ, nous
pouvons le choisir au voisinage d'un nombreéfix 'avance,a une constante
multiplicative pes (constante comprise entre ekgpin(4)) et son inverse).
Nous commencons paréduire des lemmes 5.1 et 5.2 une estimation de
1 2
m = [, [F(t)|*dt.

LEMME 6.1. Si Q% > u, nous avons
Q1+266 Q&a
Vi T

Démonstration. En développant le caé, nous obtenons

! ! Py+tPy_y  Pj+1tP;
thdt:/// e(( )T Jl)u) dtdoy d
/0 F)l Ce((Gret oo e oy

ou P3,Qj3,... sont des variables iggpendantes d@;, Qy, ... et identiquement
distribtées. Notre expression séécrit:

J1+((3-3)1) [

t(-1Yu t(—1)’u
(Q+1tQ-1)Qs  (Q5 +1tQ5_)Q3
Largument f(t) de I'exponentielle admet pourédvée:

/ _ 1 o 1 1\
ro= ((QJ o @+ tQ3_1)2> (D

1
/ |F(t)?dt <y
0

ou l'on a po#

(12) f(t) =

soit encore
F(t) = (Q+ Q5 +t(Qu—1+Qi_)Qy — QF +t(Qy-1 — Qj_1))
(Qs +tQy_1)2(Q5 +tQ3_,)?
gui pourra s&crire g(t)(at + 3) avec:
Qi+ Q5 +t(Qu-1+Qj_y)
(Qs +tQu_1)%(Q} +1Q35_,)?
1 1
(@ +10 Q1105 7 (@ +1Q 02(Q +1Q 1)

Il nous faut aussi calculer

g0 =-

(71)Ju7

g(®)

1
(Qs +tQu-1)%(Q3 +1Q35_,)?

h(t)
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ou nous avons pés

2Q5_1(Qs +tQy—1) N 2Q;-1(Q5 +1Qj_y)
Q5 +1Qj_1) (Q+1tQy—1)

Nous poursuivons l'estimation de

h(t) = Qu-1+Qy_1 +

1
(13) /0 ef () dt notee x(Qy, Qo_1, Q5 Q)

en discutant selon l'existence ou non d'un point stationnaire pfgui.e.
d’'un point t € [0,1) tel que f'(t) = O ce qui imposeQ;_; # Qj_;, et
t=—(Q—Q35)/(Qi-1—Qj_1) €[0,1).

1) Tout d'abord rappelons (voir (4)) que §;-1 = Qj_; et Q; = Qj3,
a = & pour touti < J; les pointsP;/Q; et Pj/Qj sont donc confondus, et
k(Q3,Qy-1,Q5,Q5_,) =1 d'aprs (12) et (13). Compte tenu du lemme 2.1
et du caracire toldérien dep (proposition 4.1 a)), la contribution de ce terme
dans le calcul de la transfoéa de Fourier sera au plus

/ / #(Qy, o1, Q5 Q5 dpk Ak
{Q=0Q5,Q-1=Q5_,}

< Jrlle-g 3 gl
1

< Q26—65 '

2) a) Supposons gu’il y ait un point stationnaire (en particuldgr 1 #
Qj_1); alors le lemme 5.2 donne
Q%+23€
(14) K/(QJ> Q\]717 Qja Qj]kfl) < .
|QJ71 - Q3671|u

En effet, avec les notations du lemme 5.2,

1
9] = a= Q7%

et
9] < 20Q 31 — b ;

I'estimation suit en se rappelant que

laf = Q-1 — Qj_4u.
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b) Supposons maintenant plusrgralement que ¥ |Q;_1—Qj_;] < Hp
et (Qy—Q3)/(Qs_1—Q3_,)| < 2; si H décrit les entiers de la forme 2ntre
1 et Hp, cet ensemble est approximativement &arrion surj des ensembles

27 <|Qi Q<2 Q- Qi <2/Qim1— Q.
En posantH = 21,
{H/2< Q-1 — Qi < H, [Q—Q3 £2/Q1—Q)4f} C
{H/2< Qi1 — Qi1 < H, [Q — Q3] < 2H},
de sorte que

// dpk dpk
{H/2<]Qi—1—Q7_,|<H, |Q—Q71<2|Q—1—QF_4 |}

< // dpx dpx
{H/2<|Pa—P5|<H, |Q—Q;|<2H}

en utilisant I'invariance de la mesurg par la transformationag, - - - ,a;) —
(ag,--- ,a1) (proposition 4.1 b)) ainsi que (2) et (3).

Or les hypotesesH/2 < |P; — P3| < H, |Qy — Qi < 2H impliquent
clairement,

Q0 o} QQ  SorE

donc, si nous conservons dans ce cas les estimations 14 al#enues dans
le cas a) d'existence d'un point stationnaire, nous obtenons une contribution
de l'ordre de

Py _Pi_ PPl |0 -QiP5 _ H

// #(Qy, Qi-1,Q3, Qj_1) dpkdpk
{H/2<1Q;—1—Qj_4|<H, |Q:—Q5|<2|Qi—1—Q5_, |}

Q%+23€
< // . dpwdpk
vHU JJig-Zi<h/Q

Q%+235 s
H
N (H/Q
en se souvenant de la prop@ holdérienne dep (proposition 4.1 a)).

En sommant suf, nous trouvons pour I'ensemblel < [Qy_1 — Qf_,| <
Ho, |Qs — Q3] <2|Q;—1 —Qj_4|} une contribution totale d’au plus

<

Qg+235

H5—1/2
evut
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c) Si |Qy_1 — Qj_4| > Ho cette fois, le rme lemme fournit une
contribution de l'ordre de

Q2% /V/Hou
3 @) SiQo1#Qiy et|Q-Q)/(Q1-Qy =2 inya

pas de point stationnaire et nous sommes dans les conditions d’application du
lemme 5.1 qui nous donne la majoration

Q3+265
(1Q — Q5+ Qi1 — Q54 Ju’

En effet il resulte des calculs peedents, en reprenant la minoration de
l9()[, que

(15) R(QJ? QJ—lv Qj]ka Qj—l) <

@] > |8llg®)] > uQ>"*|Qy — Qj
et en erivant f'(t) = (at + 5)g(t) nous éduisons

'@ < lallg®] + (o] + 18Dl @)
< Q3 %Q - Qu+ Q3 (1Qy — Q¥ + |Qi_1 — Q54 )u
< Q*(1Qy — Q3 + |Qi—1 — Q5_4 |y,

d'ou la majoration annorée.
Le cas|Q;_1—Qj}_,| > Ho ayantéte pris en compta I'étape peccdente,
il suffit de consi@rer 'ensemble X |Qy_1—Qj3_;| < Ho, [(Qs—Q3)/(Qu—1—
Qj_1)| > 2 et la discussion se poursuit ainsi:
b) Supposons ¥ [Q;-1—Q3_;| < Hp et |Q;—Qj| > 2Ho ; la majoration
du lemme 5.1 nous donne une contribution de
Q3+26€

Hou '

) SupposongQ; — Q}| < 2Hy (ce qui implique 1< |Qy_1 — Qf_4| <
Ho); cet ensemble seédrit comme la @union surj, avec 1< 2/ < Hop, des
ensembles

{Qii1— Q34| <2, 2 <|Q;— Q3 <2+

Utilisons alors les estimations (15) de, établies dans le cas a) sans point
stationnaire, nous obtenons par des arguments similaires

// £(Q3, Qy—1,Q7, Qj_1) dpdpx
{1<]Q—1—Q5_,I<H, HL|Qi—Q5[<2H}
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Q3+26€
< 5 // dpkdpk
u {1<|P;—P5|<H, H<|Q—Q5|<2H}

Q3+266
< =5 / / o dprdpx
U JAg-grisH/Q

Q

Q3+26€

G (H/Q)".

En sommant suf, nous trouvons pour I'ensemblel < [Q;_1 — Qf_;| <
Ho, |Qs — Q3] > 2|Qs—1 — Qj5_4|} une contribution totale d’au plus

Q3+265
Ha~°Qou’

Il s'agit en fait essentiellement du carde la quanté pecedente. Comme
notre inegraleest inférieurea 1, nous pouvonségliger ce terme (auxQ?®
pres).

4) Enfin la derngére contribution qu'il faille ajouter vient du ca®;_; =
Qj_, mais Q; # Qj; il se traite comme le cas 3) @edent et fournit un
terme majorant du #éme ordre de grandeur.

Nous sommes en mesure de terminer la preuve du lemme: le choix optimal
dans l'estimation est dognpar Ho = Q; en régligeant la contribution des
cas 3) et 4), cela nous donne

<

Ql+266 Q65
+

! 2
mlW@m<N¢u %

comme attendu. L]

Pour estimeru(u) = fol F(t) du(t), nous pouvons maintenant utiliser le
lemme 5.3 avec la fonctiofr et la mesurey : par construction, la fonction
de partition dey. est tolderienne d’exposant et M = 2rQ~2+4u convient.
Pour toutr > 0 nous obtenons

AW < 1+ Ar/M)(L+ meMr?)
Q2 —2+4e 10

(Ql+265 N Qés

it

< r+rQPu 4 ).

36

Nous choisissons) de facona égaliser les deux termes de I'estimation de
mp, ce qui revienta prendreQ?*t* de l'ordre deu; comme nous l'avons
remargé en effet, nous pouvong étant fixe, choisirJ = kJ suffisamment
grand, i.e.k suffisamment grand, pour rend€@ proche deuz : il suffit de
prendre
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B [ logu
B (2+ 40)omdo
pour avoir
Q2+45 — glomkd)(2-+43) <u< Q2+4zie(om\]o)(2+46).
Il en résulte

(16) ‘ﬁ(U)‘ < r+r6u6/(1+26)u—6+ué/(1+26)u1—5r3—6u(—6+135)/(l+26)

(17) < 140y 28) | \((6-207+15)/(1426) 35

Il reste a optimiser enr < 1. Choisissons-le de facoa égaliser les deux
termes ex@&mes qui sont dominants. En ignorant cela revienta prendrer
tel que

r— r3—6u(6—262)/(l+25)

ou encore
§ — 262
(4—0)(1+20)

ce qui est licite si I'on supposé > 1/2. En reportant dans (17), il vient

r=u’ avec n=

AU)] < U 4 T A0 15/ (A420) o +8e

car le second terme eségligeable.

Nous avons ainsgtabli le tleoeme 1.4.

7. UNE QUESTION DE MONTGOMERY

Montgomery a pas dans [12] la question suivante (prefe 45):
Existe-t-il un nombre normah quotients partiels bores ?

DEFINITION 7.1. Un nombrex € [0,1) est normal en basg ol q est
un entierq > 2 si et seulement si la suita)k) estéquipartie modulo 1,
ce qui, via le criere de Weyl, fcrit:

vk # 0, lim % > ekdx) = 0.

n<N

Le theoeme de Borektablit que siq > 2, presque tout nombre (au sens
de la mesure de Lebesgue) est normal en loas€’est le tleoeme ergodique
appligLe a la transformatiorx € [0,1) — gxmod 1. Qu’en est-il en restriction
a un sous-ensemble de nombres irrationnels dé&)[® Un outil est le suivant
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THEOREME 7.2 ( Davenport-Erds-LeVeque). Soit (s,) une suite d’entiers
et soit 4 une mesure de probabiitporée par[0,1) telle que

N
S D ks~ s) < oo,

N>1 m,n=1
pour tout entier k£ 0, alors pour p-presque tout »x [0, 1), la suite ($:X)
est équirepartie modulol.

Démonstration. Fixons k # 0. Notons Syk(X) = %ZKN e(ksx), et
Ink = [ |Suk(®)|?du(x). Lhypothése n'est autre que

> 'Rjk < +o0, Yk#0.

N>1

Nous utilisons un lemme classique sur l€sies:

LEMME 7.3. Soit (x,) une suite deé&els > 0 telle que ) o X)/n < co.
Alors il existe une suite d’entieréN;) telle que:

a) Y, XN <00,

b) lim, Ny 1/N; = 1.

Nous omettons provisoirement l'indick et nous appliquons le lemnme la
suite (n). Il existe une suite N;) telle que

St = [ S ISu0fduc) < oc.

En particulier,>", |Sy. (X)|? < oo p-presque partout e®y, (x) — 0 u-presque
partout. Maintenant nous interpolons:

Si Ne <N < Nryg, NS = NSy =D <oy &kiX), et

INSy — Nr Sy | < ZN,§n<N 1=N-N <N1— N, de sorte que

NISu| < NrSu |+ Ness — Np et [Sy)] < Sy (9] + S5

Par la prop@te b) du lemme,Sy(x) tend vers O pouru-presque toutx,
ce qui prouve kquigpartition modulo 1 de la suites&) pour p-presque
tout x. |

COROLLAIRE 7.4. Soit X un ensemble detels portant une mesure de
probabilite 1 telle que fi(n) = O(|n|~?%) ol § > 0.

Alors, pour toute suitgs,) strictement croissante d’entiers, la suifg,x)
est équirepartie modulol pour p-presque tout x X.
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Démonstration. Il suffit de vérifier les hypotkses du teoeme 7.2 avec
s, et o la mesure po#te parX. Or si k# 0,
N

dodksm—s) = N+ D jik(s — sw)

mn=1 mn<N, mz#n
< N+C Y ks sl
mn<N, m#n
N m-1
< N4+2CY > (s —sm)l ™.
m=2 n=1
Lorsquem>n, Sn— ST =Sn—Sn-1+Sn-1— -+ Su1— S > m—n, et
N N m-1
> k(s — sl <N+2C> ) (m—n)~?; maintenant,
m,n=1 m=2 n=1
N m—1 N m—1
>3 m-nt = Y3 n
m=2 n=1 m=2 n=1
N—1
< N> n?=0N*).
n=1
Finalement
1 N
D@ D k(s = sm)| < oo
N>1 m,n=1
puisqued > 0. L]

Nous en é@duisons le &sultat suivant qui contient celui de Baker:

COROLLAIRE 7.5. Soit g un entier> 2 et A un ensemble fini d’entiers
> 1 contenant au moins deudléments; il existe une infigitde xe F(A)
normal en base q & que la dimension de Hausdorff d¢.4j est > 1/2.

Démonstration. Soit 1/2 < § < dimyF(A) et 0< ¢ < g% |

suffit d’appliquer le corollaire 7.4 aves, = (" et u = u.s la mesure de
Kaufman porée parF(A), donrée par le tboeme 1.4. Ol

8. COMMENTAIRES ET QUESTIONS

Les mesures de Kaufman ainsi construites @dest deux propetes
importantes: le comportemen®ldérien de la fonction deépartition et le
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comportement asymptotique gmis de la transforée de Fourier. En fait la
seconde propeit, fondamentale ici, &oule en partie de la preame, mais

le comportement @idérien joue un ®le primordial dans l'approche de la
conjecture de Littlewood par Pollington & Velani [14].

Les ensembled=(A),|.A| > 2, sont donc des ensembles de multiplicit
stricte, lorsqu’ils pogsdent une dimension de Hausdorff 1/2. On peut se
demander si la borne /2 est infranchissable ou si elle égk au contraire
de la construction. La prof@é pour un ensemble &fre de multiplicié peut
pardtre stable: un &sultat fameux de Salem & Zygmund (voir [1@&jablit,
pour des ensembles de type Carndworapport de dissectiod, I'équivalence:

E est de multiplicie < ;;L €S

ou S est 'ensemble des nombres de Pisot. L'ensenBl&tant ferng, la
propriete est stable pour les petites variations ée Qu'en est-il pour les
ensembles du typ&(A4) ? Ceci angéne naturellement les questions:

Questions: Soit A un ensemble fini d'entiers> 1 tel que |A| > 2 et
dim, F(A) = d.

1. F(A) est-il encore de multipliog?

2. F(A) porte-t-il une mesure dont laédroissancea linfini est en
O(1/(log|nf)?) pour uné > 12

Le lien entre la dimension de Hausdorff et la préfigi de multiplicie
n'est pas clairemeritablie puisque des ensembles de dimension de Hausdorff
positive, tel I'ensemble triadique de Cantor, sont aéayar toute mesure de
Mo ([10]) tandis que certains autres, de dimension nulle, sont de multplicit
ce qui est assez frappant ([2],[3]).
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