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RÉSUMÉ.
Let A be a finite alphabet of positive integers with|A| ≥ 2, and F(A) , the set

of numbers in [0, 1) whose partial quotients belong toA . We construct a Kaufman
measure on every such set with Hausdorff dimension> 1/2 and establish, this way,
the existence of infinitely many normal numbers inF(A) . This improves previous
results of Kaufman and Baker.
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1. INTRODUCTION

Il est int́eressant de classer les ensembles de mesure de Lebesgue nulle :
on peut consid́erer leur cardinalit́e, leur dimension de Hausdorff, ou préciser
le comportement des mesures (singulières) qu’ils portent.

1.1 – On sait que les nombres normaux (en toute base) sont de mesure
pleine pour la mesure de Lebesgue, et Kahane & Salem [9] ont posé la
question suivante : soitµ une mesure borélienne surT identifié à [0, 1) dont
la transforḿee de Fourier tend vers 0̀a l’infini ( µ ∈ M0(T)) ; est-il encore
vrai queµ- presque tout nombre de [0, 1) est normal en base 2 par exemple ?

Autrement dit, est-ce que l’ensemble des nombres non-normaux en base 2
est annuĺe par toute mesure deM0(T) ? ou porte-t-il, au contraire, une mesure
de M0(T) ?

DÉFINITION 1.1. Un sous-ensembleE ⊂ T est ditde multiplicit é (stricte)
s’il existe une mesure (de probabilité) ∈ M0(T) telle que µ(E) 6= 0.

Russell Lyons [11] a montré que l’ensembleW∗ des nombres non-normaux
en base 2́etait de multiplicit́e en pŕecisant la borne inférieure de la vitesse de
convergence de ˆµ(n) vers 0, lorsqueµ charge positivementW∗ . La réponse
à la question de Kahane & Salem est donc : non.

1.2 – Les nombres̀a quotients partiels bornés sont de mesure nulle pour la
mesure de Lebesgue.

Pour chaqueN ≥ 2, notons F(N) l’ensemble des irrationnels de [0, 1)
dont le d́eveloppement en fraction continue ne comporte que des entiers
∈ {1, . . . , N} . C’est un compact de type Cantor, de mesure de Lebesgue
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nulle. Mais sa dimension de Hausdorff est non nulle et tend vers 1 quand
N →∞ . La dimension de Hausdorff deF(2) est de l’ordre de 0, 53. . . .

Kaufman [8] sait construire sur tout ensembleF(N) dont la dimension
de Hausdorff est> 2/3 (en fait, dont la dimension de Hausdorff est

> 1+
√

17
8 ' 0, 64) une mesure de probabilité dont la transforḿee de Fourier

est en O(|n|−δ) où δ > 0, quand |n| → ∞ . Il résulte des encadrements
précis de cette dimension, dusà Hensley [6], queF(N) est un ensemble de
multiplicité pour N ≥ 3. La question reste alors en suspens pourN = 2 ...

1.3 – Il n’existe pas de lien entre le développement en base entière et le
développement en fraction continue d’un nombre réel et on peut se demander
s’il existe des nombres normaux̀a quotients partiels bornés. Dans son livre
[12], Montgomery rapporte l’observation faite par Bakerà la parution du
résultat de Kaufman, observation que l’on peut formuler ainsi :

THÉORÈME 1.2 (Baker). Pour tout N≥ 3, il existe une infinit́e de nombres
normaux dans F(N) .

Subsiste alors la question de savoir s’il existe un nombre normal appartenant
à F(2) (et m̂eme une infinit́e).

Par une relecture soigneuse de la construction de Kaufman, nous apportons
une ŕeponse positiveà cette dernìere question; plus préciśement, nous
établissons

THÉORÈME 1.3. Il existe une infinit́e de nombres normaux dans F(A)
pour tout ensembleA fini d’entiers ≥ 1 contenant au moins deux́eléments
et tel quedimh F(A) > 1/2.

Ce th́eor̀eme est la conséquence facile du th́eor̀eme suivant, qui annonce
l’existence d’une mesurede Kaufman sur F(A) pour un tel alphabet.

THÉORÈME 1.4. Soit A un ensemble fini d’entiers≥ 1. Nous supposons
que A contient au moins deux́eléments et que la dimension de Hausdorff de
l’ensemble F(A) est > 1

2 . Soit ε > 0 et 1/2 < δ < dimh F(A) . Il existe une
mesure de probabilité µ sur F(A) et deux constantes> 0 c1 et c2 telles
que

• Pour tout boŕelien S,µ(S) ≤ c1(diamS)δ .

• Pour tout u> 0, |µ̂(u)| ≤ c2(1 + |u|)η+8ε avec η = δ(1−2δ)
(2δ+1)(4−δ) .
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L’article est construit comme suit : après des rappels sur le développement
en fraction continue et les ensemblesF(A) , nous reprenons en grande partie
la construction de Kaufman en l’adaptantà notre propos pouŕetablir le
théor̀eme 1.4, puis nous en déduisons le th́eor̀eme 1.3 par une démarche
classique d́esormais (voir aussi [13],[14]) et qu’utilisait déjà Baker [1].

2. LES ENSEMBLES F(A)

Soit N ≥ 2 et A un ensemble fini d’entiers⊂ [1, · · · , N] contenant au
moins deuxéléments.

Nous nous int́eressons̀a l’ensembleF(A) des irrationnels de [0, 1) dont
le développement en fraction continue [0;a1, a2, . . . ] est tel queai ∈ A pour
tout i ≥ 1.

Si x = [0; a1, a2, . . . ] ∈ F(A) , notons Pk(x)
Qk(x) := Pk

Qk
= [0; a1, a2, . . . , ak] la

k-ième ŕeduite dex ; nous avons ainsiP0 = 0, Q0 = 1, P1 = 1 et Q1 = a1 .
Pour exprimer lesPk et Qk , il est commode pour cela d’introduire les matrices
de d́eterminant−1

Ai(x) =
(

0 1
1 ai(x)

)
;

Alors

(1) Mk(x) = Ak(x)...A1(x) =
(

Pk−1(x) Qk−1(x)
Pk(x) Qk(x)

)
.

Il ressort de ces récurrences quePk(x) et Qk(x) sont en fait des polyn̂omes
en a1, · · · , ak , li és par la relationPk−1Qk−Qk−1Pk = (−1)k . Par transposition
dans (1), il vient :

(2) Qk(a1, · · · , ak) = Qk(ak, · · · , a1),

et

(3) Pk(a1, · · · , ak) = Qk−1(ak, · · · , a2),

d’où

(4)
Qk−1

Qk
= [0; ak, · · · , a1].

Cela signifie que deux dénominateurs consécutifs contiennent tout le passé de
la fraction continue.

Les ŕeduites fournissent de bonnes approximations rationnelles dex et
nous retiendrons
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(5) x− Pk

Qk
=

(−1)k

(xk+1Qk + Qk−1)Qk

où
xk+1 = [ak+1; ak+2, . . . ].

Enfin remarquons queF(A) admet un plus petit et un plus grandélément :
le plus petit admet comme fraction continue la suite périodique ŕeṕetant N, a
où N est le plus grand́elément deA et a est son plus petit́elément, alors
que le plus grand lui rép̀ete a, N . Il s’agit donc, pour le plus petit́elément,
de la solution de

x(N +
1

x + a
) = 1

qui est≥ a
aN+1 ≥

1
N+1 alors que le plus grand est≤ 2N

2aN+1 ≤
2N

2N+1 .
L’ensemble F(A) peut être regard́e comme sous-ensemble deR , avec

sa topologie et sa mesure, ce que nous nommerons la structure linéaire,
ou bien comme un produit infiniAN∗ qui est naturellement muni d’une
structure profinie. Les morphismes qui passent d’une structureà l’autre
sont respectivement et trivialement l’application quià un nombre associe
son d́eveloppement en fractions continues et l’application quià un tel
développement associe un réel ... Ces deux structures se ressemblent beaucoup !

LEMME 2.1. Soit x et y de F(A) . Supposons ai(x) = ai(y) pour i
variant de 1 à k . Alors

|x− y| ≤ N2

Qk+1(x)2

et si ak+1(x) 6= ak+1(y) , alors

|x− y| ≥ 1
N(N + 2)Qk+1(x)2

.

Démonstration. En effet, puisqueQj(x) = Qj(y) := Qj , 1≤ j ≤ k, par (5),

x− y =
(−1)k(yk+1− xk+1)

(xk+1Qk + Qk−1)(yk+1Qk + Qk−1)

et

yk+1Qk + Qk−1 ≤
(

yk+1

ak+1(x)
+ 1

) (
ak+1(x)Qk + Qk−1

)
≤ (N + 2)Qk+1(x)

alors que d’un autre côté

yk+1Qk + Qk−1 ≥
1

ak+1(x)

(
ak+1(x)Qk + Qk−1

)
≥ 1

N
Qk+1(x).
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Il nous restèa minorer|yk+1−xk+1| sous la seule hypothèseak+1(x) 6= ak+1(y)
(mais aussi 1/xk ∈ F(N) ). Le pire qui puisse arriver est quexk+1 soit le plus
grand possible par rapportà ak+1(x) , que ak+1(y) = ak+1(x) + 1 et queyk+1

soit le plus petit possible. Leur différence serait alors minorée par

1−
√

N2 + 1
N + 1

+
√

2
N + 1

≥ 1
N

car 1−
√

N2+1
N+1 ≥ 0 si N ≥ 1, et N

√
2 ≥ N + 1 si N ≥ 3. Il suffit alors de

vérifier l’inégalit́e pour N = 2.

LEMME 2.2. Soit t et h> 0 des ŕeels. Supposons que h< (N + 2)−1 .
Alors il existe ` ≥ 1 et ã1, . . . , ã` des entiers entre 1 et N tels que

t ≤ x≤ t + h =⇒ ai(x) = ãi (i ∈ {1, . . . , `}).

De plus Q̀(ã1, . . . , ã`) ≥ (N + 2)−1h−1/2 .

Démonstration. La preuve est essentiellement contenue dans le lemme
préćedent. En effet, commeQk+1 est borńe, l’existence ne pose pas de
probl̀eme. Il nous suffit alors de prendrè maximal, i.e. tel qu’il existe
deux pointsx et y avec a`+1(x) 6= a`+1(y) et le lemme pŕećedent conclut.

Si nous d́esignons parT le shift unilat́eral sur F(A) consid́eŕe comme
sous-ensemble deAN∗ , de sorte queTx := T[0; a1, a2, . . . ] = [0; a2, a3, . . . ] ,
la fonction (n, x) → Mn(x) est un cobord matriciel pourT au sens òu :

Mk+`(x) = M`(T
kx)Mk(x)

soit(
Pk+`−1(x) Qk+`−1(x)
Pk+`(x) Qk+`(x)

)
=

(
P`−1(Tkx) Q`−1(Tkx)
P`(Tkx) Q`(Tkx)

) (
Pk−1(x) Qk−1(x)
Pk(x) Qk(x)

)
d’où l’on tire

Qk+`(x) = P`(T
kx)Qk−1(x) + Q`(T

kx)Qk(x)

d’où l’encadrement, puisquePj ≤ Qj pour tout j ,

(6) 1≤ Qk+`(x)
Q`(Tkx)Qk(x)

≤ 2.

En nous souvenant quePj(x) et Qj(x) ne d́ependent que desj premiers
quotients partiels dex, nous avons montré
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LEMME 2.3. Si tous les ai sont au moinśegauxà 1, la d́ıfférence

LogQk+`(a1, . . . , ak+`)− LogQk(a1, . . . , ak)− LogQ`(ak+1, . . . , ak+`)

est en valeur absolue inférieure à Log 2.

3. DIMENSION DE HAUSDORFF

Les ensemblesF(A) sont tous de mesure de Lebesgue nulle, mais de
dimension de Hausdorff> 0. Good [4] a montŕe le ŕesultat suivant :

THÉORÈME 3.1. Soit A un ensemble fini d’entiers≥ 0. Soit m≥ 1. Soit
αm,A > 0 la solution enα de∑

a1∈A
· · ·

∑
am∈A

Qm(a1, a2, . . . , am)−2α = 1.

Alors la limite deαm,A quand m tend vers l’infini existe et vaut la dimension
de Hausdorff de F(A) muni de la ḿetrique induite par la distance surR .

En fait, la preuve qui m̀eneà ce ŕesultat est tr̀es instructive. En notant

Σm(α) =
∑
a1∈A

· · ·
∑

am∈A
Qm(a1, a2, . . . , am)−2α

nous constatons en utilisant (6) queΣm+`(α) ≤ Σm(α)Σ`(α) . Par ailleurs
Σm(α) décrôıt en α et par conśequent, siΣm(α1) ≥ 1, alors αm,A ≥ α1 . Or

Σm(α) ≥ N−2mαF−2α
m |A|m

où Fm est le m-ième nombre de Fibonacci. Nous souhaitons donc avoir

−2(LogN +
1
m

LogFm)α + Log |A| ≥ 0

ce qui nous garantit que

dimh F(A) ≥ Log |A|
2(LogN + Log 1+

√
5

2 )
.

Cette minoration nous montre en particulier que cette dimension est strictement
positive.

Notons dans l’autre sens qued = dimh F(A) ≤ 1/2 pour certains alphabets
A , par exempleA = {1, 4} . Cela ŕesulte de la remarque suivante : s’il existe
des m arbitrairement grands pour lesquelsΣm(α) < 1, alors α ≥ d ; dans le
cas contraire, en effet, puisque limm αm = d, α < αm et Σm(α) ≥ Σm(αm) = 1
pour m assez grand. Par ailleurs dès queΣm(α) < 1 pour un m fixé, nous
avons Σkm(α) < 1 pour tout k ≥ 1. En prenantm = 6 dans l’exemple
préćedent, nous obtenons alorsd ≤ 0.492.
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4. UNE MESURE SṔECIALE

Dans la construction de la mesure qui nous intéresse, nous allonśeliminer
du support les points pour lesquels LogQm est trop loin de sa valeur moyenne,
auquel cas les deux structures considéŕees surF(A) seront vraiment similaires .

Soit δ < dimh F(A) . Le th́eor̀eme 3.1 et la d́efinition de la dimension de
Hausdorff nous assurent que

lim
m→∞

Σm(δ) = lim
m→∞

∑
a1∈A

· · ·
∑

am∈A
Qm(a1, a2, . . . , am)−2δ = +∞;

nous pouvons trouverm assez grand pour queΣm(δ) ≥ 8. Fixons provisoire-
ment m ainsi et regardonsF(A) comme forḿe à partir des blocsAm.

Nous munissons le blocAm de la mesure de probabilité discr̀ete νm = νm,δ

définie par

νm({a1, . . . , am}) = Qm(a1, a2, . . . , am)−2δ/Σm(δ)

Soit alorsmσm(δ) la moyenne de LogQm(a1, a2, . . . , am) pour cette mesure.
Comme

(7) LogQm(a1, a2, . . . , am) ≥ LogQm(1, 1, . . . , 1)≥ (m− 1) Log
√

2

nous avonsmσm(δ) ≥ (m− 1) Log
√

2.
Notons

Y1 = Qm(a1, a2, . . . , am), Y2 = Qm(am+1, am+2, . . . , a2m), . . .

Les variables (Yj)j forment une suite de variables indépendanteśequi-
distribúees sur l’espaceΩ = (Am)N∗ muni de la mesure de probabilité :
P = νm× νm× ...

Par la loi faible des grands nombres, pourε > 0 nous pouvons trouver
j0 = j0(m, ε) tel que pourj ≥ j0 :

P
(∣∣1

j
(LogY1 + LogY2 + · · ·+ LogYj)− E(LogY1)

∣∣ ≤ εE(LogY1)
)

>
1
2
.

Par conśequent,à l’aide du lemme 2.3, pourj ≥ j0

|LogQjm(a1, a2, . . . , ajm)− jmσm(δ)| ≤ εjmσm(δ) + (j − 1) Log 2

≤ (ε +
j − 1
2jm

)jmσm(δ)

sur un ensembleE = E(ε, j0) de P-mesure> 1
2 ; en prenantm≥ 1/2ε (ce

qui fixe j0 en fonction deε ) et en posantJ0 = j0m, nous obtenons surE
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(8) |LogQJ(a1, a2, . . . , aJ)− Jσm(δ)| ≤ 2εJσm(δ)

pour tout J ≥ J0 et divisible parm.
J0 étant fix́e, nous regardons cette foisF(A) comme construit autour

des blocsAJ0 . Soit ν la mesure de probabilité induite surE par la mesure
νm× ...× νm︸ ︷︷ ︸

j0

. La mesureµ qui convient est×∞1 ν , obtenue en prenant des

copies deν sur chaque facteurAJ0 .
Puisque Qm(a1, a2, . . . , am) = Qm(am, am−1, . . . , a1) , la mesure discrète

νm est invariante par la transformation (a1, . . . , am) → (am, . . . , a1) et par
définition des variablesYj , l’ensemble

E =
{∣∣1

j
(LogY1 + LogY2 + · · ·+ LogYj)− E(LogY1)

∣∣ ≤ εE(LogY1)

}
est à son tour invariant par la transformation (a1, . . . , ajm) → (ajm, . . . , a1) .
Il ressort alors de la construction queν est invariante par la transformation
(a1, . . . , aJ0) → (aJ0, . . . , a1) ; enfin µ est invariante par la transformation
(a1, . . . , aJ) → (aJ, . . . , a1) pour tout J multiple de J0 .

Nous retiendrons en particulier de cette construction :

PROPOSITION4.1. Pour tout ε > 0 et 1/2 < δ < dimh F(A) nous pouvons
trouver m, J0 multiple de m et une mesure de probabilité µ sur F(A) tels
que :

a) µ(I ) ≤ c|I |δ , I intervalle de [0, 1), où c > 0
et, pour tout J divisible par J0 ,

b) µ est invariante par la transformation(a1, . . . , aJ) → (aJ, . . . , a1) ,
c) Q1+2ε ≥ QJ(x) ≥ Q1−2ε , Q1+2ε ≥ QJ−1(x) ≥ Q1−2ε/(2N) µ-presque

sûrement, avec Q= exp(Jσm(δ)) .

Des mesures v́erifiant la propríet́e a) se rencontrent souvent en théorie de
la dimension et permettent d’obtenir une borne inférieure pour celle-ci via le
théor̀eme de Frostman (cf [10]).

Démonstration. Il reste à établir la propríet́e a) qui va d́ecouler du
lemme 2.2. SoitI = [t, t + h] . Quitte à d́ecomposerI en petits intervalles
disjoints, nous pouvons supposerh < 1

N+2 . Par le lemme 2.2,I est contenu
dans le cylindre s’appuyant sur̃a1, . . . , ã` , 1 ≤ ãj ≤ N , avec de plus
Q`(ã1, . . . , ã`) ≥ (N + 2)−1h−1/2 .

Si l’entier p est tel quepJ0 ≤ ` < (p + 1)J0,
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QpJ0(ã1, . . . , ãpJ0) ≥ Ch−1/2

où C est ind́ependant deh, et par l’ińegalit́e (6),

QpJ0(ã1, . . . , ãpJ0) ≤ 2λQm(ã1, . . . , ãm) . . . Qm(ã(λ−1)m+1, . . . , ãλm),

avec pJ0 = λm. Nous en d́eduisons

(9) Qm(ã1, . . . , ãm) . . . Qm(ã(λ−1)m+1, . . . , ãλm) ≥ C2−λh−1/2.

Maintenant, en notantC(α1, . . . , αk) le cylindre s’appuyant surα1, . . . , αk ,
nous pouvons majorer

P(C(ã1, . . . , ã`)) ≤ P(C(ã1, . . . , ãpJ0))

= νm(C(ã1, . . . , ãm)) . . . νm(C(ã(λ−1)m+1 . . . , ãλm))

= Qm(ã1, . . . , ãm)−2δ . . . Qm(ã(λ−1)m+1, . . . , ãλm)−2δΣm(δ)−λ

≤ C−2δ22λδhδΣm(δ)−λ,

d’apr̀es l’estimation (9).
Rappelons queν est la mesure de probabilité induite surE par la mesure :

νm× ...× νm︸ ︷︷ ︸
j0

et que P(E) ≥ 1/2, où E ne d́epend que desJ0 premìeres

variables. Il en ŕesulte que

ν(C(ã1, . . . , ãJ0)) ≤ 2(νm× ...× νm︸ ︷︷ ︸
j0

)(C(ã1, . . . , ãJ0));

nous en d́eduisons que

µ(C(ã1, . . . , ãpJ0)) ≤ 2pνm(C(ã1, . . . , ãm)) . . . νm(C(ã(λ−1)m+1 . . . , ãλm))

≤ C−2δ22λδ+pΣm(δ)−λhδ.

Pour finir, nous remarquons que 22λδ+p = 2λ(2δ+1/j0) puis que 2(2δ+1/j0) ≤
8≤ Σm(δ) par choix dem.

5. INTÉGRALES OSCILLANTES

Nous établissons trois lemmes sur des intégrales oscillantes. Les deux
premiers portent sur la mesure de Lebesgue alors que le dernier est une idée
originale de Kaufman.
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LEMME 5.1. Si f est C2 sur [0, 1] , vérifie |f ′(t)| ≥ a et |f ′′(t)| ≤ b,
alors nous avons ∣∣∣∣∣

∫ 1

0
e(f (t))dt

∣∣∣∣∣ ≤ 1
a

+
b
a2

,

avec la notation usuelle e(x) = exp(2iπx) .

Il s’agit là d’une version int́egrale modifíee du lemme de Kuzmin-Landau, aussi
ce que l’on nomme de façon informelle “le critère de la d́erivée premìere”.

Le second lemme s’applique lorsquef ′(t) s’annule dans l’intervalle en
question.

LEMME 5.2. Si f est C2 sur [0, 1] et f′(t) = (αt + β)g(t) où g vérifie
|g(t)| ≥ a et |g′(t)| ≤ b avec b≥ a, alors nous avons∣∣∣∣∣

∫ 1

0
e(f (t))dt

∣∣∣∣∣ ≤ 6
b

a3/2|α|1/2
.

Classiquement, la ḿethode de la phase stationnaire donnerait une contribution
de l’ordre de 1/

√
f ′′(−β/α) , lorsque b/a est de l’ordre de 1, et c’est bien

ce que donne notre lemme.
Le dernier lemme permet de comparer l’intégrale d’une fonction par rapport

à deux mesures distinctes.

LEMME 5.3. Soit F une fonction C1 sur [0, 1] bornée en valeur absolue
par 1 et telle que|F′(t)| ≤ M . Notons m2 =

∫ 1
0 |F(t)|2dt . Soit ensuiteλ une

mesure de probabilité sur [0, 1] et notons parΛ(u) le maximum desλ[t, t+u]
pour tout t dans[0, 1− u] . Nous avons alors pour tout r> 0∫ 1

0
|F(t)|dλ ≤ 2r + Λ(r/M)(1 + m2Mr−3).

Démonstration. Recouvrons [0, 1] par au plusM/r intervalles disjoints
de longueurr/M . Il reste au plus un intervalle de plus petite longueur. Soit
N le nombre de ces intervalles sur lesquels sup|F(t)| ≥ 2r . En utilisant le
théor̀eme des accroissements finis, nous constatons que|F(t)| ≥ r sur tous les
intervalles consid́eŕes. Par conśequent

m2 ≥ Nr2 r
M

.

Il vient
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0
|F(t)|dλ ≤ 2r + (N + 1)Λ(r/M)

≤ 2r + Λ(r/M)(1 + m2Mr−3).

6. ESTIMATION DE LA TRANSFORMÉE DE FOURIER

Nous nous occupons ici du comportement asymptotique de

µ̂(u) =
∫ 1

0
e(ut)dµ(t)

pour |u| grand; nous supposerons, sans rectriction,u positif.
Commençons par rappeler que six = [0; a1, a2, ...] et t = TJ(x) =

[0; aJ+1, ...]

[0; a1, a2, . . . , aJ + t] =
PJ + tPJ−1

QJ + tQJ−1

=
PJ

QJ
+

(−1)Jt
(QJ + tQJ−1)QJ

.

Partons donc deJ = kJ0 fixé : par construction, nous pouvons décomposer
notre mesureµ sous la forme

µ = ν × ...× ν︸ ︷︷ ︸
k

×µ := ρk × µ

de sorte que

µ̂(u) =
∫ 1

0

∫
e

(
PJ(x) + tPJ−1(x)
QJ(x) + tQJ−1(x)

u

)
dρk(x) dµ(t)

:=
∫ 1

0
F(t) dµ(t),

où

(10) F(t) =
∫

e

(
PJ + tPJ−1

QJ + tQJ−1
u

)
dρk

à laquelle nous nous proposons d’appliquer les lemmes préćedents. PuisqueJ
est fix́e, nous avons

(11) Q1−2ε ≤ QJ ≤ Q1+2ε ,
1

2N
Q1−2ε ≤ QJ−1 ≤ Q1+2ε,
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avec Q = exp(Jσm(δ)) ; mais, commeQ tend vers l’infini avec J , nous
pouvons le choisir au voisinage d’un nombre fixé à l’avance,à une constante
multiplicative pr̀es (constante comprise entre exp(J0σm(δ)) et son inverse).

Nous commençons par déduire des lemmes 5.1 et 5.2 une estimation de
m2 =

∫ 1
0 |F(t)|2dt.

LEMME 6.1. Si Q2+4δ ≥ u, nous avons∫ 1

0
|F(t)|2dt�N

Q1+26ε

√
u

+
Qδε

Q2δ
.

Démonstration. En d́eveloppant le carré, nous obtenons∫ 1

0
|F(t)|2dt =

∫∫ ∫ 1

0
e

((
PJ + tPJ−1

QJ + tQJ−1
−

P∗J + tP∗J−1

Q∗J + tQ∗J−1

)
u

)
dt dρk dρk

où P∗J , Q∗J , ... sont des variables indépendantes dePJ, QJ, ... et identiquement
distribúees. Notre expression se réécrit :∫∫

e

((
PJ

QJ
− P∗J

Q∗J

)
u

) ∫ 1

0
e(f (t)) dt dρk dρk

où l’on a pośe

(12) f (t) =
t(−1)Ju

(QJ + tQJ−1)QJ
− t(−1)Ju

(Q∗J + tQ∗J−1)Q∗J

L’argument f (t) de l’exponentielle admet pour dérivée :

f ′(t) =
(

1
(QJ + tQJ−1)2

− 1
(Q∗J + tQ∗J−1)2

)
(−1)Ju

soit encore

f ′(t) =
(QJ + Q∗J + t(QJ−1 + Q∗J−1))(QJ −Q∗J + t(QJ−1−Q∗J−1))

(QJ + tQJ−1)2(Q∗J + tQ∗J−1)2
(−1)Ju,

qui pourra s’́ecrire g(t)(αt + β) avec :

g(t) =
QJ + Q∗J + t(QJ−1 + Q∗J−1)

(QJ + tQJ−1)2(Q∗J + tQ∗J−1)2

=
1

(QJ + tQJ−1)(Q∗J + tQ∗J−1)2
+

1
(QJ + tQJ−1)2(Q∗J + tQ∗J−1)

.

Il nous faut aussi calculer

g′(t) = − 1
(QJ + tQJ−1)2(Q∗J + tQ∗J−1)2

h(t)
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où nous avons posé

h(t) = QJ−1 + Q∗J−1 +
2Q∗J−1(QJ + tQJ−1)

(Q∗J + tQ∗J−1)
+

2QJ−1(Q∗J + tQ∗J−1)

(QJ + tQJ−1)
.

Nous poursuivons l’estimation de

(13)
∫ 1

0
e(f (t)) dt not́ee κ(QJ, QJ−1, Q∗J , Q∗J−1)

en discutant selon l’existence ou non d’un point stationnaire pourf , i.e.
d’un point t ∈ [0, 1) tel que f ′(t) = 0 ce qui imposeQJ−1 6= Q∗J−1 , et
t = −(QJ −Q∗J )/(QJ−1−Q∗J−1) ∈ [0, 1).

1) Tout d’abord rappelons (voir (4)) que siQJ−1 = Q∗J−1 et QJ = Q∗J ,
ai = a∗i pour tout i ≤ J ; les pointsPJ/QJ et P∗J/Q∗J sont donc confondus, et
κ(QJ, QJ−1, Q∗J , Q∗J−1) = 1 d’apr̀es (12) et (13). Compte tenu du lemme 2.1
et du caract̀ere ḧoldérien deµ (proposition 4.1 a)), la contribution de ce terme
dans le calcul de la transformée de Fourier sera au plus∫ ∫

{QJ=Q∗J ,QJ−1=Q∗J−1}
κ(QJ, QJ−1, Q∗J , Q∗J−1) dρk dρk

≤
∫

ρk

([ PJ

QJ
− N2

Q2
J

,
PJ

QJ
+

N2

Q2
J

])
dρk

� 1
Q2δ−δε

.

2) a) Supposons qu’il y ait un point stationnaire (en particulierQJ−1 6=
Q∗J−1 ) ; alors le lemme 5.2 donne

(14) κ(QJ, QJ−1, Q∗J , Q∗J−1) � Q
3
2+23ε√

|QJ−1−Q∗J−1|u
.

En effet, avec les notations du lemme 5.2,

|g(t)| ≥ a =
1
4

Q−3−6ε,

et
|g′(t)| ≤ 10Q−3+14ε = b ;

l’estimation suit en se rappelant que

|α| = |QJ−1−Q∗J−1|u.
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b) Supposons maintenant plus géńeralement que 1≤ |QJ−1−Q∗J−1| ≤ H0

et |(QJ−Q∗J )/(QJ−1−Q∗J−1)| ≤ 2 ; si H décrit les entiers de la forme 2j entre
1 et H0 , cet ensemble est approximativement la réunion surj des ensembles

2j−1 ≤ |QJ−1−Q∗J−1| ≤ 2j , |QJ −Q∗J | ≤ 2|QJ−1−Q∗J−1|.

En posantH = 2j ,

{H/2≤ |QJ−1−Q∗J−1| ≤ H, |QJ −Q∗J | ≤ 2|QJ−1−Q∗J−1|} ⊂

{H/2≤ |QJ−1−Q∗J−1| ≤ H, |QJ −Q∗J | ≤ 2H},

de sorte que∫∫
{H/2≤|QJ−1−Q∗J−1|≤H, |QJ−Q∗J |≤2|QJ−1−Q∗J−1|}

dρk dρk

�
∫∫

{H/2≤|PJ−P∗J |≤H, |QJ−Q∗J |≤2H}
dρk dρk

en utilisant l’invariance de la mesureρk par la transformation (a1, · · · , aJ) →
(aJ, · · · , a1) (proposition 4.1 b)) ainsi que (2) et (3).

Or les hypoth̀eses H/2 ≤ |PJ − P∗J | ≤ H, |QJ − Q∗J | ≤ 2H impliquent
clairement,

|PJ

QJ
− P∗J

Q∗J
| ≤ |PJ − P∗J |

QJ
+
|QJ −Q∗J |P∗J

QJQ∗J
� H

Q1−2ε
;

donc, si nous conservons dans ce cas les estimations 14 deκ obtenues dans
le cas a) d’existence d’un point stationnaire, nous obtenons une contribution
de l’ordre de∫∫

{H/2≤|QJ−1−Q∗J−1|≤H, |QJ−Q∗J |≤2|QJ−1−Q∗J−1|}
κ(QJ, QJ−1, Q∗J , Q∗J−1) dρkdρk

� Q
3
2+23ε

√
Hu

∫∫
| PJ

QJ
−

P∗J
Q∗J
|≤H/Q

dρkdρk

� Q
3
2+23ε

√
Hu

(H/Q)δ

en se souvenant de la propriét́e ḧoldérienne deµ (proposition 4.1 a)).
En sommant surj , nous trouvons pour l’ensemble{1≤ |QJ−1−Q∗J−1| ≤

H0, |QJ −Q∗J | ≤ 2|QJ−1−Q∗J−1|} une contribution totale d’au plus

Q
3
2+23ε

Qδ
√

u
Hδ−1/2

0 .
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c) Si |QJ−1 − Q∗J−1| ≥ H0 cette fois, le m̂eme lemme fournit une
contribution de l’ordre de

Q
3
2+23ε/

√
H0u.

3) a) Si QJ−1 6= Q∗J−1 et |(QJ − Q∗J )/(QJ−1 − Q∗J−1)| ≥ 2, il n’y a
pas de point stationnaire et nous sommes dans les conditions d’application du
lemme 5.1 qui nous donne la majoration

(15) κ(QJ, QJ−1, Q∗J , Q∗J−1) � Q3+26ε

(|QJ −Q∗J |+ |QJ−1−Q∗J−1|)u
.

En effet il ŕesulte des calculs préćedents, en reprenant la minoration de
|g(t)| , que

|f ′(t)| ≥ |β||g(t)| � uQ−3−6ε|QJ −Q∗J |

et en d́erivant f ′(t) = (αt + β)g(t) nous d́eduisons

|f ′′(t)| ≤ |α||g(t)|+ (|α|+ |β|)|g′(t)|
� Q−3−6ε|QJ −Q∗J |u + Q−3+14ε(|QJ −Q∗J |+ |QJ−1−Q∗J−1|)u
� Q−3+14ε(|QJ −Q∗J |+ |QJ−1−Q∗J−1|)u,

d’où la majoration annoncée.
Le cas |QJ−1−Q∗J−1| ≥ H0 ayantét́e pris en comptèa l’étape pŕećedente,

il suffit de consid́erer l’ensemble 1≤ |QJ−1−Q∗J−1| ≤ H0, |(QJ−Q∗J )/(QJ−1−
Q∗J−1)| ≥ 2 et la discussion se poursuit ainsi :

b) Supposons 1≤ |QJ−1−Q∗J−1| ≤ H0 et |QJ−Q∗J | ≥ 2H0 ; la majoration
du lemme 5.1 nous donne une contribution de

Q3+26ε

H0u
.

c) Supposons|QJ −Q∗J | ≤ 2H0 (ce qui implique 1≤ |QJ−1−Q∗J−1| ≤
H0 ) ; cet ensemble se décrit comme la ŕeunion surj , avec 1≤ 2j ≤ H0 , des
ensembles

{|QJ−1−Q∗J−1| ≤ 2j , 2j ≤ |QJ −Q∗J | ≤ 2j+1}.

Utilisons alors les estimations (15) deκ , établies dans le cas a) sans point
stationnaire, nous obtenons par des arguments similaires∫∫

{1≤|QJ−1−Q∗J−1|≤H, H≤|QJ−Q∗J |≤2H}
κ(QJ, QJ−1, Q∗J , Q∗J−1) dρkdρk
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� Q3+26ε

Hu

∫∫
{1≤|PJ−P∗J |≤H, H≤|QJ−Q∗J |≤2H}

dρkdρk

� Q3+26ε

Hu

∫∫
| PJ

QJ
−

P∗J
Q∗J
|≤H/Q

dρkdρk

� Q3+26ε

Hu
(H/Q)δ.

En sommant surj , nous trouvons pour l’ensemble{1≤ |QJ−1−Q∗J−1| ≤
H0, |QJ −Q∗J | ≥ 2|QJ−1−Q∗J−1|} une contribution totale d’au plus

Q3+26ε

H1−δ
0 Qδu

.

Il s’agit en fait essentiellement du carré de la quantit́e pŕećedente. Comme
notre int́egraleest inférieureà 1, nous pouvons négliger ce terme (auxQ26ε

près).
4) Enfin la dernìere contribution qu’il faille ajouter vient du casQJ−1 =

Q∗J−1 mais QJ 6= Q∗J ; il se traite comme le cas 3) préćedent et fournit un
terme majorant du m̂eme ordre de grandeur.

Nous sommes en mesure de terminer la preuve du lemme : le choix optimal
dans l’estimation est donné par H0 = Q ; en ńegligeant la contribution des
cas 3) et 4), cela nous donne

m2 =
∫ 1

0
|F(t)|2dt�N

Q1+26ε

√
u

+
Qδε

Q2δ

comme attendu.

Pour estimer ˆµ(u) =
∫ 1

0 F(t) dµ(t), nous pouvons maintenant utiliser le
lemme 5.3 avec la fonctionF et la mesureµ : par construction, la fonction
de ŕepartition deµ est ḧoldérienne d’exposantδ et M = 2πQ−2+4εu convient.
Pour tout r > 0 nous obtenons

|µ̂(u)| � r + Λ(r/M)(1 + m2Mr−3)

� r + rδQ2δu−δ +
Q2δ−2+4εu1−δ

r3−δ
(
Q1+26ε

√
u

+
Qδε

Q2δ
).

Nous choisissonsQ de façonà égaliser les deux termes de l’estimation de
m2 , ce qui revientà prendreQ2+4δ de l’ordre de u ; comme nous l’avons
remarqúe en effet, nous pouvons,u étant fix́e, choisir J = kJ0 suffisamment
grand, i.e.k suffisamment grand, pour rendreQ proche deu

1
2+4δ : il suffit de

prendre
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k =
[ logu

(2 + 4δ)σmJ0

]
pour avoir

Q2+4δ = e(σmkJ)(2+4δ) ≤ u≤ Q2+4δe(σmJ0)(2+4δ).

Il en résulte

|µ̂(u)| � r + rδuδ/(1+2δ)u−δ + uδ/(1+2δ)u1−δr3−δu(−δ+13ε)/(1+2δ)(16)

� r + rδu−2δ2/(1+2δ) + u(δ−2δ2+15ε)/(1+2δ)r3−δ.(17)

Il reste à optimiser enr < 1. Choisissons-le de façoǹa égaliser les deux
termes extr̂emes qui sont dominants. En ignorantε , cela revientà prendrer
tel que

r = r3−δu(δ−2δ2)/(1+2δ)

ou encore

r = uη avec η =
δ − 2δ2

(4− δ)(1 + 2δ)

ce qui est licite si l’on supposeδ > 1/2. En reportant dans (17), il vient

|µ̂(u)| � uη + u−7δ2/[(4−δ)(1+2δ)] + uηu15ε/(1+2δ) � uη+8ε,

car le second terme est négligeable.

Nous avons ainsíetabli le th́eor̀eme 1.4.

7. UNE QUESTION DE MONTGOMERY

Montgomery a pośe dans [12] la question suivante (problème 45) :
Existe-t-il un nombre normal̀a quotients partiels borńes ?

DÉFINITION 7.1. Un nombrex ∈ [0, 1) est normal en baseq où q est
un entier q ≥ 2 si et seulement si la suite (qnx) est équiŕepartie modulo 1,
ce qui, via le crit̀ere de Weyl, s’́ecrit :

∀k 6= 0, lim
N

1
N

∑
n<N

e(kqnx) = 0.

Le théor̀eme de Boreĺetablit que siq≥ 2, presque tout nombre (au sens
de la mesure de Lebesgue) est normal en baseq. C’est le th́eor̀eme ergodique
appliqúe à la transformationx ∈ [0, 1)→ qx mod 1. Qu’en est-il en restriction
à un sous-ensemble de nombres irrationnels de [0, 1) ? Un outil est le suivant
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THÉORÈME 7.2 ( Davenport-Erd̈os-LeVeque). Soit (sn) une suite d’entiers
et soit µ une mesure de probabilité port́ee par [0, 1) telle que

∑
N≥1

1
N3

N∑
m,n=1

µ̂(k(sn− sm)) < ∞,

pour tout entier k6= 0, alors pour µ-presque tout x∈ [0, 1), la suite (snx)
est équiŕepartie modulo1.

Démonstration. Fixons k 6= 0. Notons SN,k(x) = 1
N

∑
n<N e(ksnx) , et

IN,k =
∫
|SN,k(x)|2dµ(x) . L’hypothèse n’est autre que∑

N≥1

IN,k

N
< +∞, ∀k 6= 0.

Nous utilisons un lemme classique sur les séries :

LEMME 7.3. Soit (xn) une suite de ŕeels≥ 0 telle que
∑

n>0 xn/n < ∞ .
Alors il existe une suite d’entiers(Nr ) telle que :

a)
∑

r xNr < ∞ ;
b) limr Nr+1/Nr = 1.

Nous omettons provisoirement l’indicek et nous appliquons le lemmèa la
suite (IN) . Il existe une suite (Nr ) telle que∑

r

INr =
∫ ∑

r

|SNr (x)|2dµ(x) < ∞.

En particulier,
∑

r |SNr (x)|2 < ∞ µ-presque partout etSNr (x) → 0 µ-presque
partout. Maintenant nous interpolons :

si Nr ≤ N ≤ Nr+1 , NSN − NrSNr =
∑

Nr≤n<N e(ksnx) , et
|NSN − NrSNr | ≤

∑
Nr≤n<N 1 = N− Nr ≤ Nr+1− Nr , de sorte que

N|SN| ≤ Nr |SNr |+ Nr+1− Nr et |SN(x)| ≤ |SNr (x)|+ Nr+1−Nr

Nr
.

Par la propríet́e b) du lemme,SN(x) tend vers 0 pourµ-presque toutx,
ce qui prouve l’́equiŕepartition modulo 1 de la suite (snx) pour µ-presque
tout x.

COROLLAIRE 7.4. Soit X un ensemble de réels portant une mesure de
probabilité µ telle que µ̂(n) = O(|n|−δ) où δ > 0.

Alors, pour toute suite(sn) strictement croissante d’entiers, la suite(snx)
est équiŕepartie modulo1 pour µ-presque tout x∈ X .
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Démonstration. Il suffit de vérifier les hypoth̀eses du th́eor̀eme 7.2 avec
sn et µ la mesure port́ee parX . Or si k 6= 0,

N∑
m,n=1

µ̂(k(sn− sm)) = N +
∑

m,n≤N, m6=n

µ̂(k(sn− sm))

≤ N + C
∑

m,n≤N, m6=n

|k(sn− sm)|−δ

≤ N + 2C
N∑

m=2

m−1∑
n=1

|(sn− sm)|−δ.

Lorsque m > n, sm− sn = sm− sm−1 + sm−1 − ... + sn+1 − sn ≥ m− n, et
N∑

m,n=1

|µ̂(k(sn− sm))| ≤ N + 2C
N∑

m=2

m−1∑
n=1

(m− n)−δ ; maintenant,

N∑
m=2

m−1∑
n=1

(m− n)−δ =
N∑

m=2

m−1∑
n=1

n−δ

≤ N
N−1∑
n=1

n−δ = O(N2−δ).

Finalement ∑
N≥1

1
N3

N∑
m,n=1

|µ̂(k(sn− sm))| < ∞

puisqueδ > 0.

Nous en d́eduisons le ŕesultat suivant qui contient celui de Baker :

COROLLAIRE 7.5. Soit q un entier≥ 2 et A un ensemble fini d’entiers
≥ 1 contenant au moins deux́eléments; il existe une infinité de x∈ F(A)
normal en base q d́es que la dimension de Hausdorff de F(A) est > 1/2.

Démonstration. Soit 1/2 < δ < dimh F(A) et 0 < ε < δ(2δ−1)
8(2δ+1)(4−δ) . Il

suffit d’appliquer le corollaire 7.4 avecsn = qn et µ = µε,δ la mesure de
Kaufman port́ee parF(A) , donńee par le th́eor̀eme 1.4.

8. COMMENTAIRES ET QUESTIONS

Les mesures de Kaufman ainsi construites possèdent deux propriét́es
importantes : le comportement höldérien de la fonction de répartition et le



Analyse de Fourier des fractions continuesà quotients restreints 21

comportement asymptotique précis de la transforḿee de Fourier. En fait la
seconde propriét́e, fondamentale ici, d́ecoule en partie de la première, mais
le comportement ḧoldérien joue un r̂ole primordial dans l’approche de la
conjecture de Littlewood par Pollington & Velani [14].

Les ensemblesF(A), |A| ≥ 2, sont donc des ensembles de multiplicité
stricte, lorsqu’ils poss̀edent une dimension de Hausdorff> 1/2. On peut se
demander si la borne 1/2 est infranchissable ou si elle relève au contraire
de la construction. La propriét́e pour un ensemble d’être de multiplicit́e peut
parâıtre stable : un ŕesultat fameux de Salem & Zygmund (voir [10])établit,
pour des ensembles de type Cantorà rapport de dissectionξ , l’ équivalence :

E est de multiplicit́e⇐⇒ 1
ξ
6∈ S

où S est l’ensemble des nombres de Pisot. L’ensembleS étant ferḿe, la
propríet́e est stable pour les petites variations deξ . Qu’en est-il pour les
ensembles du typeF(A) ? Ceci am̀ene naturellement les questions :

Questions : Soit A un ensemble fini d’entiers≥ 1 tel que |A| ≥ 2 et
dimh F(A) = d.

1. F(A) est-il encore de multiplicit́e ?
2. F(A) porte-t-il une mesure dont la décroissanceà l’infini est en

O
(
1/(log |n|)δ

)
pour un δ > 1 ?

Le lien entre la dimension de Hausdorff et la propriét́e de multiplicit́e
n’est pas clairement́etablie puisque des ensembles de dimension de Hausdorff
positive, tel l’ensemble triadique de Cantor, sont annulés par toute mesure de
M0 ([10]) tandis que certains autres, de dimension nulle, sont de multiplicité,
ce qui est assez frappant ([2],[3]).
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