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IntrodutionSi les nombres premiers ont toujours fasiné les apprentis mathémati-iens, il est frappant que le théorème des nombres premiers onstitue engénéral le point ultime des onnaissanes en e domaine. Ce résultat donneun équivalent du nombre de nombres premiers inférieurs à une borne don-née (voir (3.6)), e qui est bien sûr l'information minimale que l'on puisseespérer, et date de 1896. Depuis, la théorie s'est énormément éto�ée, sansque es améliorations ne trouvent la voie sinon de la élébrité, du moins elledu savoir lassique d'un mathématiien. Nous tentons ii d'amorer ettemigration. Notre �l direteur et notre prétexte est de démontrer que la suitedes nombres réels formées des sin p, où p parourt l'ensemble des nombrespremiers, est dense dans l'intervalle [−1, 1], 'est à dire que pour tout pointde [−1, 1] et tout intervalle ouvert I aussi petit qui soit qui ontienne epoint, nous pouvons trouver un nombre premier p tel que sin p appartienneà I. Le résultat en lui-même n'a probablement pas d'autre intérêt que e-lui de répondre à un dé�, mais en ours de route, nous montrerons om-ment manipuler es nombres premiers, omment démontrer des théorèmesles onernant, e qui de fait nous élairera sur la nature de es nombres.Le hemin que nous suivons est résolûment moderne et résulte des diverstravaux du vingtième sièle sur es questions, depuis la tehnique de ribleintroduite par Viggo Brun en 1916, son utilisation par Ivan Vinogradov en1937 pour explorer la struture des nombres premiers jusqu'à la période1960/2000 marquée par l'a�nement de es méthodes et leur meilleure om-préhension.Conernant les prérequis néessaires, notre démarhe a été d'érire untexte qui ressemble à un problème de lasse préparatoire, pour e qui est dela struture, que nous avons ensuite sindé en petits hapitres tout en éto�antle texte. Si les notions préalables sont réduites au minimum, ette rédutionreste néessairement limitée tant il est illusoire de vouloir introduire en deuxlignes les logarithmes et espérer ensuite que le leteur les manipule . . . Tou-tefois, rappeler notions et notations est utile, ne serait e que pour rafraîhirla mémoire de la letrie, tout omme plus haut, nous avons préisé e que�dense� signi�ait. Cette alhimie est assez déliate et je dois remerier XavierCaruso, Niole Garnier et Lazare Vidiani pour leurs onseils préieux. PuisStéphane Louboutin et Jean-François Burnol, ainsi que d'autres leteurs,pour les erreurs ou la trop grande rapidité d'exposition par endroit qu'ils



2 Introdutionont déouverts dans la première version de ette monographie. Le parti estaussi pris d'expliiter autant que faire se peut les onstantes numériques etde ne pas reourir à la notation O qui simpli�erait pourtant les preuves. Toutsimplement pare que ette notation demande de la pratique et que les al-uls en eux-mêmes permettent de omprendre e qui est en jeu. Ce n'est quelorsque le leteur dispose d'une maîtrise omplète de es aluls qu'il peuts'en dispenser et s'appuyer sur la notation O. Nous reourrons à la notation
O∗, moins onnue mais beauoup plus faile d'usage. Érire f1 = f2 +O∗(g),'est tout simplement érire |f1−f2| ≤ g ; 'est à dire que f1(x) ne di�ère envaleur absolue de f2(x) qu'au plus de g(x). Il s'agit don d'un O ave uneonstante égale à 1. Au passage, tous les problèmes d'uniformité par rap-port aux paramètres disparaissent. Cette notation permet en outre d'utiliserrigoureusement des approximations, omme dans π = 3, 14 + O∗(0, 01).Si l'idée diretrie de e livre est de ne rien aher des di�ultés, nousavons parfois laissé des parties failes mais longues à la harge de la letrie.Nous garantissons qu'il n'y a là auun dragon ahé et que les preuves ditesfailes ne sont qu'au pire pénibles . . .En�n, omme il semble que les femmes aient du mal à établir leur plae dedroit dans le monde des mathématiques, nous avons déidé de nous adresseralternativement à la letrie et au leteur, mais que nul.le ne se sente exlu.epar un voable ou l'autre !Quelques notations et des rappelsLa première des notations qu'il nous faut détailler est le symbole ∑ (lireSigma, ou Somme, au hoix) qui nous permet de noter une sommation surdes entiers. Par exemple

∑

4<n≤7

andésigne la somme sur tous les indies entiers n entre 4 exlus et 7 inlus, i.e.
a5 + a6 + a7. Parfois nous aurons besoin de spéi�er plus avant le domainede sommation :

∑

4<n≤7
2|n

andésigne ette fois-i la somme sur les entiers n de l'intervalle ]4, 7], mais quivéri�ent aussi la seonde ondition, 'est à dire qu'ils doivent être pairs : ilne reste que n = 6 et la somme en question vaut don a6. Nous exploiteronsénormément ette notation ave des domaines d'appartenane pour n plusou moins ompliqués. Les onditions portées sur les variables peuvent êtretelles qu'auune ne les véri�e ! La somme porte alors sur un ensemble vide,et une telle somme vaut 0. Il faut bien voir que l'ordre d'énumération n'a© 04 La Mina masquée 9 février 2008



Quelques notations et des rappels 3auune espèe d'importane, e pourquoi la notation plus usuelle
7

∑

n=5

ann'est pas adaptée. De plus ette dernière notation devient vite illisible désque le domaine est un tant soit peu omplexe.Lorsque la variable de sommation est notée p, la somme est restreinteaux nombres premiers p.Nous notons C(P ) le nombre de nombres premiers dans l'intervalle ]P/4, P ].Il s'agit d'une notation non standard mais qui sera bien pratique ii. Si l'ontraduit ette dé�nition en termes de sommation, ela donne :
C(P ) =

∑

P/4<p≤P

1.Il faut remarquer que P n'est pas néessairement un entier et, pour �xer lesidées, C(12) = 3.Nous utiliserons beauoup une forme partiulière des exponentielles om-plexes, nommément exp(2iπx) quand x est un réel et que nous notons e(x).Une façon de dé�nir ette fontion est de dire e(x) = cos(2πx) + i sin(2πx).Elle a surtout l'avantage d'avoir une formule d'addition bien plus simple queelle du osinus ou du sinus : e(x + x′) = e(x)e(x′). Le omplexe e(x) estde module 1 et orrespond par onséquent dans le plan omplexe à un pointsur le erle unité, de entre 0 et de rayon 1.L'inégalité sinu ≥ 2u/π a lieu si 0 ≤ u ≤ π/2 e qui nous permetd'obtenir | sin(πv)| ≥ 2‖v‖ où ‖v‖ désigne la distane au plus prohe entieret ensuite
∣

∣

∣

∣

∑

n∈I

e(nv)

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2‖v‖ (1.1)pour tout intervalle I si v n'est pas ongru à 0 modulo 1. En e�et, elaest évident si I ne ontient auun point entier et sinon il su�t de sommerles termes d'une progression géométrique entre n = n1 et n2 où n1 et n2sont respetivement le plus petit et le plus grand entier que ontient I. Lemodule du résultat est alors | sin(π(n2−n1 +1)v)/ sin(πv)| où la minorationde sinus donnée i-dessus permet de onlure. Si I est grand et v pas tropprohe de 0, l'inégalité (1.1) nous dit que les e(nv) sont bien répartis sur leerle unité de sorte que lorsqu'on les ajoute, leur ontribution a tendaneà se ompenser. L'exemple où v = 1/2 est emblématique de e qui se passe,où nous sommons simplement (−1)n.Les aolades et les rohets sont réservés à un usage partiulier : [x]est la partie entière du réel x et {x} sa partie frationnaire, de sorte que
x = [x] + {x}. Comme et ouvrage est assez petit, nous nous astreignonsà ne pas utiliser les aolades et les rohets omme des parenthèses . . . CeVariations modernes sur nombres premiers



4 Introdutionqui, du oup, nous réduit à distinguer les niveaux de parenthèses uniquementselon leur taille ! Une exeption notoire onerne les intervalles : ]a, b] désignel'intervalle de bornes a et b, ouvert en a et fermé en b, soit enore l'ensembledes réels x tels que a < x ≤ b. Ce que la littérature anglo-saxonne note
(a, b]. La même onvention nous fait noter [a, b] l'intervalle fermé en a et
b, et. Par ontre nous noterons le oe�ient binomial Ck

n sous la formed'origine anglo-saxonne (n
k

), ar 'est elle qui prévaut à l'heure atuelle enombinatoire. Il s'agit bien sûr de n!/(k!(n− k)!). En�n, l'auteur que je suisest d'un autre temps où le logarithme usuel, elui que l'on quali�e aussi denépérien d'après John Neper qui érivit en 1614 un mémoire sur e qui allaitdevenir ette fontion (mais la notion de fontion était alors mal omprise),où le logarithme usuel don se notait Log. La notation log était réservée aulogarithme en base 10. . . Aujourd'hui ln est préféré à Log, simplement parequ'à une époque, il a été di�ile d'insrire Log sur les alulatries. Cetteépoque est révolue et rien ne s'oppose au retour de Log, notation qui este�etivement la plus usitée malgré la ourte période ln-iste. Nous utiliseronsen onséquene Log ii.En�n, une omparaison à une intégrale (un exemple de ette tehniquese trouve page 8) donne l'estimation suivante valable pour tout réel N ≥ 3 :
∑

1≤n≤N

1/n ≤ LogN + 1 ≤ 2LogN. (1.2)
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Le plan de la batailleEssayons tout d'abord de nous faire une idée du hemin à parourir. Com-mençons par déouper l'intervalle [0, 2π] en 10 parties égales et regardons sinous pouvons trouver des nombres premiers p tels que pmod 2π tombe danshaun de es intervalles. Ii pmod 2π désigne l'unique réel x tel que, d'unepart x appartienne à [0, 2π[ et, d'autre part, tel que p et x ne di�èrent qued'un multiple entier de 2π. Dit autrement, x est égal à 2π
{ p

2π

}. Nous trou-vons e�etivement de tels nombres premiers et obtenons par exemple :
13mod

2π

7mod
2π

2mod
2π

83mod
2π

3mod
2π

41mod
2π

23mod
2π

5mod
2π

37mod
2π

31mod
2π

Revenons à notre problème initial, soit la densité des sinus p dans [−1, 1].Partons de u dans [−1, 1]. Nous pouvons l'érire sous la forme u = sinx, pourun ertain x appartenant à [0, 2π]. Il existe un de nos pmod 2π, disons x′qui est à moins de 2π/10 de x. Par onséquent, et grâe à l'inégalité desaroissements �nis, sinx′ est aussi à moins de 2π/10 de u = sinx, e quiétabli que tout intervalle de [−1, 1] de longueur ≥ 2π/10 ontient un sin p. Ilne s'agit ertes pas d'une immense vitoire, ar 2π/10 = 0.628 + O∗(10−3)n'est pas très petit, mais le leteur onstate que nous pourrions remplaer
10 par 1 000 ou plus. . . Cei ramène le problème1 à montrer que les pmod 2πsont denses dans [0, 2π], ou enore que les { p

2π

} le sont dans [0, 1].L'arhiteturePour tout intervalle [a, b] ⊂ [0, 1] non réduit à un point, nous montronsqu'il existe un nombre premier p tel que la partie frationnaire de p/(2π)appartienne à [a, b]. Cela nous permettra d'en déduire que l'ensemble desvaleurs prises par sin p est dense dans [−1, 1]. Un paramètre important tout au1mais ne lui est pas équivalent, puisque la fontion sinus prend toutes les valeurs pos-sibles sur, par exemple, [π/2, 3π/2]. Nous démontrons un peu plus que néessaire maisela va en fait simpli�er l'exposition.



6 Le plan de la bataillelong de ette preuve sera ε = b− a > 0. Nous ommençons par montrer qu'ily a su�samment de nombres premiers e que traduira l'inégalité C(P ) ≥
0.08P/Log P valable pour P ≥ 2. Nous approherons ensuite α = 1/(2π)par une suite de rationnels rn/sn ave un sn tendant vers l'in�ni et rn premierà sn, e qui est possible puisque α est irrationnel. Nous allons trouver desnombres premiers répondant à notre question dans l'intervalle ]Pn/4, Pn]pourvu que n soit assez grand, où Pn = s

3/2
n . Pour ela, nous établissonstout d'abord l'existene d'un entier M dépendant de a et b mais pas de ntel qu'il su�sse d'établir que

∀m ∈ {1, . . . ,M},
∑

Pn/4<p≤Pn

e(imrnp/sn)/C(Pn) −→
n→∞

0 (H)où, rappelons-le une dernière fois, p désigne un nombre premier. Pour simpli-�er la typographie, nous utiliserons l'abbréviation Ln = LogPn tout au longdes hapitres ultérieurs. Nous approhons alors la suite des nombres pre-miers de notre intervalle par la suite des entiers ℓ qui sont premiers à tousles entiers ≤ z. Bien sûr, si z =
√
Pn, la suite approximante serait égale à lasuite de départ, aussi nous prenons z beauoup plus petit. Cette approxima-tion est e�etuée grâe à une identité ombinatoire et le terme reste a unestruture partiulière : il s'agit d'une somme sur deux variables de termesosillants. Nous exploitons alors ette struture en appliquant l'inégalité deCauhy-Shwarz e qui établira que e terme est e�etivement négligeable.Il nous reste alors à montrer que la suite des entiers ℓ véri�e une onditionanalogue à (H), mais ave une somme portant sur ℓ et non sur p, e que nousfaisons en exprimant la fontion aratéristique de et ensemble en termesde la fontion de Möbius.
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Estimations lassiques sur lesnombres premiersNous allons évidemment avoir besoin de quanti�er le nombre de nombrespremiers dans un intervalle. De telles estimations existent depuis longtemps,et le travail onsistant à les rendre expliite numériquement a débuté dansles années quarante. Nous disposons maintenant de bonnes estimations pourles quantités simples, mais elles sortent du adre de e livre. Nous nousproposons ii d'employer une approhe lassique a�n de rendre la preuvede la densité des sin p omplète, e qui nous préparera au passage pour lesderniers hapitres. Nous en pro�tons aussi pour introduire deux tehniquessimples et e�aes.La fontion de von MangoldtCommençons par introduire la fontion dite de van Mangoldt, d'après lemathématiien allemand Hans von Mangoldt. Celui-i a publié en 1894 unmémoire important sur les nombres premiers où il introduit notamment ettefontion, mais sous la forme L(n) ; la notation d'usage à l'heure atuelle est
Λ(n) et 'est elle que nous emploierons. Voii la dé�nition de ette fontion :

Λ(n) =

{

Log p si n = pa ave a ≥ 1,
0 sinon. (3.1)Par exemple Λ(2) = Λ(4) = Log 2 et Λ(15) = 0. Notons expliitementque Λ(1) = 0. L'apparition de ette fontion n'est en rien mystérieuse sil'on raisonne en termes de séries de Dirihlet mais nous évitons e point devue ii. Du oup, la justi�ation de son introdution vient de deux aspets.Tout d'abord, elle permet d'isoler les puissanes des nombres premiers desautres entiers tout en leur attribuant le poids assez peu �utuant Log p, etnous verrons au lemme 3.5 que la ontribution des p2, p3, . . . est négligeabledevant elle des nombres premiers p.Cela étant, son intérêt véritable résulte de l'identité :

∀n (entier) ≥ 1,
∑

d|n
Λ(d) = Log n, (3.2)où la somme porte sur tous les diviseurs d ≥ 1 de n.



8 Estimations sur les nombres premiersPreuve. Pour n = 1, ette identité est évidente. Pour n plus grand, nousle déomposons en fateurs premiers n = pa1

1 p
a2

2 · · · paK

K où les pi sont desnombres premiers distints et les ai des entiers ≥ 1. Il vient alors
Log n = a1 Log p1 + a2 Log p2 + · · · + aK Log pKet les diviseurs d de n pour lesquels Λ(d) 6= 0 sont les pb1

1 ave 1 ≤ b1 ≤ a1(il y en a a1 de ette forme), puis les pb2
2 ave 1 ≤ b2 ≤ a2 (il y en a a2 deette forme), et. Et bien sûr, a1 Log p1 =

∑

b1
Log p1, e qui permet de lorela preuve. ⋄ ⋄ ⋄De la fontion Log à la fontion ΛCommençons par un lemme lassique d'analyse :Lemme 3.1 Pour x ≥ 2, nous avons

∑

1≤n≤x

Log n = xLog x− x+ O∗(Log(2x)).Preuve. Soit N la partie entière de x. Nous proédons par omparaison àune intégrale, 'est à dire que nous utilisons les inégalités
∫ n

n−1
Log t dt ≤ Log n ≤

∫ n+1

n
Log t dt,lesquelles sont une simple onséquene du aratère roissant du logarithme.En les sommant, nous obtenons

∫ N

1
Log t dt ≤

∑

2≤n≤N

Log n ≤
∫ N+1

2
Log t dt (3.3)et un peu de travail permet de onlure, moyennant de se souvenir que x 7→

xLog x− x est une primitive de x 7→ Log x.Voii une interprétation graphique de l'enadrement :
Log 2

Log 3
Log 4 Log 5 Log 6 Log 7 Log 8 Log 9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Log x

Log(x− 1)

La somme umulée des aires des petits retangles est la quantité qui nousintéresse. Nous onstatons graphiquement qu'elle est majorée par l'intégralede la fontion, soit le membre de droite de (3.3), et minorée par l'intégralede ette fontion translatée d'une unité vers la gauhe, soit le membre degauhe de (3.3). ⋄ ⋄ ⋄© 04 La Mina masquée 9 février 2008



De la fontion Log à la fontion Λ 9Nous érivons alors
∑

n≤x

Log n =
∑

n≤x

∑

d|n
Λ(d) =

∑

d≤x

Λ(d)[x/d]et l'idée de tout e qui suit est basée sur l'égalité :
∑

d≤x

Λ(d)[x/d] = xLog x− x+ O∗(Log(2x)). (3.4)Une majoration à la ChebyshevThéorème 3.2 Pour tout x ≥ 1, la majoration suivante est valide :
∑

x/2<d≤x

Λ(d) ≤ 7x/10.Preuve. Une utilisation direte de (3.4) donne
∑

d≤x

Λ(d)
(

[x/d] − 2[x/(2d)]
)

= xLog 2 + O∗(2Log(2x)).Nous remarquons maintenant que [x]−2[x/2] ≥ 0 pour tout x réel : en e�et,ette quantité vaut 0 si x est dans [0, 1[, puis 1 si x est dans [1, 2[ et en�nest périodique de période 2. Par onséquent, l'équation i-dessus implique
∑

x/2<d≤x

Λ(d)
(

[x/d] − 2[x/(2d)]
)

≤ xLog 2 + 2Log(2x).Pour les d entre x/2 et x, nous avons [x/d] − 2[x/(2d)] = 1 e qui aboutit à
∑

x/2<d≤x

Λ(d) ≤ xLog 2 + 2Log(2x).Cette inégalité permet de prouver le théorème si x ≥ 1150 et une véri�ationnumérique (nous parlerons plus avant de et aspet dans le hapitre suivant)permet d'étendre e résultat à tout x réel ≥ 1. ⋄ ⋄ ⋄En déoupant l'intervalle [1, x] entre ]x/2, x] union ]x/4, x/2] union et, nousobtenons le orollaire lassique :Corollaire 3.3 Nous avons ∑

d≤x Λ(d) ≤ 7x/5 pour tout x ≥ 1.Pafnouty Chebyshev est le premier à avoir établi en 1848 une telle estima-tion, par une méthode d'ailleurs prohe de elle que nous avons développée.Notons ii que John Rosser a montré en 1941 que le maximum de la fontion
∑

d≤x Λ(d)/x était atteint en x = 113 et était un peu inférieur à 1.04.Cei nous donne aussi une majoration du nombre de nombres premiersinférieurs à une borne donnée :Variations modernes sur nombres premiers



10 Estimations sur les nombres premiersCorollaire 3.4 Pour tout x ≥ 1, le nombre de nombres premiers inférieursà x est au plus 3x/(2Log x).Signalons les notations traditionnelles π(x) =
∑

p≤x 1 et ψ(x) =
∑

d≤x Λ(d)dont nous n'userons pas.Preuve. Remarquons tout d'abord que e nombre de nombres premierss'érit aussi ∑

p≤x 1. Or, nous tirons du orollaire préédent la majoration :
∑

p≤x Log p ≤ 7x/5. Nous nous débarrassons alors du poids Log p par unetehnique que l'on appelle la sommation par parties du fait que, dans leformalisme de l'intégrale de Stieltjes, il s'agit e�etivement de l'extensionde la tehnique du même nom standard au niveau du alul intégral. Uneversion souple et élémentaire s'obtient en érivant :
1

Log p
=

1

Log x
+

∫ x

p

dt

tLog2 t
.Il vient alors

∑

p≤x

Log p

Log p
=

∑

p≤x

Log p

(

1

Log x
+

∫ x

p

dt

tLog2 t

)e qui nous donne
∑

p≤x

Log p

Log p
=

∑

p≤x Log p

Log x
+

∫ x

2

(

∑

p≤t

Log p
) dt

tLog2 t

≤
∑

p≤x

Log p

Log p
≤ 7x

5Log x
+

∫ x

2

7dt

5Log2 t
.Pour la dernière intégrale, nous ommençons par remarquer qu'une intégra-tion par parties (lassique !) implique, pour k ≥ 0, que :

Jk =

∫ x

2

dt

Logk t
≤ x

Logk x
+

∫ x

2

k dt

Logk+1 td'où nous déduisons que (Log x− 3)(Log2 x)J3 ≤ x et J2 ≤ x/Log2 x+ J3.Ce qui à terme nous donne le résultat annoné si x ≥ exp(5). Un alul �nit.
⋄ ⋄ ⋄La fontion Λ donne aussi un poids non nul à des entiers qui ne sont pasdes nombres premiers mais des puissanes de eux-i. Leur ontribution estla plupart du temps négligeable grâe au lemme suivant :Lemme 3.5 Pour x ≥ 1, nous avons

∑

d≤x
d non premierΛ(d) ≤ 3

√
x.Preuve. En e�et, les d omptés s'érivent pa ave a ≥ 2 et p ≤ √

x.Un nombre premier va apparaître en p, puis p2, et aetera jusqu'à pa où
a ≤ (Log x)/Log p. Le orollaire préédent onlut. ⋄ ⋄ ⋄© 04 La Mina masquée 9 février 2008



Un résultat de type postulat de Bertrand 11Un théorème à la MertensNous en arrivons à un théorème dans l'esprit d'un résultat de FranzMertens issu d'un mémoire de 1874. Il ontient en essene une minorationdu nombre de nombres premiers omme nous le montrons i-après.Théorème 3.6 Pour x ≥ 2, l'égalité suivante a lieu
∑

d≤x

Λ(d)/d = Log x− 1
4 + O∗(4

5)Preuve. Nous partons toujours de (3.4) et érivons ette fois-i [x] = x−{x}où nous majorons la partie frationnaire par 1 et la minorons par 0. Il vient
1

x

∑

d≤x

Λ(d) + Log(2x)/x ≥
∑

d≤x

Λ(d)/d − Log x+ 1 ≥ −Log(2x)/x.Pour x ≥ 125 et moyennant d'invoquer enore le Corollaire 3.3, ela donnela borne supérieure Log x + 4
9 et la borne inférieure Log x − 21

20 , e qui estmeilleur que le résultat annoné. Pour x plus petit, une véri�ation numé-rique onlut. ⋄ ⋄ ⋄Un résultat de type postulat de BertrandJoseph Bertrand onjeturait en 1845 qu'il y a toujours un nombre pre-mier dans l'intervalle [n, 2n− 3] si n est un entier ≥ 4, onjeture qui devaitêtre démontrée par Chebyshev en 1850. Les résultats que nous avons établissont un peu plus faibles que eux dont disposaient Chebyshev mais nouspermettent de démontrer un résultat du même genre, à savoir :Théorème 3.7 Pour x ≥ 2, nous avons
C(x) =

∑

x/4<p≤x

1 ≥ 2x/(25Log x).Il existe don un nombre premier dans l'intervalle ]x/4, x] pour tout x ≥ 2.Pour arriver au postulat de Bertrand, nous pourrions reherher une inégalitésur les parties entières autre que [x] − 2[x/2] ≥ 0 utilisée dans la preuve duthéorème 3.2 ; 'est le hemin que suivit Chebyshev autour de 1850. Ouinlure dans e théorème 3.2 la ontribution des entiers entre x/4 et x/8 etmodi�er onséquemment le théorème 3.6.Preuve. En appliquant le théorème 3.6 en x et x/4, nous obtenons
∑

x/4<d≤x

Λ(d)/d ≥ Log 4 − 1 (3.5)Variations modernes sur nombres premiers



12 Estimations sur les nombres premierset par onséquent ∑

x/4<d≤x Λ(d) ≥ x(Log 4 − 1)/4 ≥ x/11 pour x ≥ 16.Nous étendons ette inégalité à x ≥ 2 par le alul et il s'agit ensuite depasser de Λ(d) à une somme sur les nombres premiers, e que nous e�etuonsà l'aide du lemme 3.5, obtenant
∑

x/4<p≤x

Log p ≥ x

11
− 3

√
x ≥ 2x/25si x ≥ 76 000, d'où le théorème dans e as. Un alul numérique (détailléau hapitre suivant) permet d'étendre e résultat. ⋄ ⋄ ⋄Conernant de bonnes approximations de la somme des nombre premiers

≤ x, signalons ii que dans la ontinuité des travaux de Rosser, Pierre Dusarta établi en 1999 que, pour x ≥ 598

1 +
0.992

Log x
<

Log x

x

∑

p≤x

1 < 1 +
1.2762

Log x
. (3.6)Nous aurons enore besoin à la �n de e livre d'un dernier résultat que voii.Lemme 3.8 Pour x ≥ 2, nous avons

∑

p≤x

1/p = Log Log x− 1 + O∗(7/6).Preuve. Le théorème de Mertens implique que
−21

20 −
∑

k≥2,p≥2

Log p

pk
≤

∑

p≤x

Log p

p
− Log x ≤ 11

20 .En sommant d'abord sur k et en utilisant un peu de alul numérique, nousmontrons que la somme sur k et p qui apparaît vaut au plus 0.8. Pour obtenirle lemme, nous utilisons une sommation par parties omme page 10. Il enrésulte la majoration
∑

p≤x

1/p ≤ Log Log x+ 1 +
11

20Log 2
− Log Log 2et la minoration Log Log x+ 1 − 21

20Log 2 − Log Log 2. ⋄ ⋄ ⋄
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Approximation par desrationnelsPour montrer que les parties frationnaires des p/(2π) sont denses dans
[0, 1], il nous faut un argument qui dise que 1/(2π) est irrationnel. En e�etet à titre d'exemple, les seules valeurs que prenne {p/5} sont 0, 1/5, 2/5,
3/5 et 4/5 ; ette suite ne saurait en auun as être dense dans [0, 1] ! Il nousfaut ensuite traduire ette irrationnalité de façon plus quantitative, e quenous réaliserons à l'aide des approximations rationnelles de e nombre. Pourl'exposition, nous nous intéressons d'abord aux propriétés d'approximationpour onlure par une démonstration de l'irrationalité de π2, dont déouleévidemment elle de 1/(2π).Approximations rationnelles sur le erleLe théorème suivant onstitue la base de l'approximation diophantienne.L'une de ses partiularités tient à sa preuve qui est partiulièrement limpidelorsqu'elle prend un appui géométrique :Théorème 4.1 Soit q un entier ≥ 1 et β un nombre réel. Il existe deuxentiers u et v tels que

|vβ − u| ≤ 1

q + 1
1 ≤ v ≤ q.Preuve.La preuve est on ne peut plussimple et repose sur une trans-ription géométrique du pro-blème. Considérons un erlede ironférene 1. Nous y�xons un point P0 qui est notre0 et avançons de β sur leerle, quitte à faire plus d'untour. Nous atteignons un point

P1. Puis nous reommençons etonstruisons
Ave β = 0.3660563 :

P0

P1

P2

P3

P4

P5

P6

P7

P8



14 Approximation par des rationnelsainsi P2, P3, . . . ,Pq, lequel orrespond don à qβ. Nous disposons de q + 1point sur une ironférene de longueur 1, il y en a par onséquent deux quisont espaés de moins de 1/(q + 1) ar sinon, la longueur totale du erleserait > (q + 1)/(q + 1) = 1. Disons qu'il s'agisse de Pℓ et Pℓ′ ave ℓ < ℓ′.Dire que Pℓ et Pℓ′ sont à moins de 1/(q + 1) signi�e que
∣

∣

{

ℓ′β
}

− {ℓβ}
∣

∣ ≤ 1

q + 1soit enore qu'il existe un entier u tel que
∣

∣(ℓ′ − ℓ)β − u
∣

∣ ≤ 1

q + 1
.Nous posons v = ℓ′ − ℓ, e qui prouve notre théorème. ⋄ ⋄ ⋄D'où nous déduisons :Corollaire 4.2 Soit β un nombre irrationnel. Il existe deux suites (rn)n≥1et (sn)n≥1, d'entiers stritement positifs pour sn et d'entiers pour rn et tellesque

∣

∣

∣

∣

β − rn
sn

∣

∣

∣

∣

<
1

s2n
, pgcd(rn, sn) = 1 , sn → ∞.Preuve. Pour tout entier n, nous prenons q = n − 1 dans le théorèmepréédent et obtenons don des entiers un et vn tels que

∣

∣

∣

∣

β − un

vn

∣

∣

∣

∣

≤ 1

nvn
, 1 ≤ vn < n.Nous réduisons un/vn en fration irrédutible, i.e. érivons un/vn = rn/snave pgcd(rn, sn) = 1 et rn ≥ 1. Bien sûr sn est aussi inférieur à vn. Il vient

∣

∣

∣

∣

β − rn
sn

∣

∣

∣

∣

≤ 1

nsn
≤ 1

s2net il nous faut à présent montrer que la suite (sn) tend vers l'in�ni. Supposonsque e ne soit pas le as. Cela signi�e qu'il existe une borne entière B et unein�nité de n tels que sn ≤ B. Comme il y a au plus B entiers inférieurs à
B, il existe une valeur b ≤ B pour laquelle sn = b a lieu pour un in�nité denos n. Disons que ela a lieu pour n ∈ N pour un ertain ensemble N . Nousavons alors

∀n ∈ N , |bβ − rn| ≤
1

n
.En faisant tendre n vers l'in�ni mais en restant dans N , nous onstatons que

rn tend vers bβ, qui est par onséquent entier et don bβ = rn dès que n ≥ 2et dans N . Cei signi�e que β est rationnel, ontrairement à nos hypothèses.
⋄ ⋄ ⋄© 04 La Mina masquée 9 février 2008



L'irrationnalité de α = 1/(2π) 15Il est aussi possible d'atteindre e orollaire en passant par la théoriedes frations ontinues. C'est une théorie plus préise que notre approhepuisqu'elle donne des expressions pour les sn et rn, mais qui est aussi pluslongue à mettre en plae. De façon rapide, on part d'un nombre, disons
β = β0 = 1/(2π) et on l'érit sous la forme

β0 = [β0] +
1

β1où [β0] désigne, rappelons-le, la partie entière de β0. Puis on reommeneave β1. Par exemple, ii, [β0] = 0 et β1 = 2π, dont ette fois-i la partieentière est 6, e qui nous donne
β0 =

1

6 + 1/β2
.En remplaçant 1/β2 par 0, nous obtenons notre première approximation :

1/6 ; la théorie nous garantit alors la borne
|β − 1/6| ≤ 1/62que nous véri�ons numériquement. Ensuite la partie entière de 1/β2 est 3 equi nous donne
β0 =

1

6 + 1
3+1/β3

.En remplaçant 1/β3 par 0, ela nous donne la fration 3/19 et nous avons
|β − 3/19| ≤ 1/192.Nous ontinuons ainsi et la théorie dit que les approximations ainsi généréessont exellentes, en e qu'elles véri�ent les hypothèses de notre orollaire.L'irrationnalité de α = 1/(2π)Pour pouvoir appliquer notre orollaire, il faut établir que α = 1/(2π)est irrationnel, e qui équivaut évidemment à montrer que π est irrationnel.Nous établissons ii e fait en suivant la simpli�ation dûe à Ivan Niven en1947 de la preuve originelle de Johann Lambert qui elle date de 1761. Enl'ourene, nous montrons plus, à savoir que π2 n'est pas rationnel, dont ildéoule évidemment que π ne saurait être rationnel.Nous ommençons par une inégalité obtenue par une méthode simple ete�ae et que l'on appelle la méthode de Rankin additive en liaison ave laméthode de Rankin multipliative qui apparaîtra plus loin :Lemme 4.3 Pour n ≥ 1, nous avons n! ≥ (n/e)n.Variations modernes sur nombres premiers



16 Approximation par des rationnelsPreuve. Donnons-nous un paramètre x réel positif. Nous érivons
xn

n!
≤

∑

m≥0

xm

m!
= exe qui résulte en n! ≥ xne−x pour tout x ≥ 0. Qu'il nous su�t de hoisir aumieux de nos intérêts ! Nous prenons x = n e qui l�t la preuve. ⋄ ⋄ ⋄Théorème 4.4 π2 est irrationnel.Preuve. Nous déployons la preuve en deux ates. Nous onsidérons toutd'abord la fontion

f(x) =
xn(1 − x)n

n!
=

1

n!

n
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)kxn+kpour un paramètre entier n que nous hoisirons en �n de démonstration.Cette fontion véri�e 0 < f(x) < 1/n! si x est dans ]0, 1[. La premièreexpression de f nous garantit que f (s)(0), la dérivée d'ordre s en zero, estnulle si s est un entier entre 0 et n− 1 alors que la seonde expression nousdonne (pour m = 0, . . . , n)
f (n+m)(x) =

1

n!

n
∑

k=m

(

n

k

)

(n+ k)!

(k −m)!
(−1)kxk−md'où nous onluons que f (n+m)(0) est un entier. Finalement, les dérivéessuessives de f en 0 sont des entiers et omme f(1− x) = f(x), il en va demême des dérivées suessives en 1. Voilà qui l�t le premier ate.Le seond ate s'ouvre ave une hypothèse : supposons que π2 soit ra-tionnel, 'est à dire s'érive a/b ave des entiers stritement positifs a et b.La suite onsiste en deux remarques qui onernent l'intégrale

I =

∫ 1

0
anπf(x) sin(πx)dx.Des enadrements de f donnés plus haut, nous tirons 0 < I < πan/n!, quiest < 1 si n est assez grand en vertu du lemme préédent. Mais, et 'est làla lé de la preuve, nous montrons i-après que ette intégrale est un entier !Ce qui établira notre théorème. En e�et dé�nissons

F (x) = bn
(

π2nf(x) − π2n−2f ′′(x)

+ π2n−4f (4)(x) − · · · + (−1)nf (2n)(x)

)

.© 04 La Mina masquée 9 février 2008



L'irrationnalité de α = 1/(2π) 17Nous onstatons, grâe au premier ate, que F (0) et F (1) sont des entiers.Cette fontion est liée à notre problème par la relation
d

dx

(

F ′(x) sin πx− πF (x) cos πx
)

=
(

F ′′(x) + π2F (x)
)

sinπx = π2anf(x) sinπxtant et si bien que I = F (0) + F (1). Et la preuve est terminée. ⋄ ⋄ ⋄On peut se demander ii quelle est la dé�nition de π utilisée, et la leturede la preuve préédente est limpide : π est le plus petit zéro stritementpositif de la fontion sinus.

Variations modernes sur nombres premiers
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Un peu d'analyse de FourierNous onsidérons la fontion f triangulaire périodique de période 1 etdont le graphe est (ave c = a+b
2 ) :

1 2
0

1

. . .

a c b

a+ 1

c+ 1

b+ 1

. . .où, de façon analytique :










f(t) = 0 si t ≤ a ou t ≥ b modulo 1,
f(t) = 2 t−a

b−a si a ≤ t ≤ c modulo 1,
f(t) = 2 b−t

b−a si c ≤ t ≤ b modulo 1. (5.1)Il s'agit en fait du noyau de Leopold Fejér périodique. Rappelons que ε =
b−a. Nous développons f en série de Fourier et tronquons les termes |m| > M, où M est un paramètre entier ≥ 1 à hoisir :

f(t) =
ε

2
+

∑

0<|m|≤M

A(m)

m2
e(mt) + O∗

(

4

Mε

)

, (5.2)
A(m) étant un oe�ient borné par 2/ε et donné par (5.4). Rappelons aussique e(x) = exp(2iπx).Preuve. Comme f est une fontion ontinue C1 par moreaux, la onver-gene de la série de Fourier usuelle vers f ne pose pas de problème, maispar soui de omplétude, une preuve direte est proposée dans la setionsuivante. Les oe�ients A(m) sont donnés pour m 6= 0 par

A(m)/m2 =

∫ 1

0
f(u)e(−mu)du (5.3)et un petit alul en utilisant (5.1) aboutit à

A(m) = 2 sin2(mπε/2)e(−mc)/ε. (5.4)



20 Un peu d'analyse de FourierComme sin2 ≤ 1, nous onstatons que la ontribution des termes pour les-quels |m| > M est majorée par
2

∑

M+1≤m

2

εm2
≤ 4

ε

∫ ∞

M

dt

t2
=

4

Mε
.

⋄ ⋄ ⋄Digression : une approhe direteNous avons utilisé dans la setion préédente le fait que la série de Fourieronvergeait vers la fontion si elle-i était ontinue ave des oe�ients deFourier tendant assez vite vers 0. Nous proposons ii une preuve direte de
f(t) =

b− a

2
+

∑

0<|m|
A(m)e(mt)/m2. (5.5)Appelons h(t) le membre de droite. Considérons

hM (t) = ε/2 +
∑

0<|m|≤M

A(m)

m2

(

1 − |m|
M

)

e(mt) (5.6)que nous allons montrer onverger simultanément vers h(t) et vers f(t),quand M tend vers l'in�ni. Cei nous donnera bien évidemment h(t) = f(t).Commençons par la partie la plus faile et qui onsiste à établir que ettesuite tend vers h(t). En e�et, le alul qui mène à (5.2) nous garantit toutd'abord que, pour tout M ′ entier ≥ 1, nous avons
h(t) =

ε

2
+

∑

0<|m|≤M ′

A(m)

m2
e(mt) + O∗

(

4

M ′ε

)

.Pour tout M ′ entier ≥ 1 mais de surroît ≤M , ette même haîne de alulnous permet aussi d'érire
hM (t) =

ε

2
+

∑

0<|m|≤M ′

A(m)

m2

(

1 − |m|
M

)

e(mt) + O∗
(

4

M ′ε

)tout simplement pare que le fateur additionnel (1− |m|
M ) reste inférieur à 1en valeur absolue (ela nous su�t, mais il est vrai que e fateur est mêmepositif !). Il vient alors

∣

∣h(t) − hM (t)
∣

∣ ≤
∑

0<|m|≤M ′

|A(m)|
m2

|m|
M

+
8

M ′ε
.© 04 La Mina masquée 9 février 2008



Digression : une approhe direte 21Nous majorons alors |m|/M par M ′/M et remarquons que la démonstrationqui mène à (5.2) nous assure enore que la somme sur tous les m non nulsde |A(m)|/m2 est majorée à 4/ε. Cei nous permet �nalement d'érire enhoisissant M ′ = [M ] + 1

∣

∣h(t) − hM (t)
∣

∣ ≤ 4M ′

Mε
+

8

M ′ε
≤ 12√

Mε
+

4

Mεqu tend bien vers 0 quand M tend vers l'in�ni.Abordons à présent le problème de la onvergene de hM (t) vers f(t). Lepremier point onsiste à remarquer que
∑

−M≤m≤M

(

M − |m|
)

e(mu) =

∣

∣

∣

∣

∑

0≤ℓ≤M

e(ℓu)

∣

∣

∣

∣

2

=

∣

∣

∣

∣

sinπMu

sinπu

∣

∣

∣

∣

2

.Une fois ela noté, nous partons de l'expression, pour m non nul :
A(m)/m2 =

∫ 1

0
f(u)e(−mu)du(et similairement pour m = 0) ; elle-i nous amène à

hM (t) =

∫ 1

0
f(u)

∑

−M≤m≤M

(

1 − |m|
M

)

e(m(t− u))dusoit enore, en invoquant l'identité i-dessus et ave v = t− u,
hM (t) =

∫ t

t−1
f(t− v)

∣

∣

∣

∣

sinπMv

sinπv

∣

∣

∣

∣

2

dv/M.En déroulant dans l'autre sens les égalités qui ont mené à ette expressionde hM (t), nous onstatons que
∫ t

t−1

∣

∣

∣

∣

sinπMv

sinπv

∣

∣

∣

∣

2

dv/M = 1.Par ailleurs f véri�e |f(t− v) − f(t)| ≤ 2‖v‖/ε, d'où
∫ t

t−1
|f(t− v) − f(t)|

∣

∣

∣

∣

sinπMv

sinπv

∣

∣

∣

∣

2 dv

M
≤

∫ t

t−1
‖v‖

∣

∣

∣

∣

sinπMv

sinπv

∣

∣

∣

∣

2 2dv

Mεquantité qui est inférieure à 2 fois la même intégrale mais entre 0 et 1 ouà 4 fois ette intégrale mais entre 0 et 1/2. En dé�nitive, nous majorons
|hM (t) − f(t)| par

∫ 1/2

0
v

∣

∣

∣

∣

sinπMv

sinπv

∣

∣

∣

∣

2 8dv

Mε
≤

∫ 1/2

0

| sinπMv|
v

2dv

Mεgrâe à l'inégalité | sinπv| ≥ 2|v| si v ≤ 1/2. Cette dernière expression estinférieure à 2(3 + LogM)/(Mε) omme le leteur le montrera en séparantselon que v ≤ 1/M ou non.Variations modernes sur nombres premiers



22 Un peu d'analyse de FourierAddendum : une approhe alternativeJean-François Burnol, professeur à l'université de Lille 1, a mis au pointune jolie démonstration de (5.2), plus élémentaire dans l'esprit, plus pédestredans sa mise en plae, et que la letrie trouvera peut être plus à son goût.Cette approhe repose sur une identité trigonométrique qu'il faut établir aupréalable.Une identité trigonométriqueNous établissons ii l'identité suivante, valable pour tout réel x de [0, 2π] :
∑

k≥1

cos(kx)

k2
=

1

4
(x− π)2 − π2

12
. (5.7)Nous ommençons par un lemme.Lemme 5.1 Pour tout n ≥ 1, nous avons

∣

∣

∣
π − u− 2

∑

1≤k≤n

sin(ku)

k

∣

∣

∣
≤

{

π si 0 ≤ u ≤ 2π
2n+1 ,

4π
(2n+1)u si 0 < u ≤ π.Preuve. Pour e faire, nous introduisons la fontion, que l'on nomme aussile noyau de Dirihlet, dé�nie omme suit :

Dn(x) = 1 + 2
∑

1≤k≤n

cos(kx) =
sin((n+ 1

2)x

sin(x/2)
.Soit alors u dans ]0, π]. Nous ommençons par remarquer que

π − u− 2
∑

1≤k≤n

sin(ku)

k
=

∫ π

u
Dn(x)dx.La fontion h(x) = 1/ sin(x/2) est C1, positive et déroissante sur ]0, π].Nous intégrons par parties le membre de droite de l'équation préédentepour obtenir

∫ π

u
Dn(x)dx =

2cos((n + 1
2)u)

2n+ 1
g(u) +

∫ π

u

2 cos((n+ 1
2)x)

2n + 1
g′(x)dx

≤ 2

2n+ 1
g(u) +

∫ π

u

2

2n+ 1
|g′(x)|dx.Comme |g′(x)| = −g′(x), nous pouvons intégrer le dernier terme et en dé-duire la majoration 4

2n+1g(u). La letrie véri�era que ette quantité est bien© 04 La Mina masquée 9 février 2008



Addendum : une approhe alternative 23inférieure à 4π/((2n+1)u) omme annoné. Cei prouve la seonde inégalitédu lemme. En e qui onerne la première, nous érivons ette fois-i
u+ 2

∑

1≤k≤n

sin(ku)

k
=

∫ u

0
Dn(x)dx.Nous supposons ii 0 ≤ (n+ 1

2 )u ≤ π, e qui implique que l'intégrand Dn(x)reste positif. Il est par ailleurs toujours ≤ 2n + 1 et le leteur omplèteraaisément la preuve en ombinant es deux remarques. ⋄ ⋄ ⋄Nous sommes à présent en mesure de montrer (5.7). Tout d'abord, nousremarquons que
∆n(x) =

−(π − x)2 + x2

2
+ 2

∑

1≤k≤n

cos(kx) − 1

k2s'érit aussi
∆n(x) =

∫ x

0

(

π − u− 2
∑

1≤k≤n

sin(ku)

k

)

du.Cei va nous permettre de montrer qu'il tend vers 0 quand n tend versl'in�ni. En e�et, nous majorons |∆n(x)| en introduisant les valeurs absolues àl'intérieur de l'intégrale et en invoquant les majorations du lemme préédent.Cela nous garantit que |∆n(x)| est inférieur à
∫ 2π

2n+1

0
πdu+

∫ π

2π
2n+1

4π

(2n + 1)u
du ≤ 2π2 + 4π Log(n+ 1

2)

2n+ 1qui tend bien vers 0 omme voulu. Il nous faut pour onlure déterminer lavaleur de B =
∑

k≥1 1/k2. Il est bien sûr très lassique que ette valeur vaut
π2/6, mais nous disposons de tout le matériel pour l'établir. Pour ela, nousd'appliquons notre identité en x = π et remarquons que

∑

k≥1

(−1)k

k2
+B =

∑

ℓ≥1

2

(2ℓ)2
= B/2.Nous laissons la letrie �nir les aluls néessaires !Ajoutons pour �nir que nous avons à présent démontré la validité de (5.7)pour x dans [0, π] ; e domaine se prolonge diretement à [0, 2π] du fait queles deux fontions, elle du membre de gauhe et elle du membre de droite,ont toutes deux des graphes symétriques par rapport à x = π.ConlusionNous nous ontentons d'établir le développement de Fourier de la fontion

2π-périodique F (x) = f(c+ 1
2πx) et laissons au leteur le soin d'en déduireelui de f .Variations modernes sur nombres premiers



24 Un peu d'analyse de FourierSoit g(x) la fontion paire et 2π-périodique dé�nie par (5.7). La der-nière lé de ette preuve onsiste à onsidérer la fontion, elle aussi paire,
k(x) = g(x + πε) + g(x − πε) − 2g(x). En séparant selon que x appar-tient à l'intervalle [0, πε] ou à [πε, π] et en remarquant que la quantité
cos(k(x+πε))+cos(k(x−πε))−2 cos(kx) est égale à 2 cos(kx)(cos(kπε)−1),soit enore à −4 cos(kx) sin2(1

2kπε), nous atteignons
−

∑

k≥1

4 sin2(1
2kπε)

k2
cos(kx) =

{

1
2π

2ε2 − π(πε− x) (0 ≤ x ≤ πε),
1
2π

2ε2 (πε ≤ x ≤ π).Il est immédiat d'en déduire
ε

2
+

∑

k≥1

4 sin2(1
2kπε)

π2k2ε
cos(kx) =

{

1 − x
πε (0 ≤ x ≤ πε),

0 (πε ≤ x ≤ π),e qui était préisément le développement reherhé pour F , puisqu'il noussu�t de l'étendre à x négatif en invoquant la parité de notre fontion. Ilsu�t ensuite de tronquer ette série et d'exprimer F en terme de f pouronlure la preuve.Voii qui termine notre détour au royaume des séries de Fourier et nousretournons dès le hapitre suivant à notre problème prinipal !
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Preuve prinipale : Premièreétape
Preuve onditionnelle du résultat prinipalEn vertu du orollaire 4.2, nous disposons de deux suites (rn)n≥1 et
(sn)n≥1 d'entiers stritement positifs tels que

∣

∣

∣

∣

α− rn
sn

∣

∣

∣

∣

≤ 1

s2n
, pgcd(rn, sn) = 1 , sn → ∞. (6.1)Nous dé�nissons

Pn = s3/2
n . (6.2)La preuve repose sur la somme

F =
∑

Pn/4<p≤Pn

f(αp) (6.3)pour la fontion f dé�nie en (5.1), somme qui porte sur C(Pn) nombrespremiers. Montrer qu'elle est stritement positive pour un ertain nmontreraqu'il existe un nombre premier p tel que f(αp) > 0. En partiulier, la partiefrationnaire de et αp appartiendra à notre intervalle initial [a, b].Le développement (5.2) de f nous onduit à
F =

εC(Pn)

2
+ O∗

(

4C(Pn)

Mε

)

+
∑

0<|m|≤M

A(m)

m2

∑

Pn/4<p≤Pn

e(mαp).(Rappelons que ε = b − a). Nous hoisissons M de telle sorte que le O∗i-dessus soit inférieur à εC(Pn)/5, 'est à dire que nous prenons pour M lapartie entière de 20/ε2 à laquelle nous ajoutons 1. Comme |A(m)/m2| ≤ 2/ε,il vient
F ≥ 3εC(Pn)

10
−

∑

1≤m≤M

4

m2ε

∣

∣

∣

∣

∑

Pn/4<p≤Pn

e(mαp)

∣

∣

∣

∣

.



26 Preuve prinipale : Première étapeNous allons établir dans les hapitres ultérieurs le fait suivant :Fait 1. Soit ε′ > 0 un nombre réel. Il existe un entier n0(ε
′) tel que,pour tout n ≥ n0(ε

′) et tout entier m ∈ [1,M ], nous avons
∣

∣

∣

∣

∑

Pn/4<p≤Pn

e(mαp)

∣

∣

∣

∣

≤ ε′C(Pn).Admettons-le ii et poursuivons notre démonstration. Nous prenons ε′ =
ε2/35 dans et énoné et

n = n0(ε
′).Pour e n (et tous eux qui lui sont supérieurs d'ailleurs), nous avons

F/C(Pn) ≥ 3ε

10
−

∑

1≤m≤M

4ε′

m2ε
≥ ε/10 > 0tout simplement en étendant la somme sur m à tous les entiers. Ce quitermine la preuve du théorème prinipal.Préparation à la preuve du fait 1Jusqu'à présent nous n'avons vu auune expliation à notre hoix de Pnmais la raison va apparaître ii.Nous remplaçons mα par αm,n = mrn/sn que nous érivons aussi αm,n =

rm,n/sm,n ave pgcd(rm,n, sm,n) = 1. Le nouveau dénominateur est assezgrand ar m est borné indépendamment de n :
P 2/3

n ≥ sm,n ≥ P 2/3
n /M. (6.4)Comme ∣

∣e(mαp) − e(αm,np)
∣

∣ ≤ 2π p |mα− αm,n|, nous obtenons
∣

∣

∣

∣

∑

Pn/4<p≤Pn

(

e(mαp) − e(αm,np)
)

∣

∣

∣

∣

≤ 2πmC(Pn)Pn/s
2
nque nous majorons enore par 7mP

−1/3
n C(Pn), lequel est largement assezpetit pour notre propos. Par exemple pour le rendre inférieur à C(Pn)ε′/2,il su�t d'imposer Pn ≥ (14M/ε′)3. Soit n1(ε

′) le plus petit indie n à partirduquel ette inégalité est véri�ée pour tous les indies plus grands. Le fait 1est alors une onséquene deFait 2. Soit ε′ > 0 un nombre réel. Il existe un entier n2(ε
′) tel que,pour tout n ≥ n2(ε

′) et tout entier m ∈ [1,M ], nous avons
∣

∣

∣

∣

∑

Pn/4<p≤Pn

e(αm,np)

∣

∣

∣

∣

≤ ε′C(Pn)/2.© 04 La Mina masquée 9 février 2008



Préparation à la preuve du fait 1 27En e�et il nous su�t de poser n0(ε
′) = max(n1(ε

′), n2(ε
′)) pour en déduirele fait 1.

Variations modernes sur nombres premiers



28 Preuve prinipale : Première étape
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La fontion de MöbiusAugust Möbius introduisit en 1831 une fontion qui devait garder sonnom et qui se dé�nit par
µ(d) =

{

0 si ∃p / p2|d,
(−1)k si d = p1 · · · pk, les pi premiers et distints.Voii le début des valeurs de ette fontion :

d 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
µ(d) 1 −1 −1 0 −1 1 −1 0 0 1La propriété fondamentale que nous utiliserons estThéorème 7.1

∑

d|ℓ
µ(d) =

{

1 si ℓ = 1,
0 si ℓ > 1,où la somme en d porte sur tous les diviseurs ≥ 1 de ℓ.Preuve. Nous proédons par réurrene sur le nombre k de fateurs pre-miers de ℓ. Si k = 0, i.e. ℓ = 1 la propriété est vérifée. Maintenant supposonsqu'elle soit véri�ée pour k et montrons-la pour k + 1. Soit don

ℓ = pa1

1 · · · pak

k p
ak+1

k+1 = ℓ′ · pak+1

k+1où les pi sont des nombres premiers distints et les ai sont des entiers ≥ 1.Tout diviseur d de ℓ s'érit de façon unique d′pa
k+1 ave d′|ℓ′ et 0 ≤ a ≤ ak+1.D'ailleurs d′ est le pgd de d et de ℓ′, alors que pa

k+1 est elui de d et de pak+1

k+1 .À partir de e moment, nous avons
∑

d|ℓ
µ(d) =

∑

d′|ℓ′

∑

0≤a≤ak+1

µ
(

d′pa
k+1

)

=
∑

d′|ℓ′
µ(d′)

∑

0≤a≤ak+1

µ
(

pa
k+1

)

.Par onséquent, si ℓ′ 6= 1, la première somme est nulle, prouvant notre as-sertion. Si ℓ′ = 1, alors ak+1 ≥ 1 et
∑

0≤a≤ak+1

µ
(

pa
k+1

)

= 1 − 1 + 0 + · · · + 0 = 0omme annoné. ⋄ ⋄ ⋄



30 La fontion de Möbius
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Sommes sur nombres premiersIl est essentiel de savoir omment manipuler des sommes du style ∑

p g(p)pour des fontions g : N→ C bornées en module. D'une ertaine façon, nouspouvons même dire que toute l'étude des nombres premiers se résume à ellede telles sommes. Nous établissons ii une identité qui permet d'une part dedonner une majoration de la somme en question si g est positive ou nulle,et ela onstitue la base du rible de Brun de 1916 dont nous donneronsun aperçu au hapitre, et d'autre part, de traiter le as de sommes osillantes,omme lorsque g(p) = exp(ip) par exemple. L'idée revient ii à Vinogradoven 1937, la présentation très simpli�ée i-dessous étant elle due à l'auteur.Théorème 8.1 Nous nous donnons deux paramètres réels z et P tels que
4 ≤ z2 ≤ P . Soit r(n) le nombre de fateurs premiers de l'entier n qui sontdans l'intervalle ]z,

√
P ] et Q =

∏

p≤z p. Nous dé�nissons ensuite ρ(n) =
1/(1 + r(n)) si n est premier à Q et 0 sinon. Alors

∑

P/4<p≤P

g(p) =
∑

P/4<ℓ≤P
pgcd(ℓ,Q)=1

g(ℓ) −
∑ ∑

z<p≤
√

P
P
4p

<d≤P
p

ρ(d)g(dp) +Rave |R| ≤ 3P/(2z) si |g(n)| ≤ 1 pour tout n.Les terminologies ont évoluées et il existe plusieurs méthodes ombinatoiresqui permettent d'atteindre de telles identités. Le point ommun est d'avoirune première somme que l'on sait étudier (e que leteur déouvrira auxprohains hapitres !) et une seonde somme qui porte sur deux variables.Vinogradov parlait initialement de sommes de type I et de sommes de type II ;la terminologie plus moderne tend à parler de partie linéaire, e qui antiipesur le traitement que nous lui donnerons, ou de partie riblée et appelle partiebilinéaire l'autre terme. Notons �nalement que la variable d reste premièreà Q puisque ρ(d) s'annule sinon.Preuve. Nous détetons les nombres premiers parmi les entiers ℓ qui sontpremiers à Q en enlevant à ette suite eux qui admettent un fateur premier
p dans ]z,

√
P ], i.e. qui s'érivent ℓ = dp. Mais il faut aussi diviser par lenombre de telles éritures, soit r(dp). Cela nous donne

∑

P/4<p≤P

g(p) =
∑

P/4<ℓ≤P
pgcd(ℓ,Q)=1

g(ℓ) −
∑

z<p≤
√

P

∑

P/(4p)<d≤P/p
pgcd(d,Q)=1

g(dp)

r(dp)
.



32 Sommes sur nombres premiersComme r(dp) = r(d) + 1 dès que d n'est pas divisible par p, nous pouvonsremplaer r(dp) par r(d) + 1 pourvu que nous orrigions la formule pour les
dp de la forme tp2. Cela nous donne préisément la formule annonée ave

R =
∑

z<p≤
√

P

∑

P

4p2 <t≤ P

p2

ρ(tp2)g(tp2)

r(tp2)
. (8.1)Il nous su�t de majorer e terme qui doit être regardé omme un termed'erreur. Pour ela nous étendons la sommation sur p à tous les entiers,la simpli�ons en majorant |g(tp2)/r(tp2)| par 1 et |ρ(tp2)| par 1/2, puisonluons en omparant la somme résultante à une intégrale :

|R| ≤ 3P

4

∑

z<p≤
√

P

1

p2
≤ 3P

2z
. (8.2)

⋄ ⋄ ⋄
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Preuve prinipale : Preuve dufait 2Reprenons la preuve prinipale où nous l'avons laissée page 26. Nousappliquons l'identité du théorème 8.1 ave P = Pn et g(p) = e(αm,np) où mest un entier ≤M . En e qui onerne z, nous prenons
Log z = L1/4

n , (Ln = LogPn) (9.1)qui véri�e z ≥ 10 si Pn ≥ B0 = 1014. Le paramètre z roît plus vite quen'importe quelle puissane de Ln = LogPn, e qui est numériquement vi-sible. Il tend vers l'in�ni, e qui ette fois-i est numériquement di�ilementdéelable ! ! Nous érivons
∑

Pn/4<p≤Pn

e(αm,np) = SQ(αm,n) −B(αm,n) +R (9.2)ave
SQ(αm,n) =

∑

Pn/4<ℓ≤Pn

pgcd(ℓ,Q)=1

e(αm,nℓ), (9.3)et
B(αm,n) =

∑

z<p≤
√

Pn

∑

Pn
4p

<d≤Pn
p

ρ(d)e(αm,ndp). (9.4)Quant à R, il est majoré par (8.2), qui résulte en
|R|/C(Pn) ≤ exp

(

−L1/4
n /2

) (9.5)si Pn ≥ B1 = exp(2 000 000) où B1 est e�etivement plus grand que B0.Preuve. En e�et, |R|/C(Pn) est majoré par
exp

(

−1
2L

1/4
n + LogLn + Log

3

2 × 0.08

)

exp
(

−1
2L

1/4
n

)et nous véri�ons que l'argument de la première exponentielle est négatif si
Ln est supérieur à 2 000 000. Le leteur et la letrie, urieux et srupuleuse,ou l'inverse, ou les deux, aluleront la valeur minimale valable au lieu deette majoration un peu grossière. ⋄ ⋄ ⋄



34 Preuve prinipale : Preuve du fait 2La preuve se sinde alors en deux. D'un part, nous établirons le faitsuivant :Fait 3. Pour m ∈ [1,M ], et Pn ≥ B1, nous avons
|SQ(αm,n)| ≤ exp

(

−L1/3
n /3

)

C(Pn).Ce qui règlera le traitement de SQ. Puis nous ontinuerons ave la véritablelé de ette preuve :Fait 4. Pour m ∈ [1,M ], et Pn ≥ B2 = exp(1017), nous avons
|B(αm,n)| ≤ exp

(

−L1/4
n /3

)

C(Pn).Établir le fait 2 est alors simple : nous partons de la majoration
∣

∣

∣

∣

∑

Pn/2<p≤Pn

e(αm,np)

∣

∣

∣

∣

/C(Pn) ≤ exp
(

−L1/3
n /3

)

+ exp
(

−L1/4
n /3

)

+ exp
(

−L1/4
n /2

)si Pn ≥ B2 etm ∈ [1,M ]. Chaque sommant du membre de droite est inférieurà ε′/6 si, respetivement










Pn ≥ exp
(

(3Log(6/ε′))3
)

,

Pn ≥ exp
(

(3Log(6/ε′))4
)

,

Pn ≥ exp
(

(2Log(6/ε′))4
)

,e qui se réduit à Pn ≥ exp
(

81Log4(6/ε′)
). Nous prenons don n2(ε

′) ommeétant l'indie n à partir duquel ette inégalité est satisfaite, de même que
Pn ≥ B2 = exp(1017).
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Étude de la partie riblée :Preuve du fait 3Comme nous omparons la suite des nombres premiers à elle des entierspremiers à Q, il faut bien évidemment tout d'abord étudier ette dernière,'est à dire SQ dé�nie en (9.3) par
SQ(αm,n) =

∑

Pn/4<ℓ≤Pn

pgcd(ℓ,Q)=1

e(αm,nℓ).Nous ommençons par remarquer que
∑

k|ℓ
k|Q

µ(k) =

{

1 si pgcd(ℓ,Q) = 1

0 sinon. (10.1)ar la ondition de sommation se résume à k|pgcd(Q, ℓ). En introduisantune telle expression dans la dé�nition de SQ(αm,n), nous obtenons
SQ(αm,n) =

∑

k|Q
µ(k)

∑

Pn/4<ℓ≤Pn

k|ℓ

e(αm,nℓ). (10.2)Il se trouve que Q est beauoup plus grand que Pn ; nous nous en sortonsen tronquant la somme selon le nombre ω(k) de fateurs premiers de k, i.e.nous érivons
|SQ(αm,n)| ≤

∑

k|Q
ω(k)≤r

∣

∣

∣

∣

∑

Pn/4<ℓ≤Pn

k|ℓ

e(αm,nℓ)

∣

∣

∣

∣

+R′ (10.3)ave
R′ =

∑

k|Q
ω(k)>r

∣

∣

∣

∣

∑

Pn/4<ℓ≤Pn

k|ℓ

e(αm,nℓ)

∣

∣

∣

∣

(10.4)où
r = (Log z)2 = L1/2

n . (10.5)Remarquons que zr < P
1/4
n < sm,n si Pn ≥ B1.



36 Étude de la partie ribléePreuve. En e�et
zr = exp

(

rL1/4
n

)

= exp
(

L3/4
n

)et l'argument de l'exponentielle est ≤ Ln/4 dès que Ln ≥ 44 e qui est bienplus petit que LogB1 = 2000 000. ⋄ ⋄ ⋄Dans le premier terme, k = q1 · · · qr où haque qi est ou bien 1, ou bienun nombre premier inférieur à z. Ce k est alors majoré par zr, 'est à diretrop petit pour que kαm,n puisse être ongru à 0 modulo 1. La somme sur
ℓ est alors une progression géométrique et à l'aide de (1.1), nous onstatonsqu'elle vaut au plus sm,n/2. Ensuite le nombre de k possibles est majoré par
zr puisque qu'il y a au plus z nombres qi pour haque i. Cela nous donne

|SQ(αm,n)| ≤ sm,nz
r +R′ ≤ P 11/12

n +R′. (10.6)La méthode de Rankin multipliativeLa méthode que nous exposons sur et exemple est due à Robert Ran-kin en 1947 dans un artile où il étudie les grandes di�érenes entre nombrespremiers onséutifs. Elle est étonamment simple et �exible, à peine uneremarque, alors qu'elle a permis de rendre beauoup de résultats aessibles.A�n d'étudier R′ nous pouvons restreindre la sommation à k ≤ Pn, arsinon auun entier ℓ ne répond à la ondition. Il vient
R′ ≤

∑

k|Q,
ω(k)>r,k≤Pn

Pn/k. (10.7)Nous oublions maintenant la ondition k ≤ Pn. Pour traiter la ondition
ω(k) > r, nous introduisons un paramètre réel x ≥ 1 et érivons

∑

k|Q
ω(k)>r

1

k
≤

∑

k|Q
ω(k)>r

xω(k)−r

k
≤

∑

k|Q

xω(k)−r

ken oubliant ette fois-i la ondition ω(k) > r. Nous reourrons ii à unetehnique qui nous sera utile plusieurs fois et qui est la mise sous forme deproduit eulérien, du nom de Leonhard Euler, l'un des mathématiiens lesplus prolixes du XVIIIe sièle. Il s'agit de remarquer que
∑

k|Q

xω(k)

k
=

∏

p≤z

(

1 + x/p
) (10.8)tout simplement pare qu'en développant le membre de droite, nous obtenonsune et une seule fois tous les termes du membre de gauhe. Nous poursuivons© 04 La Mina masquée 9 février 2008



La méthode de Rankin multipliative 37alors la preuve prinipale en employant l'inégalité Log(1 + x/p) ≤ x/p :
R′/Pn ≤ x−r exp

(

∑

p≤z

x/p
)

≤ x−r exp(2xLog z).Cette dernière majoration vient tout simplement de e que
∑

p≤z

1/p ≤
∑

n≤z

1/n ≤ 2Log zomme nous l'avons remarqué dans l'introdution en (1.2). Nous pourrionsbien sûr améliorer nos estimations en invoquant le lemme 3.8 mais nous es-sayons de nous appuyer sur le moins de matériel possible. La valeur optimalede x est alors x = r/(2Log z) ≥ 1. En partant de (10.6), ela nous permetd'établir la majoration
|SQ(αm,n)|/C(Pn) ≤ exp

(

−L1/4
n /3

) (10.9)si Pn ≥ B1 = exp(2 000 000).Preuve. En e�et, nous avons atteint la majoration
(

P 11/12
n + Pn exp

(

−L1/2
n Log

L
1/4
n

2e

)

)

/
(

0.08Pn/Ln

)pour |SQ(αm,n)|/C(Pn). Nous montrons suessivement que










1
3L

1/4
n − 1

12Ln + LogLn ≤ Log
(

1
2 × 0.08

)

,

1
3L

1/4
n − L1/2

n Log
L

1/4
n

2e
+ LogLn ≤ Log

(

1
2 × 0.08

)le premier pour Ln ≥ 108 et le seond pour Ln ≥ 2 550, e qui établit bienl'inégalité demandée moyennant quelques manipulations que nous laissons àla letrie attentive. ⋄ ⋄ ⋄

Variations modernes sur nombres premiers



38 Étude de la partie riblée

© 04 La Mina masquée 9 février 2008



Étude de la partie bilinéaire :Preuve du fait 4Voii la dernière brique onstruisant la preuve de la densité des sin p :l'étude de la partie bilinéaire B(αm,n) dé�nie en (9.4) par
B(αm,n) =

∑

z<p≤
√

Pn

∑

Pn
4p

<d≤Pn
p

ρ(d)e(αm,ndp).Notons que, de ρ dé�nie au théorème 8.1, nous n'utiliserons que le fait qu'elleest bornée en module par 1. La preuve omprend deux étapes.Loalisation de pNous restreignons tout d'abord le domaine de variations de p. Posons
B(X,X ′) =

∑

X<p≤X′

∑

Pn
4p

<d≤Pn
p

ρ(d)e(αm,ndp).Nous déomposons B en la somme de tels termes ave X ′ ≤ 4X en onsidé-rant les intervalles ]z, 4z], puis ]4z, 42z] et, jusqu'à e que la borne supérieuredépasse√Pn, i.e. 4kz ≥ √
Pn. Soit au plus 1+Log(

√
Pn/z)/Log 4 ≤ Ln tellessommes. Tout ei nous donne

|B(αm,n)| ≤ Ln max |B(X,X ′)| (11.1)où le maximum est pris sur tous les ouples de réels (X,X ′) qui véri�ent
z ≤ X < X ′ ≤ min(4X,

√

Pn). (11.2)Utiliser l'inégalité de Cauhy-ShwarzNous appliquons l'inégalité de Cauhy-Shwarz :
|B(X,X ′)|2 ≤ 4X

∑

X<p≤X′

∣

∣

∣

∣

∑

Pn
4p

<d≤Pn
p

ρ(d)e(αm,ndp)

∣

∣

∣

∣

2



40 Étude de la partie bilinéairear ∑

X<p≤X′ 1 ≤ X ′−X+1 ≤ 4X en étendant la somme à tous les entiers.Le point fondamental onsiste à étendre la somme sur p dans la seondesommation en une somme sur tous les entiers que l'on note t, e qui a poure�et de remplaer une variable qui évolue dans une suite plut�t inonnue(elle des nombres premiers) par une variable simple à manipuler. Ensuitenous développons le module au arré en utilisant |z|2 = zz. Il résulte de toutei que |B(X,X ′)|2 est majoré par
4X

∑∑

Pn
4X′

<d, d′≤Pn
X

ρ(d)ρ(d′)
∑

t∈I(d,d′)

e(αm,nt(d− d′))où I(d, d′) est un intervalle qui ontient moins de Pn/d points entiers. Noussimpli�ons notre majorant et séparons en lasses modulo sm,n. Il en ressortque |B(X,X ′)|2 est inférieur à
4X

∑

d≤Pn/X

∑

0≤a≤sm,n−1

∑

d′≤Pn/X
d′≡d+a[sm,n]

∣

∣

∣

∣

∑

t∈I(d,d′)

e(αm,nta)

∣

∣

∣

∣

.Si a = 0, nous majorons la somme interne par Pn/d et sinon, grâe à (1.1),
∣

∣

∣

∣

∑

t∈I(d,d′)

e(αm,nta)

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2‖arm,n/sm,n‖
.Ces deux majorations sont indépendantes de d′ pour la ontribution duquelnous utilisons

∑

d′≤Pn/X
d′≡d+a[sm,n]

1 ≤ 1 + Pn/(Xsm,n) ≤ 2Pn/(Xsm,n)Comme a 7→ b = arm,n est une bijetion sur (Z/sm,nZ)\{0} du fait que rm,nest premier à sm,n, ela nous donne omme ontribution
4X

∑

d≤Pn/X

2Pn

Xsm,n

(

Pn

d
+

∑

1≤b≤sm,n/2

sm,n

b

)

. (11.3)L'inégalité (1.2) donnée dans l'introdution garantit simultanément ∑

d≤Pn/X 1/d ≤
Ln et ∑

1≤b≤sm,n/2 1/b ≤ Ln, et en onséquene (11.3) est inférieur à
8P 2

n

sm,n
Ln +

8P 2
n

X
Ln.En remarquant que sm,n ≥ z, nous simpli�ons ela :

|B(X,X ′)|2 ≤ 16P 2
nLn/z (11.4)que nous remettons dans (11.1) :

|B(αm,n)| ≤ 4PnL
3/2
n exp

(

−L1/4
n /2

)

. (11.5)© 04 La Mina masquée 9 février 2008



Conlusion 41ConlusionTout ela résulte en
|B(αm,n)| ≤ C(Pn) exp

(

−L1/4
n /3

)

. (11.6)pour Pn ≥ B2 = exp(1017).Preuve. En e�et, il s'agit de montrer que
4L5/2

n exp
(

−1
6(Ln)1/4

)

/0.08est inférieur à 1 si Pn ≥ B2. Nous érivons ette quantité
exp

(

−1
6L

1/4
n + 5

2 LogLn + Log(4/0.08)
)Il est à présent faile de montrer que l'argument de l'exponentielle est e�e-tivement négatif si Ln ≥ 1017. ⋄ ⋄ ⋄Bien sûr, ette valeur de B2 est astronomique, mais 'est malheureuse-ment elle que donne la démonstration et l'une des faiblesse de la théorieatuelle.Ii s'ahève la preuve du résultat prinipal : la suite des (sin p) est densedans [−1, 1] et nous savons le démontrer ! Nous poursuivons l'exposition avedeux hapitres qui élairent la méthode. Tout d'abord, si nous avons parléde rible, nous n'en avons pas enore utilisé, ni montré omment le théo-rème 8.1 y est relié. Le prohain hapitre répare ette laune. Le dernierhapitre prend un peu de reul par rapport au théorème 8.1 et présente plu-sieurs déompositions partie linéaire/partie bilinéaire pour des sommes surdes nombres premiers. Chaune de es déompositions a ses propres avan-tages et inonvénients, mais nous laisserons les leteurs à et endroit, libresà eux de ontinuer l'exploration !

Variations modernes sur nombres premiers



42 Étude de la partie bilinéaire
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Variation no 2 : Du rible deBrun purIi, et dans la hapitre qui suit, nous analysons plus avant la naturedu théorème 8.1. Nous avons parlé de partie riblée sans expliquer e que'était, ni en quoi ette théorie était reliée à notre propos et nous réparonsette laune dans e hapitre.Une approhe onsiste à appliquer l'identité du théorème 8.1 à des sommesnon-osillantes. Le problème dans ette utilisation vient de la partie bili-néaire, ar nous ne pouvons espérer montrer que ette partie est négligeablesi la fontion g est positive ou nulle. Mais, et pourvu de nous ontenter d'uneborne supérieure, nous pouvons abandonner arrément e terme du fait qu'ilest négatif ! Il vient dans e as
∑

P/4<p≤P

g(p) ≤
∑

P/4<ℓ≤P
pgcd(ℓ,Q)=1

g(ℓ) + 3P/(2z). (12.1)Une preuve direte : remarquez simplement que la suite des entiers ℓ de
]P/4, P ] qui sont premiers à Q ontient elle des nombres premiers de etintervalle ! L'inégalité est don valable sans terme d'erreur et nous aurionségalité ave Q =

√
P . L'idée de onsidérer ette égalité remonte à Adrien-Marie Legendre vers 1830 et onstitue e que l'on appelle � le rible deLegendre �. Nous disposons dans notre présentation d'une part du paramètre

z (ou Q), d'autre part de la méthode de Rankin. Ce qui va nous permettrede tirer beauoup d'informations de ette simple inégalité.Commençons par un lemme faile dont l'idée est due à Brun :Lemme 12.1 Si r est un entier pair ≥ 1, alors
∑

d|ℓ
ω(d)≤r

µ(d) ≥
{

1 si ℓ = 1,

0 en général.Preuve. Le as ℓ = 1 est faile à régler, de même que le as où ℓ n'admetqu'un seul fateur premier. Ensuite nous érivons ℓ = pa1

1 . . . paK

K ave les aides entiers ≥ 1, les pi des nombres premiers distints, et K = ω(ℓ). Nous



44 Du rible de Brun purvéri�ons que
∑

d|ℓ
ω(d)≤r

µ(d) =
∑

0≤k≤r

(−1)k
(

K

k

)ar il y a exatement (K
k

) diviseurs de ℓ sans fateurs arrés qui ont exa-tement k fateurs premiers. Cette somme se alule par réurrene sur r etvaut (−1)r
(K−1

r

) (soit 0 si r = K). La onlusion est immédiate. ⋄ ⋄ ⋄À l'aide de e lemme, nous érivons alors diretement, pour tout entier
r pair :

∑

P/4<p≤P

g(p) ≤
∑

P/4<ℓ≤P

∑

d|Q
d|ℓ

ω(d)≤r

µ(d)g(ℓ). (12.2)Si le leteur ompare au traitement de SQ donné au hapitre, il onstateraque ette expression nous dispense omplètement du traitement du termed'erreur ausé par la tronation à ω(ℓ) ≤ r. Que la letrie remarque aussiqu'en prenant r impair, nous obtiendrions une borne inférieure. La méthodede Rankin va enore être utile ii ar il nous faut à présent aluler la sommerésultante. Nous expliitons les étapes sur l'exemple utilisé par Brun en 1916et qui a eu l'e�et d'un oup de tonnerre dans le monde des arithmétiiens.Peu de premiers jumeaux par intervalleConsidérons le nombre J(P ) de nombres premiers p de ]P/4, P ] qui sonttels que p + 2 est aussi premier, omme 17 ou 41. Depuis le milieu du dixneuvième sièle, on onjeture qu'il y a une in�nité de tels nombres, ditsjumeaux, onjeture qui reste très largement hors de notre portée. Le fait estque nous savons très mal travailler ave ette ondition supplémentaire sur p,et même montrer que de tels nombres ne sont pas en proportion positive dansla suite des nombres premiers est longtemps resté indémontré ! Le théorèmede Brun i-dessous répare ette laune de façon élatante.Nous prenons pour g(n) la fontion qui vaut 1 si n + 2 n'admet auunfateur premier ≤ z et 0 sinon, de sorte que
J(P ) ≤

∑

P/4<p≤P

g(p).Pour appréhender le membre de droite, le mieux est de reprendre le raison-nement menant à (12.2) et d'érire
∑

P/4<p≤P

g(p) ≤
∑

P/4<ℓ≤P
pgcd(ℓ(ℓ+2),Q)=1

1 ≤
∑

P/4<ℓ≤P

∑

d|Q
d|ℓ(ℓ+2)
ω(d)≤r

µ(d).© 04 La Mina masquée 9 février 2008



Peu de premiers jumeaux par intervalle 45Nous éhangeons alors les sommations en ℓ et en d
∑

P/4<p≤P

g(p) ≤
∑

d|Q
ω(d)≤r

µ(d)
∑

P/4<ℓ≤P
d|ℓ(ℓ+2)

1.Il nous faut alors évaluer la dernière somme que nous déomposons d'aborden lasses modulo d (qui est sans fateurs arrés en tant que diviseur de Q) :
∑

P/4<ℓ≤P
d|ℓ(ℓ+2)

1 =
∑

cmod d
c(c+2)≡0[d]

∑

P/4<ℓ≤P
ℓ≡c[d]

1.La somme interne vaut 3P/(4d) + O∗(2) et la somme externe est aluléedans le lemme suivant.Lemme 12.2 Soit d un entier sans fateurs arrés. Le nombre de lasses cmodulo d qui véri�ent c(c + 2) ≡ 0[d] vaut κd2
ω(d) où κd = 1/2 si d est pairet κ(d) = 1 sinon.Preuve. En e�et le lemme hinois nous garantit que r1 solutions de laongruene c(c+2) ≡ 0 modulom1 et r2 solutions de ette même ongruene,mais modulo m2, donnent lieu à r1r2 solutions modulo m1m2 si m1 et m2sont premiers entre eux. Il su�t alors de ompter le nombre de solutionsmodulo un nombre premier p ar d est supposé sans fateurs arrés. Laonlusion est faile. ⋄ ⋄ ⋄Tout ei nous donne

∑

P/4<ℓ≤P
d|ℓ(ℓ+2)

1 = 2ω(d)κd

(

3P

4d
+ O∗(2)

)

. (12.3)D'où il résulte
J(P ) ≤ 3P

4

∑

d|Q
ω(d)≤r

µ(d)2ω(d)κd

d
+ 2

∑

d|Q
ω(d)≤r

2ω(d).Le dernier terme est simplement ≤ 2
(

1 + 2
∑

p≤z 1
)r, qui se majore enorepar 2(2z)r. L'évaluation de la première somme sur d passe par la méthodede Rankin multipliative. Nous érivons, pour un paramètre x ≥ 1 à hoisir :

∑

d|Q
ω(d)≤r

µ(d)2ω(d)κd

d
=

(

∑

d|Q
−

∑

d|Q
ω(d)>r

)

µ(d)2ω(d)κd

d

= 1
2

∏

3≤p≤z

(

1 − 2/p
)

+ O∗
(

x−r
∑

d|Q
(2x)ω(d)/d

)

,Variations modernes sur nombres premiers



46 Du rible de Brun puren érivant le premier terme en produit eulérien. Nous modelons le traitementdu seond terme sur elui présenté page 36, mais il nous faut ii reourir àl'estimation plus préise de la somme des 1/p donnée au lemme 3.8. Nousprenons x = r/(Log Log z + 13/6), puis pour r l'entier pair immédiatementsupérieur à 10Log Log z. Lorsque Log z ≥ 7, le O∗ i-dessus est majoré par
exp

(

−10(Log Log z) Log
10(Log Log z)/e

Log Log z + 13/6

)qui est inférieur à (Log z)−8. En utilisant ette fois-i la minoration dulemme 3.8 à laquelle il �tera la ontribution du terme p = 2, le leteurmontrera en passant aux logarithmes que
1
2

∏

3≤p≤z

(

1 − 2/p
)

≤ exp(4/3)/2

Log2 zet par onséquent
J(P ) ≤ 3P

2(Log z)2
+ 2(2z)11 Log Log z.Nous prenons

Log z =
LogP

24Log LogP
(12.4)et P ≥ exp(1 200) pour garantir Log z ≥ 7. FinalementThéorème 12.3 Pour P ≥ exp(1 200), nous avons

J(P ) =
∑

P/4<p≤P
p + 2 premier 1 ≤ 870

P (Log LogP )2

Log2 P
.Preuve. Pour onlure la preuve, il nous faut majorer

3
2 + exp

(

11(Log Log z) Log(2z) + Log(2/P ) + 2Log Log z
)et il nous su�t de remarquer que l'argument de l'exponentielle est (vraimenttrès !) négatif si LogP ≥ 1 200. ⋄ ⋄ ⋄La borne P ≥ exp(1 200) est évidemment gigantesque, la onstante 870 aussi,mais e théorème montre que le nombre de nombres premiers jumeaux dans

]P/4, P ] est asymptotiquement nettement inférieur à elui des nombres pre-miers. Fait que Brun a exprimé en 1916 en énonçant :Théorème 12.4 (Viggo Brun) La somme des inverses des nombres pre-miers jumeaux est �nie ou onvergente.Alors que la somme des inverses des nombres premiers est, elle, divergente.© 04 La Mina masquée 9 février 2008



Peu de premiers jumeaux par intervalle 47Preuve. Soit P0 = 4900 ≥ exp(1 200). Le théorème préédent nous garantitque
∑

4k<p≤4k+1

p + 2 premier 1/p ≤ 870
Log2(k Log 4)

k2 Log2 4et par onséquent
∑

p≥2
p + 2 premier 1/p ≤

∑

p≤P0

1/p +
∑

k≥900

870
Log2(k Log 4)

k2 Log2 4
.Comme la dernière série est onvergente, le théorème suit. ⋄ ⋄ ⋄

Variations modernes sur nombres premiers



48 Du rible de Brun pur
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Sommes sur nombres premierset identitésNous prenons ii un peu de reul par rapport à la preuve prinipale pouranalyser plus avant la tehnique qui émerge. Le théorème 8.1 joue un r�le toutpartiulier dans notre démonstration, en e que 'est le seul véritable endroitoù nous avons requis que p soit un nombre premier. La preuve utilise aussiune borne inférieure pour C(P ) mais une borne faible su�t. La onstrutiond'identités onstitue dès lors un point ruial de la théorie.La aratéristique de es identités est d'érire une somme sur des nombrespremiers ∑

P/4<p≤P g(p) en une ombinaison linéaire tout d'abord de termesque l'on sait aluler, ii 'était la partie riblée, et de un ou plusieurs autrestermes de la forme
∑∑

ℓm≤P

aℓbmg(ℓm)où les aℓ et les bm sont mal onnus mais bornés1. Dans notre identité, aℓ vaut1 si ℓ est un nombre premier dans l'intervalle ]
√
z,
√
P ] et 0 ailleurs, alorsque les bm sont enore plus mystérieux. Mais la struture de forme bilinéairenous permet de reourir à l'inégalité de Cauhy-Shwarz et de n'utiliser dees suites que des bornes supérieures. Dont ette fois-i nous disposons. Unedernière remarque : si ℓ ou m est autorisé à être grand, disons entre P/10et P , alors la sommation sur l'autre variable va être ridiulement ourte, aumieux entre 1 et 10. Il n'est plus alors orret de penser notre somme ommeétant bilinéaire, entrainant par là qu'auun béné�e ne saurait résulter d'uneutilisation de l'inégalité de Cauhy-Shwarz ! Il est don apital de borneres variables supérieurement, et nous avions par exemple ℓ entre √

z et √Pet m entre √
P/4 et P/z.Nous supposons dans la suite, quitte à remplaer g par son produit avela fontion aratéristique de l'intervalle, que g(n) = 0 hors de ]P/4, P ]. Ceinous dispense des onditions de taille sur la variable n.1Il faut souvent a�aiblir ette ondition et aepter des fontions de diviseurs. De tellesfontions sont bornées en moyenne, e qui nous su�t.



50 Sommes sur nombres premiers IILe problème du terme prinipalIl s'agit don de remplaer la fontion aratéristique de la suite desnombres premiers, restreinte à un intervalle, par une autre, issue de la partielinéaire ou riblée, à laquelle nous ajoutons une partie bilinéaire. L'idéalserait bien sûr que ette partie bilinéaire ait une ontribution négligeable,ar ela nous permettrait alors de aluler préisément la somme sur lesnombres premiers.Il su�t pour mesurer ela de omparer les sommes en prenant g = 1, i.e.dans notre as omparer C(P ) ave
∑

P/4<n≤P
pgcd(n,Q)=1

1. (Q =
∏

p≤z

p)La letrie dispose du matériel néessaire pour montrer que ette somme seomporte omme 3
∏

p≤z(1−1/p)P/4 si Log z est assez petit, disons pour nepas avoir de problèmes Log z ≤ √
LogP . D'où l'on déduit qu'elle est ompriseentre deux onstantes stritement positives fois P/Log z. Nous onluons deette petite étude que notre partie bilinéaire ontient enore une partie duterme prinipal !Une identité de LinnikYu Linnik introduisit en 1960 une autre identité qui ette fois-i reposesur la fontion de von Mangoldt dé�nie en (3.1) et que voii. Pour K entierpair, P ≥ 4 et g ≥ 0, nous avons :

∑

n

Λ(n)

Log n
g(n) ≥

∑

1≤k≤K

(−1)k+1

k

∑

n

τ∗k (n)g(n)où τ∗k (n) est le nombre de k-uplets (d1, d2, . . . , dk) d'entiers stritement supé-rieurs à 1 tels que d1d2 . . . dk = n. Pour K impair, l'inégalité est simplementinversée. Ce sont es identités qui ont fait dire � si l'on arrive à omprendreles fontions de diviseurs, on omprendra les nombres premiers �. Notons queles di ne sont ni minorés, ni majorés, e qui peut entrainer des ompliations ;nous verrons plus loin omment éviter et éueil.Preuve. Nous ommençons par l'inégalité :
Λ(n) ≥ T (n) = Λ(n) −

∑

ℓa=n

Λ(ℓ)τ∗K(a).Le lemme 13.1 i-dessous permet de transformer T (n) :
T (n) =

∑

bc=n

µ(b) Log c−
∑

bca=n

µ(b)τ∗K(a) Log c

=
∑

cd=n

(

µ(d) −
∑

ba=d

µ(b)τ∗K(a)
)

Log c.© 04 La Mina masquée 9 février 2008



Le problème du terme prinipal 51Pour la parenthèse interne, nous érivons a = qa′. Il vient
∑

ba=d

µ(b)τ∗K(a) =
∑

bqa′=d,
q>1

µ(b)τ∗K−1(a
′).Nous ollons alors b et q en une variable b′ et établissons

∑

bq=b′,
q>1

µ(b) =

{

0 si b′ = 1,
−µ(b′) sinongrâe au théorème 7.1. Du oup

∑

ba=d

µ(b)τ∗K(a) = τ∗K−1(d) −
∑

b′a′=d

µ(b′)τ∗K−1(a
′).La somme du membre de droite est du même style que elle que nous venonsd'étudier mais ave K − 1 au lieu de K. Nous sautons les étapes de laréurrene qui nous mène, pour K pair, à

µ(d) −
∑

ba=d

µ(b)τ∗K(a) =
K−1
∑

k=0

(−1)kτ∗k (d)où τ∗0 (d) vaut 1 si d = 1 et 0 sinon.Ensuite nous établissons que
∑

cd=n

τ∗k (d) Log c = τ∗k+1(n) Log(n)/(k + 1)en érivant Log n = Log(d1 · · · dk+1) dans le membre de droite, e qui permetde lore la preuve. ⋄ ⋄ ⋄Lemme 13.1 Pour n ≥ 1, nous avons
∑

bℓ=n

µ(b) Log ℓ = Λ(n).Preuve. Nous exprimons simplement Log en termes de Λ à l'aide de (3.2) :
∑

bℓ=n

µ(b) Log ℓ =
∑

bℓ=n

µ(b)
∑

md=ℓ

Λ(m) =
∑∑

bmd=n

µ(b)Λ(m)où la sommation a lieu sur b, m et d. Nous ollons b et m en posant t = bm.Maintenant ∑

bm=t µ(b) vaut 1 ou 0 selon que t vaut 1 ou non, omme établiau théorème 7.1, e qui termine la preuve. ⋄ ⋄ ⋄Variations modernes sur nombres premiers



52 Sommes sur nombres premiers IIUne autre identitéLes autres identités sont pour la plupart basées sur la relation (3.2) quirelie la fontion Λ à la fontion Log. Par exemple, en 1996, Hedi Daboussiobtenait l'identité
∑

pgcd(n,Q)=1

Λ(n)g(n) =
∑

pgcd(n,Q)=1

g(n) Log n

−
∑∑

z<ℓ, m≤P/z
pgcd(ℓm,Q)=1

g(ℓm)Λ(m),où Q =
∏

p≤z p. Bien sûr et moyennant quelques hypothèses faibles sur g, lelemme 3.5 dit que la somme onsidérée di�ère peu de ∑

p g(p) Log p. Qui plusest, le leteur, au fait de la tehnique de sommation par parties, reouvrirafailement ∑

p g(p).La somme ∑

m g(ℓm)Λ(m) apparaît au membre de droite, somme qui, à
ℓ �xé, est du même type que la somme initiale : nous pouvons alors réutiliserl'identité ! Et jouer ave le seond paramètre z qui n'a pas voation à rester�xe . . . Ce livre touhe à sa �n et nous laissons la letrie explorer elle-mêmees pistes.En prenant g = 1, la somme de départ est de taille P alors que la somme�linéaire� (elle où apparaît le Log n) est elle de l'ordre de P (LogP )/Log z, equi fait que la partie bilinéaire ontient enore une partie du terme prinipal.Notons que le paramètre ℓ est borné inférieurement par z. Nous pourrionsajouter ette même ondition dans l'identité de Linnik, garantissant par làla minoration di > z.Réupérer le terme prinipal dans la partie linéaire . . .Notre inapaité à traiter la ondition pgcd(n,Q) = 1 omplètementdès que z est une puissane de X nous fore à prendre z plus petit dansles identités que nous avons vues jusqu'à présent. Dans la partie bilinéaire,une des variables peut alors être relativement petite. En 1976, Robert Vau-ghan introduisit une identité qui évite e problème. La somme ∑

n Λ(n)g(n)égale
∑

n

(un − vn)g(n) +
∑∑

yz<ℓ≤P/z
yz<m≤P/(yz)

wℓg(ℓm)© 04 La Mina masquée 9 février 2008



Réupérer le terme prinipal dans la partie linéaire . . . 53ave P > 4z et
un =

∑

b|n
b≤y

µ(b) Log(n/b) , vn =
∑∑

bc|n
b≤y,c≤z

µ(b)Λ(c)

wℓ =
∑

bc=ℓ
b>y,c>z

µ(b)Λ(c).Il est assez ourant de prendre y = z = P 1/5. Les deux premières sommes,ave un et vn, sont souvent failes à aluler du fait que la partie �di�ile�(le µ(b) dans un ou le µ(b)Λ(c) dans vn) ne porte que sur des variablesonvenablement bornées.Preuve. La somme sur ℓ i-dessus s'érit aussi
S1 =

∑ ∑∑

b>y, c>z,m

µ(b)Λ(c)g(bcm),ériture que nous modi�ons maintenant en :
(

∑∑ ∑

b>y, c,m

−
∑∑ ∑

b>y, c≤z,m

)

µ(b)Λ(c)g(bcm) = S2 − S3.Dans la première somme, nous ollons b et m en posant ℓ = bm et invo-quons (3.2), e qui nous donne
S2 =

∑∑

b>y, ℓ

µ(b) Log ℓ g(bℓ).Nous inversons ette fois-i l'inégalité en b en érivant
S2 =

(

∑ ∑

b, ℓ

−
∑ ∑

b≤y, ℓ

)

µ(b) Log ℓ g(bℓ)où la première somme est ∑

n Λ(n)g(n) grâe au lemme 13.1, et la seonde
∑

n ung(n). Nous traitons S3 de façon similaire en inversant l'inégalité sur cet en ollant c et m en ours de route. Signalons au leteur qu'il existe unepreuve utilisant des séries de Dirihlet qui permet d'y voir plus lair, maiselle est hors de la thématique de e livre. ⋄ ⋄ ⋄Cette identité est singulière : le terme prinipal est e�etivement portépar la partie linéaire ! Mais pour le montrer il faut utiliser deux évaluationsque nous n'avons pas établie :






















∑

b≤y

µ(b)

b
= O((Log y)−2),

−
∑

b≤y

µ(b) Log b

b
= 1 + O((Log y)−2).Variations modernes sur nombres premiers



54 Sommes sur nombres premiers II. . . et pour la partie bilinéaire, éviter l'inégalité deCauhy-Shwarz.Maintenant que nous avons loalisé le terme prinipal dans la partie li-néaire, il faut réussir à montrer que la partie bilinéaire ne ontribue e�etive-ment qu'au terme d'erreur pour une lasse assez large de fontions g. Il resteun éueil : dans notre traitement de ette partie, nous ne nous appuyons quesur une majoration de wℓ, e qui est essentiellement équivalent à remplaerle µ(b) qui y apparaît par 1 et, partant, wℓ par Log ℓ. Nous perdons sonaratère osillant et la forme bilinéaire attenante est alors de la taille duterme prinipal, ruinant tous nos e�orts !Transformer d'abord e terme s'avère par onséquent apital. C'est dansette voie que se sont engagés les herheurs des années 1970/2000 où il nousfaut signaler les noms de Henryk Iwanie, Matti Jutila et d'Étienne Fouvry,notamment pour es deux auteurs dans un travail en ommun ave HenrykIwanie, ainsi que le nom de Glyn Harman. Il a fallu attendre 1998 et uneollaboration de John Friedlander et d'Iwanie pour la formulation d'unehypothèse orrete pour le terme d'erreur, assortie d'une forme bilinéaire ydonnant aès. Ils montrent aussi que ette hypothèse est réaliste en donnantune formule asympotique pour le nombre de nombres premiers de la forme
a2 +b4 inférieurs à une borne donnée dans le théorème exeptionnel suivant :Théorème 13.2 (Friedlander & Iwanie) Nous avons

∑∑

a2+b4≤P

Λ(a2 + b4) = κ∗P 3/4(1 + o(1))où κ∗ =
√

2Γ(1/4)2/(3π3/2) et où a et b parourent les entiers positifs.Le aratère exeptionnel vient de e que la suite d'où l'on extrait esnombres premiers, 'est à dire la suite des valeurs prises par les a2 + b4,ontient très peu d'éléments, nommément environ P 3/4 jusqu'à P . Avante théorème, les seules suites pour lesquelles on ait eu aès à une formuleasymptotique ontenaient au moins P/(Log P )A membres jusqu'à P , pourune ertain A ≥ 0, à l'exeption toutefois des suites de Pyateski-Shapiro. Cedernier a en e�et montré dés 1953 que le nombre de nombres premiers dela forme � partie entière de nc � et inférieurs à une borne P , ei pour un centre 1 et 12/11, est asymptotique à P 1/c/Log P . La nouveauté de la suitede Friedlander & Iwanie vient de e qu'elle est plus di�ile ... Commentdon mesurer ela autrement qu'au juger ? Tout simplement en disant que laméthode de Pyatetski-Shapiro ne permettait de traiter qu'une olletion trèsrestreinte de suites, alors que elle de Friedlander & Iwanie a un domained'ation beauoup plus large. Elle s'applique notamment à des suites dontla dé�nition est plus � arithmétique �.© 04 La Mina masquée 9 février 2008



. . . et pour la partie bilinéaire, éviter l'inégalité deCauhy-Shwarz. 55Ces deux auteurs s'appuyent sur l'identité de Vaughan qu'ils modi�ent etdans laquelle ils surimposent une ondition similaire à la ondition pgcd(n,Q) =
1 du hapitre préédent. Nous quittons la letrie ii et la laissons ontinuerseule sur e hemin !

Variations modernes sur nombres premiers
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ProblèmesBien que le but soit de omprendre en général la struture des nombrespremiers, la tradition en arithmétique onsiste à se onentrer sur des pro-blèmes préis. Nous en déduisons l'information générale ultérieurement, toutomme ii nous avons étudié la densité des sin p avant de dégager les notionsde parties linéaires et de parties bilinéaires.Voii alors en vra une liste de questions dans le même esprit que lapreuve que nous venons de quitter. Dans es énonés, p désigne un nombrepremier :1. Que dire de la densité dans [−1, 1] de la suite des sin(2p + 1) ?2. Que dire de la densité dans R de la suite des tan(3p) ?3. Que dire de la densité dans [−1, 1] de la suite des sin(p2) ?4. Étant donné un point x de [0, 1], existe t-il un nombre premier p tel que
∣

∣x−‖p/π‖
∣

∣ ≤ 1/Log p ? En existe-t-il une in�nité ? Peut on remplaerle 1/Log p par 1/p0.01 ?5. Montrer que la suite µ(n) sinn est elle aussi dense dans [−1, 1].

Quelquesréponses:(1)Cettesuiteestdensedans[−1,1],(2)ettesuiteest aussidensedansR,(3)ettesuiteestenoredense[−1,1]maislapreuve devientdi�ile,(4)laréponseestouiaudeuxquestions,maisjenesais pasquelleidentitédonnelemeilleurrésultat,niquelestlemeilleurrésultat possible.SignalonsiiqueGeorgesRhinadémontréen1974l'équirépartition detoutesuitedelaforme(f(p)mod1)p,oùpparourtlesnombrespremiers, sifappartientàunensembletrèslargedefontionsentières.(5)Ontraite lafontiondeMöbiusdelamêmefaçonqueelledevanMangoldt'està direquel'onherheunebonneéritureàl'aided'uneformebilinéaire...
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Ressoures bibliographiquesNous donnons ii quelques référenes, essentiellement en aès libre surle web.Tout d'abord, http://math-do.ujf-grenoble.fr/ le portail doumen-taire de la ellule MathDo donne aès à beauoup de ressoures, des thèses,des livres numérisées, des prépubliations et toute une foultitude de do-uments. Nous y trouvons par exemple le livre de Legendre � Théorie desNombres � où le leteur déouvrira la théorie de frations ontinues ommeexposée au début du 19ième sièle et les débuts du rible dans la partieonsarée au � nombre d'entiers inférieurs à N et premiers à N �. La prépu-bliation de Friedlander & Iwanie itée dans le dernier hapitre s'y trouveaussi. Elle est stokée sur le serveur ArXiv sous le titre � Asympoti sievefor primes �. L'artile � The polynomial X2 + Y 4 aptures its primes � desmêmes auteurs ontient la preuve du théorème 13.2.http://www.unilim.fr/lao/theses/1998/T1998_01.pdf est l'adresse d'uneversion életronique de la thèse de Pierre Dusart, soutenue à Limoges en 1998.Attention, e doument fait 173 pages . . . La letrie y trouvera les plus ré-entes approximations des fontions de omptage sur les nombres premiers.Le site http://www.dpmms.am.a.uk/Number-Theory-Web/ entretenu parKeith Matthews ontient beauoup de matériel, mais essentiellement en an-glais. Si ela ne déroute pas le leteur, nous onseillons alors la sous-rubriquehttp://www.dpmms.am.a.uk/Number-Theory-Web/N4.htmlhttp://www.mast.queensu.a/�murty/erat.dvi est un artile de RamMurtyet Natarajan Saradha en anglais, où le rible d'Erathosène est repris de fa-çon partiulièrement élémentaire et élégante à l'aide d'une autre version dela méthode de Rankin.Sur internet, le groupe de disussions fr.si.maths est aueillant etun bon endroit où poser des questions, éhanger en français ave d'autrespersonnes intéressées par les mathématiques et e livre trouve en fait sonorigine dans une question posée sur e groupe, ainsi que sur un site roumain,en juin 2004. D'ailleurs, j'avais ensuite pensé à publier une solution dansl'exellente Revue de Mathématiques Spéiales, mais il m'est apparu opportunde développer plus avant le matériel et don de lui onsarer une monographieentière.Le Journal de Théorie de Nombres de Bordeaux propose des volumes enonsultations gratuites. Les artiles publiés dans e journal sont générale-



60 Ressoures bibliographiquesment des artiles de reherhe, dont ertains sont en français. Son adresseéletronique :http://almira.math.u-bordeaux.fr/jtnb/Nous reommandons par exemple l'artile de Jean-Pierre Massias et GuyRobin de 1996 sur des évaluations liées à la taille du kième nombre premier, etl'artile de Jean-Pierre Kahane de 1997 sur les nombres premiers généralisés.Conernant les livres aessibles en français, il faut noter elui de EnrioBombieri Le grand rible dans la théorie analytique des nombres publié parla Soiété Mathématique de Frane sous le numéro 18 et réédité en 1984. Ils'agit ertes d'un livre d'un niveau nettement plus élevé que elui-i, mais ilest merveilleusement érit.
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S'il est lassique que la suite des (sinn)n est dense dans [−1, 1] lorsque
n parourt l'ensemble des entiers relatifs, il est moins onnu mais tout aussivrai que la suite des (sin p)p lorsque ette fois p est réduit à parourir seule-ment l'ensemble des nombres premiers positifs a ette même propriété. Maispour le démontrer, le hemin à parourir est plus di�ile. Nous aompa-gnons ii le leteur le long de e parours qui permettra de omprendre plusavant la struture des nombres premiers. Il ontient une preuve omplète dela propriété annonée à partir de onnaissanes du niveau de la premièreannée d'université. Les diverses tehniques auxiliaires sont dérites en détaila�n que le leteur puisse faire sienne ette démonstration et ontinuer seull'exploration de e domaine.


