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Chapitre 1

Un parcours explicite en théorie
multiplicative

Depuis douze ans, mon travail porte essentiellement sur les nombres premiers, avec un
accent sur la nature effective des résultats. Pour en saisir I'unité, le mieux me semble de
revenir & mon premier résultat ou je montre que tout entier (sauf 1) est somme d’au plus
sept nombres premiers. Tout d’abord, il ne s’agit pas d’un résultat asymptotique ; ensuite
la preuve compte trois ingrédients essentiels : un crible enveloppant, des renseignements
explicites sur la distribution des nombres premiers en progressions arithmétiques de petits
modules (i.e. & peu de choses prés des modules inférieurs a 60) et des renseignements sur
de petits intervalles comprenant des nombres premiers.

Si le terme de crible enveloppant remonte a Linnick (qui utilisait le crible de Brun), cette
technique n’a ensuite été utilisée que sous la forme d’un crible préliminaire. La méthode
développée dans [Ramaré, 1995] et plus complétement dans [Ramaré & Ruzsa, 2001| permet
quant a elle d’obtenir de bons résultats dans la majoration du nombre de représentations
dans un probléme ternaire. Disons N = r + s + t ou r parcourt une suite dont le crible
de Selberg donne une majoration 3 de la fonction caractéristique, et ol s et ¢ parcourent
chacun des suites pour lesquelles il existe une “bonne” inégalité de type grand crible, le
terme “bonne” dépendant des renseignements accessibles. Nous obtenons une majoration
de ce nombre de représentations par une expression du type

> Y w(a/d)S(a/d)T(a/d) (1.1)

d<D a mod *d
ot S et T sont les polynomes trigonométriques associés respectivement & S et a T, et

w(a/d) est une quantité similaire mais plus simple associée a 3 :

w(a/d) = lim M > B(m)e(am/d). (1.2)

M—o0
m<M

Il faut remarquer que dans les applications, chaque sommant a le bonne ordre de grandeur
(c’est a dire qu’il n’est plus nécessaire d’utiliser 'inégalité de Parseval comme dans la



méthode du cercle; cela se voit aussi au 1/M de la formule (1.2)). La suite 3 est toujours
relativement bien distribuée dans les progressions arithmétiques, ce qui fait que 'on peut
penser w(a/d) comme £“@ /d ol k est la dimension du crible intervenant. Une inégalité
de grand crible nous permet alors de raccourcir considérablement la somme sur d en (1.1)
et de ne garder que les petits modules, “petits” dépendant directement ce que 'inégalité
de grand crible perd pour chacune des deux suites que parcourent s et t.

Cette technique permet d’incorporer directement des inégalités de grand crible, mais
elle a le défaut de ne s’appliquer qu’aux fonctions du type de 3, i.e. si 'on raisonne en
termes de formes linéaires et bilinéaires, qu’a la partie linéaire. Dans ce cas, elle permet
d’éviter la méthode du cercle (pour les nombres premiers, la difficulté de la méthode du
cercle provient bien évidemment de la partie bilinéaire ...).

Dans les problémes explicites sur les nombres premiers, il faut réduire la sommation sur
d ad< Dy ou Dqy est une constante (par exemple 60), et pour se faire raffiner I'inégalité
du grand crible. Un tel raffinement est possible pour toutes les suites criblées, ce qui est
montré en général dans [Ramaré & Ruzsa, 2001] (au moins en ce qui concerne les cribles de
dimension finie. Mais nous donnons au chapitre 1 un exemple avec un crible de dimension
“infinie”). Ce méme article montre que (1.1) donne accés a des résultats optimaux dans un
cadre assez large. Notons finalement qu’en suivant une idée de Davenport, il est possible
de réduire avec succés le nombre moyen de représentations d’un probléme additif binaire
a un probléme additif ternaire.

Dans |Granville & Ramaré, 1996], la partie bilinéaire de la fonction caractéristique des
nombres premiers est abordée d’un point de vue explicite, avec un succés relatif, puisque
avec A.Granville nous mettons en place le procédé A des sommes d’exponentielles mais
omettons le procédé B (la formule de Poisson).

En reprenant Poptique proposée par (1.1), il nous faut encore nous occuper de la distri-
bution des nombres premiers dans les petites progressions arithmétiques. La voie a ici été
tracée par K.S. McCurley dont nous reprenons et simplifions les résultats dans [Ramaré
& Rumely, 1996]. Nous sommes méme en mesure d’élargir quelque peu la région explicite
sans zéros, mais ’effort fourni n’a malheureusement que peu d’influence numérique.

Pour ce qui est des modules moyennement grands, les estimations explicites buttent no-
tamment sur le probléme du zéro de Siegel, ou, ce qui revient au méme a minorer L(1, x)
lorsque x est un caractére primitif réel. Ma seule contribution au domaine est [Ramaré,
2002b| une minoration purement analytique de L(1,y) qui tienne compte du nombres de
facteurs premiers du conducteur du caractére. Dans [Ramaré, 2002c|, j'obtiens par ailleurs
une méthode qui donne la méme précision sur la distribution des nombres premiers en
progressions arithmétiques en n’utilisant qu’une minoration en moyenne de L(1,y), la
moyenne portant sur tous les caractéres modulo ¢q. La méthode est numériquement satis-
faisante et en applications, nous obtenons des théorémes de type Cebyshev pour d>>A(n)/n
ou la somme porte sur les nombres premiers inférieurs & une bonne donée et dans une
progression arithmétique de petit module (disons de module < 60).

Finalement, le programme proposé pour majorer la constante de Snirel’'man demande
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de montrer que les petits entiers sont sommes d’au plus 7 nombres premiers en utilisant
un algorithme glouton. Il faut alors déterminer de petits intervalles contenant des nombres
premiers. Ce travail a connu bien des stades et la version finale [Ramaré & Saouter, 2003]
donne des intervalles notoirement plus petits que ceux donnés par L.Schoenfeld. L’un des
ingrédients (ma moitié du travail) est en fait une technique de lissage ot I'on supprime de
surcroit la contribution des bords de I'intervalle (1a ou la fonction de lissage est proche de 0)
a l'aide du théoréme de Brun-Titchmarsh. Ceci donne d’excellents résultats théoriquement
et numériquement moyennant une optimisation numérique délicate. En supposant que ’on
sait vérifier ’hypothése de Riemann jusqu’a la hauteur T, notre méthode garantit que les
intervalles
[(X(1-A, X] avec A >> Ty(Log Ty) /2

et X > (TyLogTy)? contiennent au moins un nombre premier, alors que le méme genre de
techniques sans crible ne donnent que la borne A > Ty(LogTy)~!. Compléter la preuve
pour que le résultat soit valable pour tout X reléve alors de l'algorithmique (il s’agit
d’engendrer des familles de nombres premiers ayant beaucoup d’individus et dont le test
de primalité soit rapide, mais il s’agit 14 du domaine de mon co-auteur en la matiére
Y.Saouter).

C’est aussi a I'aide de lissages efficaces que j’ai abordé des majorations du type |L(1, x)| <
% Log g+C'. Par ailleurs, ne sachant établir que L(1, y) n’était pas petit, je voulais au moins
montrer qu’il ne pouvait pas étre trés grand (d’un point de vue explicite). Dans [Ramaré,
2001] et [Ramaré, 2002a], je montre que I’on peut prendre C' = 0 dans le cas des caractéres
pairs, améliorant en cela légérement un travail de S.Louboutin. La méthode reste toutefois
plus flexible et permet d’aborder des majorations de type (% +¢e)Logqg+ C.

Un autre probléme classique est utilisé par la communauté pour mesurer les avancées
dans notre connaissance explicite des nombres premiers, a savoir le probléme des 7 cubes :
montrer que tout entier > 8043 est somme de 7 cubes. Si j'ai bon nombre de résultats
en la matiére, un seul [Bertault et al. , 1999] est publié et présent dans ce mémoire : il
établit que tous les entiers de certaines progressions arithmétiques vérifient la propriété
demandée. S’il s’agit en 'apparence d’un résultat sporadique, je tiens a faire remarquer
que les conditions de congruence ne sont pas des conditions de divisibilité (qui simplifient
notoirement le probléme) mais que la preuve s’appuie sur la relative équi-distribution des
racines cubiques d’'un méme nombre modulo un nombre premier = 1[3|, ainsi que sur
I’existence d’un nombre premier dans un intervalle explicite assez petit modulo 3 x 37, le
premier argument étant nouveau dans le domaine.

Dans la catégorie des problémes polynémiaux, |[Branton & Ramaré, 1998| étudie la
structure de ’ensemble des racines d’un polynéome modulo une puissance d’'un nombre
premier, 'originalité de ’approche venant de ce que nous ne faisons aucune hypothése sur
le discriminant de ce polynéme et que nous n’utilisons pas le lemme de Hensel mais une
étude combinatoire.

Un dernier volet, plus récent, de mes travaux concerne le caractére presque périodique
de certains termes d’erreur apparaissant a propos des nombres premiers. Cet intérét pro-
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vient surtout des techniques novatrices introduites par J.Kaczorowski en 1992. Dans [Kac-
zorowski & Ramaré, 2003|, nous avons grandement simplifié son formalisme (1’essentiel
des preuves s’appliquent maintenant & des fonctions presque périodiques ordinaires sur la
droite réelle au lieu de séries de Dirichlet particuliéres) et obtenu l'existence de plusieurs
densité liées a ces termes d’erreur, densités nettement plus fortes que celles utilisées par
M.Rubinstein & P.Sarnak en 94. Nous ne sommes toutefois pas encore en mesure d’abor-
der la densité naturelle (dont on sait qu’elle peut ne pas exister) mais disposons d’une
conjecture qui permettrait d’éclairer ce domaine, ainsi que de plusieurs résultats partiels.

Le lecteur pourrait se demander pourquoi j'ai écarté certains travaux de ce mémoire
parce qu’ils ne cadraient pas avec 'optique “explicite” du titre et pourquoi je maintiens
celui-ci et la réponse tient en ceci : la technique que nous déployons n’est pas asympto-
tique, mais dés que nous savons calculer une discrépance de distribution a4 un temps fini,
alors nous pouvons affirmer qu’elle se répéte de fagon infinie & intervalle borné multiplica-
tivement. Le caractére explicite serait complet si nous avions une borne pour la longueur
des intervalles. Il est possible d’obtenir une telle borne mais nous n’avons pas mis le pro-
gramme en place (ou plutot nous I'avons mis en place mais jamais implanté). Finalement
nous avons [Kaczorowski & Ramaré, 2003] étendu le champs d’application a la classe de
Selberg.

La présente thése est constituée d’articles publiés, de rédactions d’exposés et de notes
non publiées et qui trouveront ici une expression. L’indépendance des divers chapitres a
pour effet direct une certaine redondance : I’'exposé a propos de la constante de Snirel’man
reprend bien des choses de I'article sur le méme sujet (dont I'introduction s’inspire a son
tour de cet exposé...), mais les points de vue y sont trés largement différents.

Il est toujours un peu difficile d’établir une classification qui permette de ranger conve-
nablement les diverses contributions d’'un auteur, et bien plus lorsque 'on est 'auteur.
L’ordonnancement adopté ici permet une lecture structurée, mais il existe d’autres liens
entre différentes parties (les parties 2, 3 et 4 sont par exemple largement emmélées : la
seconde est nécessaire a la premiére et a la cinquiéme, un résultat de laquelle est nécessaire
a la troisiéme). D’ailleurs le lecteur attentif aura remarqué que ce découpage n’est pas celui
que nous avons pourtant adopté dans cette introduction...
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Crible et probléme de Goldbach

Nous avons regroupé dans cette partie les articles et expositions qui reposent essen-
tiellement sur le crible, et & une exception prés, sur le crible supérieur de Selberg. Elle
contient

Une approche nouvelle du crible de Selberg.
Il ne s’agit pas d’un article mais d’une exposition qui contient du matériel publié
dans d’autres articles ainsi que des résultats indépendants.

Un crible local pour les nombres premiers.
Un divertissement quelque peu surprenant ot 'on obtient une borne inférieure de
type 'Tchebyshev pour les nombres premiers en utilisant un crible.

Sur le probléme de Goldbach effectif.
Il s’agit d’une version écrite d’un exposé sur le probléme de Goldbach/Schnirel’man
qui reprend I’historique du probléme et explique I'évolution dans I'approche de ce
probléme.

On Snirel’man’s constant.
L’article principal sur la constante de Snirel’man.

Additive properties of dense subsets of sifted sequences.
Cet article avec I. Ruzsa présente la forme aboutie de la technique du crible enve-
loppant pour des suites “suffisamment criblées”.



Crible et probléme de Goldbach
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Chapitre 2

Une approche nouvelle du crible de
Selberg

Cette partie a fait I’objet de nombreux exposés entre 1993 et 2000 et une bonne partie constitue
la troisiéme section de [Ramaré & Ruzsa, 2001|. Bien que l'exposé reste assez élémentaire, il est
préférable que le lecteur supposé connaisse les bases du crible supérieur de Selberg.

2.1 Le probléme initial

Nous nous donnons deux objets :

(1) Une suite hote finie A, par exemple la suite des entiers entre Ny + 1 et Ny + N.
(2) Pour tout d < D, un sous-ensemble Ky C Z/dZ.

Nous supposons bien str que la suite des K, est consistante, ce par quoi nous entendons
que 02(IC,) = Kq dés que d|g et o o] est la projection canonique de Z/qZ sur Z/dZ. Plus
important, nous supposons que la suite des K, est multiplicativement scindée, i.e. que
Kaya, = Ka, X Kg, si (di,ds) =1 via U'isomorphisme chinois. Il est évidemment équivalent
de se donner pour chaque nombre premier p une suite consistante (ICpv ), ot K» C Z/p¥Z.
De fagon générale, si A désigne un ensemble de classes modulo d, nous utiliserons aussi
A pour 'ensemble des entiers qui appartiennent a ces classes ou pour celui des entiers x
modulo ¢ tels que ¢(z) tombe dans A, lorsque d|g bien entendu. Cette suite (ICy)q définit

un compact K dans Z = lim Z /nZ.

Nous nous intéressons alors a la suite
S={neA |/ Vd<D, neky} (2.1)

et notamment a construire une fonction majorant sa fonction caractéristique.
Il s’agit 1a du probléme classique du crible. Nous n’avons pas I'impression d’avoir fait
grand chose et pourtant la moitié de 'exposé se situe ici. En effet

(1) L’approche usuelle consiste a regarder les classes que I'on 0te et non celles que I'on
garde. Ceci induit un manque de régularité des expressions que 'on manipule. On



4 Une approche nouvelle du crible de Selberg

trouve toutefois la trace de notre facon de faire dans [Bombieri & Davenport, 1968]
ol ils démontrent le théoréme de Brun-Titchmarsh de facon étonnante. Cet article est
d’ailleurs l'ancétre de ce travail.

(2) Nous regardons ce qui se passe modulo p, mais aussi modulo p?, p?,... ce qui induit
des complications notoires. [Gallagher, 1974] donne une solution partielle & cette ques-
tion dans le cas ou la suite hote est un intervalle et [Selberg, 1976] une solution plus
compléte, mais la complexité des expressions 1’oblige la encore & controler le terme
d’erreur par le grand crible ce qui limite 'utilisation a la suite hote des entiers dans
un intervalle. Par ailleurs, 'exposition de cette solution demande une dizaine de pages
sans que la longueur contribue a la clarté.

(3) On se rameéne usuellement a la condition P(n) = 0[d] pour un certain polynéme P par
différentes astuces, ce qui est inutile ici.

L’exposition ci-dessous présente plusieurs avantages comparées a la présentation clas-
sique :
(a) Expressions claires des A\ et I'inégalité |\4| < 1. (extension de |Lint & Richert, 1965])
(b) Utilisable sur les suites.
(c) Possibilité de le pondérer.
)

(d) Cela permet de faire le lien entre le crible de Selberg et la dérivation de Bombieri-
Davenport du théoréme de Brun-Titchmarsh.

2.2 Problémes liés

(—) Utile pour obtenir une information sur le cardinal de S!!

(—) Technique dite d’Affaiblissement (Mollification). C’est d’ailleurs & partir de cette tech-
nique que Selberg a inventé le procédé de crible qui nous intéresse ici. Motohashi I’a
beaucoup étudiée et utilisée. On s’en sert pour les théorémes de densité par exemple,
ou pour minorer le nombre de zéros de ( sur la droite critique. Récemment, Michel I’a
utilisée pour évaluer le nombre de fonctions L modulaires s’annulant au point critique.
Elle se confond souvent avec un crible préliminaire (par exemple dans la méthode de
dispersion ou au niveau des cribles pondérés).

2.3  Théorie générale
Il nous faut tout d’abord quelques résultats préliminaires.

oo Le systéme frontiére (L4)4.

Nous avons besoin d’une autre suite d’ensembles (L4)4>1 complémentaire des (KCy) :
nous posons L1 = {1} et L, = Kp-1 — Ky, ie. I'ensemble des éléments x € Z/p’Z
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2.3 Théorie générale 5

tels que a;’:_l(x) € K,»-1 mais qui n’appartiennent pas a K,.. Nous définissons £, par
“multiplicativité”. Il est important de remarquer que contrairement & ce qui se passe pour
IC, nous n’avons pas L, = L4/0Z si {|d. La notation 1 4 désignant la fonction caractéristique
de A, nous avons par définition

Ie, = H (Le, 1 —Lk,) = (1)~ Zﬂ(d/5)1m

Lcd - H (]l - ]lﬁp - 15;;2 T ]l[:p”) = Z(_UW(d)ﬂﬁa'
p’lld old
oo Les fonctions G.
Soit p une fonction arithmétique qui ne s’annule pas. Considérons
Ga(z) = > (D _nla/f)/p(f))
dlg<z d|flq

v v 2.3
ZH( I ) ) (2.3)

Y (d)+ vp (d)+r—1

q<Z/dp llq ’ p(p )

ol v,(d) désigne la valuation p-adique de d et al|b signifie que a|b et que a et b/a sont
premiers entre eux. Si cette derniére écriture est pratique dans lorsque 'on veut calculer
(G4, nous recherchons une autre écriture qui soit plus simple & manier. Introduisons la
solution h de 1/p = 1 x h. Si p est multiplicative, h est donnée explicitement par

1 1
no =11 (p<pv> - p(pv—1>)‘ (24)

pv||é

Notons que si, de plus, p est positive et décroit sur les puissances de nombres premiers, la
fonction h est alors positive ou nulle. En utilisant h, nous obtenons

=SS/ HDonE) =0 Y D wla/f)

dg<z dlflg ol <z dlg<z[dd]|flg

> h(o). (2.5)

§/[d,0]<z

soit encore

De cette expression découle la généralisation suivante d’un lemme de |[Lint & Richert,
1965 :

Lemme 2.3.1 Supposons h > 0. Alors Gy(z0/d) < Ga(z) < G(z) pour l|d.

Ces fonctions ont été étudiées de fagon extensive dans le cadre du crible de Selberg,
études que le lecteur trouvera dans |[Halberstam & Richert, 1974| (attention tout de méme
au léger changement de notations).
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6 Une approche nouvelle du crible de Selberg

oo Extension du crible supérieur de Selberg pour un intervalle.

Nous recherchons les solutions des problémes extrémaux suivants :

dAy=1 , X\;=0 ifd>D
d
2 (2.6)
Terme principal de Z Z y minimal
\ No<n<No+N \d/neky
et )
M =1 , AN=0 ifd>D
2
(2.7)
Terme principal de Z Z Ad minimal.
No<n<No+N \d/neLy

\

Nous passons d’un probléme a Pautre en utilisant (2.2) :

—1)“N, = Z N, = Zﬂ(d/@(—l)w(d))\d,

dle 0d
2 (2.8)
(T ) T au-X o
d/neICd d/neﬁd d/neICd

La résolution du premier probléme est trés simple grace au caractére multiplicativement
scindé des (Kg)q et se fait selon la méthode de diagonalisation de Selberg. En effet, nous

avons
2

* _ * *
)R IDDIRYE EEED DIRYEV D DI
No<n<No+N d/nE’Cd dy,d2<D No<n<No+N
TLG’C[d17d2]

K
— Z A, /\22| [dl’d2]|N + terme d’erreur
d1,d2<D [dl7 d2]

_ \’Cdl

Posons p(d) = et soit h la solution de 1/p = 1 % h. Il vient

S g Rl S8 o) (1) ()

di
d1,d2<D * |dv, ds] d1,d2<D
. 2
=Y h(d)( Y Ndp(d)
d<D djg<D

Nous posons alors
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2.3 Théorie générale 7

et nous passons des (yg) aux (\;) par

Nous avons aussi

Il s’agit alors de minimiser la forme quadratique Y, h(d)y3 sous la condition 1 = >, h(d)ya.
En utilisant des multiplicateurs de Lagrange par exemple, nous constatons qu’a 'optimum,
les yq sont tous égaux et que leur valeur commune est 1/ )", h(d) soit 1/G;(D), la fonction
GG étant bien str celle associée a p.

Si h(d) est nul, la valeur correspondante de y4 n’a aucune espéce d’influence et de méme le \y
correspondant apparaitra toujours avec le coefficient h(d). La solution y; que nous choisissons est
celle qui donne des formules uniformes. Nous verrons au niveau du théoréme 2.4.1 une justification
de cette définition des Ag.

Nous obtenons

d quQ /d 1(q)

N = et N\;=(—1
T eNT) ¢=(=1)

w(d) Gd(D
Gi(D

~—

. (2.9)

~—

D’un point de vue information, le passage des (A\}) aux (\g) s’explique par la remarque
suivante : lorsque nous écrivons n € Kpv, nous oublions que nous savons déja que n € Kpv-1;
éliminer cette redondance conduit aux (L£4) et aux (Ag).

Pour ce qui est d’obtenir une majoration de |S| (donné par (2.1)), nous obtenons di-

rectement . ( - )\2)2 s ( - )\d)Q

n<N Nd/neky n<N Nd/neLly

+ D%

= GD)

Le passage des (\j) aux (\;) est donc extrément intéressant en ce qui concerne le terme
d’erreur, grace au lemme 2.3.1.

Dans [Selberg, 1976| et [Motohashi, 1983|, le lecteur trouvera une autre exposition et
dans [Gallagher, 1974] du matériel sur un sujet trés voisin.

oo Extension du crible supérieur de Selberg pour des suites.

Nous sommes maintenant en mesure de traiter le probléme de cribler des suites et non
seulement des intervalles. Soit (¢, ),cz une suite pondérée avec des poids positifs ou nuls
et telle que > ¢, < 400. Soit K un compact multiplicativement scindé. Supposons qu'’il
existe une fonction multiplicative o*, un paramétre X et une fonction R} tels que

> en=0"(d)X +R; (2.10)

neky
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8 Une approche nouvelle du crible de Selberg

De fagon équivalente, nous nous donnons o et (Ry) tels que

> on=0(d)X + Ry (2.11)
nely
Nous passons de (2.10) & (2.11) en utilisant (2.2). Il vient

(—1)*Do(d) = uld/8)a"(9),

5|d

(2.12)
o*(d) =) (-1)*Va(s).
5ld
Toute 'analyse précédente passe sans autre forme de procés avec p = o*. Il vient
X
Z o < m + Z Ady Ady Rjdy dy)- (2.13)

dy,d2

Notons que si 0* est positive et décroit sur les puissances de nombres premiers (hypothéses
plausibles si 'on pense & 0*(d) comme & une densité), alors nous avons encore |\g| < 1.
De plus 'ensemble L; est souvent plus petit que K4 ce qui fait que Ry est plus petit que
R} ce qui rend le terme d’erreur de (2.13) beaucoup plus facile a controler et explique a
posteriori pourquoi nous avons introduit les \;.

oo Dimension du crible.

L’objet de cet exposition n’est pas d’évaluer les fonctions GG et nous dirons simplement,
que nous avons un crible de dimension £ > 0 dés que

G1(z) = O(K) Log™ z + O(Log" ! 2) (2.14)

ou C'(K) est une constante strictement positive. Le lecteur peut consulter [Halberstam &
Richert, 1974] et |Gallagher, 1974 pour de plus amples détails. Bien que ce que nous ayons
fait soit particuliérement adapté aux cribles possédant une dimension, cela reste valable
sous des conditions bien plus générales et s’applique notamment aux cribles de “dimension
infinie”.

oo Cribles sans facteurs carrés.

Lorsque (05:,1)*1(1Cpu71) = K,» dés que v > 2, nous disons que K est sans facteurs car-
rés. Il s’agit 1a d’une des conditions usuelles du crible de Selberg classique. Il faut remarquer
qu’alors, la condition de Johnsen-Gallagher détaillée ci-aprés en (2.15) est automatique-
ment vérifiée et que L,» = () pour v > 2. De plus, bien que \; soit défini et en général
non nul pour tout d < z, seuls les d sans facteurs carrés interviennent dans (2.13) si K est
sans facteurs carrés. En particulier, et en anticipant sur la partie 2.5, w(a/q) = 0 si g est
divisible par un carré ce que 'on peut montrer de deux fagons : en remplacant les \; par
les Aq dans (4.1) ou en remarquant que le théoréme chinois nous donne -, e(ab/q) = 0.

Nous renvoyons le lecteur aux parties VI et VII de ce chapitre ainsi qu’a [Gallagher,
1974] pour des exemples de cribles qui ne soient pas sans facteurs carrés.
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2.4  Extension grand crible.

Dans toute cette section, nous supposons en outre que K vérifie une hypothése introduite
par Johnsen (cf |Gallagher, 1974| et [Selberg, 1976]) et qui s’écrit :

Vp > 2,Vv > 1,Va € K,» la quantité Z 1 est indépendante de a. (2.15)

n=alp"]
nEleu-H

Comme l'introduction de cette condition dans notre contexte précis est due a [Gallagher,
1974], nous parlerons de la condition de Johnsen-Gallagher, qui ne sous-entend pas que
KC est multiplicativement scindé. Mais tous nos exemples vérifieront aussi cette derniére
hypothése.

Par ailleurs, nous dirons que la suite (¢,)n>1 est portée par K jusqu’au niveau D si

on #0 = Yd < D,n € K,. (2.16)

Nous avons alors la généralisation suivante d’une identité connue ( [Bombieri & Daven-
port, 1968|, [Montgomery, 1971] et [Bombieri, 1987]) :

Théoréme 2.4.1 Supposons que K vérifie la condition de Johnsen-Gallagher (2.15). Soit
(pn) une suite portée par K jusqu’au niveau Q. Alors

S Gk S| S q:"‘jm_zb]

q<Q beky ' 4|q

=2 2

q<Q a mod *q

Z@ne(7>

n

Il est facile de suivre la preuve qui suit et de montrer que la condition (2.15) est effective-
ment nécessaire. Il faut remarquer que pour manipuler les modules ¢ sans facteurs carrés,
nous avons besoin d'une définition convenable des G, définition qui vient naturellement
dans notre approche.

Preuve. Soit A(Q) le membre de droite de ’égalité ci-dessus. Nous avons

Z%%ZdZ

dim—n ¢<Q/d

et identifions la sommation interne comme étant G1(Q)|/Cq| 5. En échangeant les A* pour
les A, nous obtenons

-G @f S/l Y e
q dlg m=n/[d|
Définissons maintenant

=K )

beky

pppasd
Zuq/ VC’mb

{q [4]

HdR



10 Une approche nouvelle du crible de Selberg

Gréace & la condition de Johnsen-Gallagher, nous vérifions que

=D D em@allal Y wla/t)ule/ts).

dlg m=n[d] £1]q,l2)q
(£1,82)=d

11 suffit alors de calculer la somme intérieure. Or

S ulg/tma/t) = Y ul(g/d)/r)ul(a/d)/r2) Y w(d) = p(q/d)

L1]q,¢2]q rilq/d,r2|q/d 3|
(01,62)=d d|ra

comme demandé. ¢ oo
Remarquons qu’en utilisant le théoréme 2.4.1 avec l'inégalité du grand crible, nous
retrouvons la borne donnée dans [Gallagher, 1974].

Nous allons utiliser le théoréme 2.4.1 pour améliorer I'inégalité du grand crible. L’auteur
remercie H.Iwaniec pour de nombreuses discussions qui ont, entre autres, mené au résultat
suivant :

Théoréme 2.4.2 Supposons que K vérifie la condition de Johnsen-Gallagher (2.15). Soit
(pn) une suite portée par K jusqu’au niveau Q. Alors pour Qo < @, nous avons

S Y| Y uclnajy)| < @)

q<Qoa mod*q' n Q/Q

Preuve. Désignons par ¥(Qo) le membre de gauche de l'inégalité a établir. Grace au
théoréme 2.4.1 et en utilisant la notation ©(q) qui apparait dans sa preuve, nous avons

- ¥ @G e < ma (HB) 3 6 @000

7<Qo q<Qo

< mox () S G - ma () 5@

q<Q

2l + @)

et nous concluons en utilisant le lemme 2.3.1. ¢ ¢ ¢
Si IC ne vérifie pas la condition de Johnsen-Gallagher, un résultat plus faible est toutefois
accessible :

Théoréme 2.4.3 Supposons que K soit multiplicativement scindé. Soit (¢,) une suite
portée par K jusqu’au niveau Q). Alors pour Qo < @, nous avons

YooY Y weetnale)| < =——m QQ Zm +(QuQ))

q<Qo a mod *q

ot

G(Q.Q)= >, ha.
(@PO)-1
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Preuve. Par dualité, le probléme se réduit a majorer

2

oD ) Y. Y blaa)e(na/q)

n neky q<Qop a mod *q

2

ou f est la fonction de Beurling-Selberg dont la transformée de Fourier est nulle hors de

[—1/(QoQ)* 1/(QoQ)?] et telle que f(0) = N + (QQo)*. Quant a K4, nous le définissons
par multiplicativité : ICpo = Kpa sip > Qo et Kpo = Z/p*Z sinon. Le résultat s’ensuit. 0o o

2.5 Etude approfondie dans le cas des intervalles.

oo Coefficients de Fourier des poids de Selberg.

Supposons que K soit multiplicativement scindé et vérifie la condition de Johnsen-
Gallagher (2.15). Nous définissons, pour a premier a ¢,

w(a/q) = Ylgrgo—z ( Z )\d) (na/q) = Z [)c\il,)c\lz? Z e(ab/q)

(w) S ncks aforas 110 Pl e
. Z A A K |ZbeICq e(ab/q) W Zbe/cq e(ab/q)
- [d1,d2] = Wy
ql[d1,ds)] [d17 dz] |ICQ| |ICQ|

disons. En remplacant \* par sa valeur, nous obtenons

Gi(z)wh = Z |d1’d2 Z Z (01/dy) b/ ds)

dy,d
ql[d1,d2] (1 2) d1|el<zd2\eg<z

-> ¥ i) 4 (e )

l1,02<z dl‘fl d2|£2 (dl d2)|

q|[d1,d2]
Le.
=D _h®) > > plb/du(la/dr) = > h(8)ps(a:0
(4.2) §<z 01,62<z d|di|ts 5<z
Sldz o
ql[d1,d2]
avec

Y. D ut/d)u(ty/ds)

O <2/5 di|l] dalt)
q/(6,9)|[d1,dz]
et nous évaluons maintenant la somme interne par multiplicativité. Elle vaut 0 dés qu’il
existe un nombre premier p divisant ¢} ou ¢, mais pas ¢/(d/q). Soit a présent un nombre
premier p tel que p®||¢}, p°||¢, et p°|lq/(5,q) avec ¢ > 1. Nous vérifions succéssivement que

HdR



12 Une approche nouvelle du crible de Selberg

la valeur de notre somme est 0 si ¢ < max(a,b) — 1, ou si ¢ = max(a,b) > min(a,b) > 1
Sa valeur est 1 si ¢ = max(a,b) > min(a,b) = 0 et —1 si ¢ = a = b. Nous pouvons donc

écrire 0} = qigs, €5 = qagz avec ¢ = 1q2q3 et (q1,q2) = (q1,93) = (g2, g3) = 1, et la valeur
de la somme interne est alors (—1)“(®). Par conséquent

(4.3) p:(q,0) = 3 (—1)@).

q/(8,9)=q149293
(q1,92)=(q1,93)=(gq2,93)=1
max(q1936,42q36)<z

Remarquons que p,(q,d0) = 1si ¢6 < z et vaut 0 si v/gd > z (puisque max(q1qs, ¢2q3) >
q/9). De plus nous vérifions que |p.(q,§)| < 3<(4/(00),
Dans le cas d’un crible de dimension x, d’aprés (2.14) et le lemme 2.3.1

1
P — w(q)
w 1+ O0((3*'" + Log q)/ Log =
]Gl(z)wg\ < 3,
Considérons pour finir ;. e(ab/q). Tout d’abord, le théoréme chinois nous donne
(4.5) 1> eav/g)| < ] (0" - 1K)
beky p”llq
Ensuite, si ¢/M = a/q avec (a, q) = 1, nous avons

M| Z (cb/M) = |IC | Z (ab/q).

bGIC]u bE/C

oo Distribution des poids de Selberg dans les progressions arithmétiques.

Supposons que K soit multiplicativement scindé et vérifie la condition de Johnsen-
Gallagher (2.15) et soit de dimension « (cf (2.14)). Supposons en outre que

(4.6) P~ 1Kl < e
pour un certain ¢ > 0 et £ € |0, %[, ce qui implique
(4.7) Gr(2)w(a/q)] < g 2.

Alors, en utilisant des caractéres additifs :

pei, €lab )
Z ( Z /\d) e(na/q) = Z |(;Cq(| /9 + O(z9)

n<X “neky
e(ab X
_ X > bex, €lab/q) —|—(’)<22+ V4 )
Gz 1K Kl (=) Log 2
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2.6 La méthode de Bombieri-Davenport. 13

la derniére égalité venant de (4.4), (4.5) and (4.6). Nous en déduisons aisément

2 (2 rpex X\/q
q
(4.1.8) ) ( > )\d) = Gi(2)IK] ! +(9(z2+ )
Jfbfgl neka 0 else [KqlG1(2) Log 2

oo Développement de Fourier de (.

Afin de disposer d’'un environnement confortable pour évaluer des sommes du type
Y. B(n)F(n) ou § est définie en (2.8), nous recherchons une autre expression de 5 comme
dans |Ramaré, 1995]. Nous opérons sous la condition de Johnsen-Gallagher (2.15) ajouté
a la supposition que K est multiplicativement scindé.. Nous avons

2
= ( Z AZ) = Z)‘d1>‘d2]llc[dl,d2](n>'

d/neky dy,ds

Exprimons a présent la fonction caractéristique intérieure a cette somme en utilisant des
caractéres additifs. Nous arrivons a

Z ‘)\dl)\dg Z { Z (—ab/ dl,dg])}e(an/[dl,dg])

dy,d
[ 1 2” a mod [dl dg] bE]C[dl dg)

TR S S X e felan

dy,dz] *
[ 1,d] q\[dl dz] @ mod*q ~bEK (g, ay)

ce qui nous donne ’écriture fondamentale

(4.9) Z Z (a/q)e(an/q).

q§z2 b mod*q

2.6 La méthode de Bombieri-Davenport.

L’une des premiéres utilisations de I'inégalité du grand crible & des fins de crible juste-
ment est un théoréme de [Bombieri & Davenport, 1968]. Ils utilisent notamment la valeur
du module des sommes de Gauss. Nous présentons ici une approche qui généralise la leur et
obtenons un équivalent du théoréme 2.4.1 par cette voie, généralisation qui nous permet de
pointer clairement les arguments. La condition de Johnsen-Gallagher y apparaitra encore
mais de facon différente. Enfin, en spécialisant la preuve ci-dessous au cas des nombres
premiers, le lecteur trouvera une simplification de la preuve de |Bombieri & Davenport,
1968].

Commencons par une définition :

Définition 2.6.1 (Définition 5.1) Une suite (R,),<q est dite un systéme orthonornal
sur IC deés que ['on a

HdR



14 Une approche nouvelle du crible de Selberg

1. Chaque élément de R, est une fonction de Z/qZ dans C.
2. Vx € R, Vx & Ky, x(z) = 0.

3. Sidlg < Q et x € Ra, alors x défini par x(x) = x(v +dZ) si x € K, et x(x) =0
sinon est dans Rg.

2
4- Y(x1, x2) € K, nous avons

IKql st x1=x2

Z x1(a)xz(a) = {O S X1 7 X2

a mod q

9. |Rq| = VCq|-
6. Si x provient (selon (3)) de Rq, et de Rq,, alors x provient de R, 4,)-

Nous appellerons caractéres les éléments de £,, bien qu’ils ne soient générallement pas
multiplicatifs. La notion de caractére induit est naturelle & partir de la propriété (3). La
notion de conducteur s’établit directement a I'aide de (6). Soit alors K7 I'ensemble des
caractéres de conducteur gq.

La condition (6) est assez contraignante et donnons un exemple ou cette condition n’est
pas réalisée. Prenons Ky = {1,2}, K3 = {1,2}, et K¢ = {1,2}; Dans Ry, K3 et R4, nous
mettons la fonction constante 1 (de conducteur 1) et la fonction qui vaut 1 sur 1 et —1
sur 2. Cette derniére fonction est induite par une fonction modulo 2 et par une fonction
modulo 3 mais pas par une fonction modulo 1. Remarquons que les conditions (1)—(5)
sont réalisées.

L’existence d’un tel systéme est un probléme auquel nous apportons une réponse par-
tielle avec le lemme 2.6.2. Si KK = Z/MZ, alors les fonctions n +— e(na/q) forment un tel
systéme et si K est 'ensemble des inversibles, nous pouvons prendre pour R, I'ensemble
des caractéres multiplicatifs modulo q.

D’aprés (5) toute fonction sur Z/gZ dont le support est dans K, peut s’écrire comme
une combinaison linéaire d’éléments de &,. Plus précisément, étant donné un entier ¢ < @)
et un entier a, la fonction ex, (.a/q) définie par x — e(za/q) si x € K, et par z — 0 sinon
s’exprime par

(5.1) ex(rafg) = 3 (ﬁ 3 e(ka/q>m)x<as>.

XERq k mod g

Soit alors (¢, )n<n une suite de nombres complexes portée par IC jusqu’au niveau ). Posons

(5.2) S(@) =Y gue(na) , (a €R/Z)

et
(5.3) SO0 =Y enx(n) , (X € Ry <Q),
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2.6 La méthode de Bombieri-Davenport. 15

la distinction entre (5.2) et (5.3) étant claire de par le contexte. Remarquons que S(x) =
S(x') si x et X’ sont induits par un méme caractére.
Par (5.1), nous avons

(5.4) S [S(a/d)? = % S S0P

Nous avons alors

(5.5) > 1S/ ,ZZW

gld a mod*q fld x€R;

et la formule d’inversion de Moébius nous donne
(5:6) > Ista/nP =3 (X nh |) > Is0
o mod*q fla Nda/f o

Il nous suffit alors d’insérer (5.6) dans I'inégalité du grand crible
(5.7) D> 18/ <D leal (N + Q%)
q<Q@Q a mod*q n<N

pour obtenir

Théoréme 2.6.1 Soit Q) et N des réels positifs. Soit KK comme ci-dessus et soit (R,),<q un
systéme orthonormal pour IC. Donnons-nous aussi une suite de complexes (pn)n<n portée
par K jusqu’au niveau Q). Nous avons alors

(5.8) D GHQ) D ISP <) lea PV + Q%)

fLQ XER; n<N
ol

(5.9 G =Y (ZMQ/d o).

a<Q/f

Il s’agit bien str des mémes fonctions G' que celles qui interviennent dans la définition
des g associés a K ie. Gf(Q) = A\; (—=1)*VG1(Q). De méme, une petite manipulation
montre bien évidemment que

S ISCOP = 1K, D

XER} beky

2

Zu(q/ﬁ):ﬁ—j _ZH%

]

Ce théoréme est vide si il n’existe pas de systéme orthonormal pour K. Nous montrons
maintenant que :

HdR



16 Une approche nouvelle du crible de Selberg

Théoréme 2.6.2 Si le compact K est multiplicativement scindé et vérifie la condition
de Johnsen-Gallagher (2.15) alors il existe un systéeme orthonormal pour IC. De facon
(partiellement) converse si il existe un systéme orthonormal alors la condition de Johnsen-
Gallagher (2.15) est vérifiée.

Preuve. Commencons par la condition nécessaire. Par multiplicativité, il nous suffit de
construire un tel systéme pour K,». Remarquons que

|ICZ7| ’szy |’Cp”|
"C1| "Cp| "Cp”*ll

Procédons par induction sur v. Pour v = 0, nous prenons pour K; 'ensemble constitué de
la fonction constante 1. Supposons alors £,.-1 construit. Nous considérons tout d’abord &’
'ensemble des relevés des éléments de 8,1 dans Z/p”Z. 11 vient

Y(x1, x2) € &, Z xi(a)xz(a) = Z X1(b)x2(b) Z 1

a modp? bEICpl,fl a€ll,v
a=b[p¥ 1]

et (2.15) et (5.10) nous assurent que la propriété (4) est vérifice sur K. Il nous suffit alors
de compléter & en une base orthogonale de I'ensemble des fonctions sur Z/p*Z — C qui
valent 0 en dehors de K,v, et de normaliser cette base en accord avec (3) pour conclure la
preuve.

Pour montrer que les hypothéses faites sur IC sont effectivement nécessaires, nous pro-
cédons comme suit. Soit W7 (x) le nombre de points de K, qui sont congrus & z modulo d
si d|q. Soit x1 et x2 deux caractéres modulo d. En les écrivant leur produit scalaire modulo
¢, nous obtenons

Z Wi(z)xa (HT)M = Oy=x2 | K-

€y

En notant xq le caractére constant (de conducteur 1), nous obtenons

> Wi@)x(@) =0 (x # x0)-

€y

Comme par ailleurs 'orthogonalité & yo nous donne aussi

> x@) =0 (x#x0)

ey

nous en déduisons que W (z) est constant, et vaut donc |IC,|/|KCyl. 00 ©
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2.7  Application. Sur un probléme de Gallagher.
Soit k > 1 un entier fixé. Considérons
Ri(p)={n/n=a+ap+..., aveca, € [0,p—1] et a, #0si v < k}.

Alors
k(K12 N
2k Log" N
ce qui améliore le résultat de |Gallagher, 1974] du facteur 2k. Pour obtenir ce résultat il
suffit d’utiliser 2.13 sur la suite des nombres premiers.

#{n <N /Vp#n, neRi(p)} < (1+40(1))

2.8 Application. Un théoréme de type Bombieri-Vinogradov.

Nous nous penchons a présent sur un trés grand crible. En cours de route, nous mon-
trerons que la condition de Johnsen-Gallagher ne peut pas étre 6tée sans autre forme de
procés de 1’énoncé du théoréme 2.4.2.

oo Une inégalité de grand crible.

Théoréme 2.8.1 Pour tout Qo > 10 et N deux réels, nous avons

2. 2

q<Qo a mod *q

2

< 2000Q0 Log3 3Q0 - (N + Qog(Qo)) - Z |onl?,

n<N

Z one(n®a/q)

n<N

avec g(x) = exp(20 Log,(3x) Logs(9x)) et ceci pour toute suite de complezes (¢y,)

Preuve. Ce que nous prouvons en modifiant 1égérement la preuve du théoréme 2.4.2 : il
nous faut majorer

52%)5{ Ga(Qo)/Ga(Q) }.

Pour cela, il nous faut avant tout définir notre crible et évaluer les fonctions G qui
apparaissent. Nous criblons jusqu’au niveau @) = max(N, Qog(Qo)).
Lorsque d est sans facteurs carrés, nous prenons pour K, ’ensemble des carrés et lorsque
d n’est pas sans facteurs carrés, nous relevons trivialement Xy dans Z/dZ, o ¢ est le noyau
sans facteurs carrés de d. Cet ensemble vérifie la condition de Johnsen-Gallagher et
Ky lp™” = I%pl si p#2 et v>1, (2.17)
o277 =1 si v>1.

La fonction h associée est alors nulle sur les entiers sans facteurs carrés et

p—1 .
h(2) = h(p) = —— 2.
(2)=0, h(p) o1 o pF#
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18 Une approche nouvelle du crible de Selberg

Dans cette situation, nous avons

S SN CE s
0/1d0)=@Q (q, d) 1 rld,
q<Q/d

(1% h)( Zh

q<Q/d
(g,d)=1

(en écrivant 6 = gr) a partir du moment ou d < Q. Pour f entier impair, nous obtenons

alors
G @ =[[-L %2 ﬂ@ﬂ(i%).

1
plf P 9<Q/ (2" f) plg
(¢:2f)=1

Nous définissons alors les fonctions multiplicatives a et b par

(b(p") =0 siv>3 ouv=2etp]2f

a(p’) =0 sipl2fetv>1 b(p):—l si p|2f

“Y)=0 siv>2 —2
) o b(p) = —— sipt2f
p—1 p+1

a(]?):m sipf2f ) b1
b =——— sip12
k 7)== sipf2f

de telle sorte que a =1 % b et
2p
Gauf(Q) = Hm > alg)
plf a<Q/(2vf)

Nous utilisons alors
Y 1=X+0(X")  (a>0,X=>0) (2.18)

n<X

pour obtenir pour a > 3/4

> ala) = S bld){ T + O (D/d))}

q<D d>1

=B(f)D+ 0" [ D*B*[] <1 + %)

pl2f p

ot B(f) = Zdzl b(d)/d et

2 p—1
B =T (1+ + <23
11 ( (p+1p¥* ~ (p+ 1)p3/2) N
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Nous remarquons que

B(f) = H(u}%)n(l_%xl_}%)_l

p>2 pl2f
—1 -1
> 0.351‘[(1—1) (1—23]9—_1) (1+1>H<1+1)
T p p*(p+1) P) s p
1 -1
> 035]] (1 + —> .
pl2f p

Par conséquent en nous affranchissant du facteur 2, nous obtenons

1\2
> alg)=B(f)D |1+ 0 (17Da1 1T (1 + F) >
q<D plf

ou nous choisissons alors a = 1 — 1/ Log Log(3f). 1l vient avec L = Log3f :

Par ailleurs
1\? 1\ 2 1 1 1
H (1 + —a) (1 + —) <exp (Z — = —) < exp (Z —(e(t-)Logp _ 1))
b p p oo p
et nous utilisons alors e — 1 <exsi0 <z <1 dou

H(1+ 1)2(1+1)_2< (24(1 )ZLOgP)< 24 < 19
— - <exp|24(1 -« < et < 12.
p° P p

p<L p<L

Ceci nous donne

1)\? 1\2 2
[T(1+=) < 29]](1+-) <29exp( > =
p p<L p vt P

< 29exp(2LogLog L + 2) < 215 Log Log(3 f)*

et donc

1 — 215 Log Log(3f)? exp(— Log D/ Log Log(3f)) <

. > "a(g) < 216 Log Log(3f)?
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20 Une approche nouvelle du crible de Selberg

Pour la majoration, nous prenons D = (Qy/(2"f) et pour la minoration, D = @Q/(2"f).
Comme

Log(D) > Log(Q/Qo) > 20 Log Log(3Q0) Log Log Log(9Qo) (2.19)

nous avons
1 — 215 Log Log(3f)? exp(— Log D/ Log Log(3f)) > 1 — 215 Log Log(9Q,)~*® > 1/5.

Il vient finalement

max{ Ga(Q)/Ga(Q) } < 2000(Log Log(3Q))* %

ce qui conclut la preuve. ¢ ¢ ¢

oo Optimalité du théoréme 2.8.1.

En ce qui concerne la borne donnée par le théoréme 2.8.1, nous montrons ici qu’elle est
optimale. En effet, prenons pour (p,,) la fonction caractéristique des nombres premiers de
'intervalle |N/2, N], puis remplagons le membre de droite du théoréme 2.8.1 par I'expres-
sion donnée au théoréme 2.4.1. Il nous suffit de restreindre la sommation au module ¢ = 1
pour conclure que le membre de gauche est effectivement au moins de la taille du membre
de droite.

oo Un théoréme de type Bombieri-Vinogradov.

Théoréme 2.8.2 Pour tout A > 1, il existe B tel que pour tout D < P(Log P)™% et
D > N/g(N), nous avons

m(P)

2 e | D alw)—gay D aln)

d<D n~N,p~P (n,d)=1
n?p=ald)

<4 PN'2||a|/(Log P)4

pour toute suite de complexes (a(n)),,.

Et par exemple le niveau de distribution de la suite p?py avec N < py,ps < 2N des
nombres premiers est supérieur a V. En utilisant les résultats généraux du crible pondéré,
on en déduit par exemple que la suite 2 + p?py avec % < p1/p2 < 2 contient une infinité de
nombres ayant au plus 4 facteurs premiers.

Preuve. Nous suivons le schéma de preuve proposée par [Bombieri et al. , 1986]. Posons
D = P/(Log P)*"** et étudions

(P
> a(n)—% > an)]

n~N,p~P (n,d)=1

n?p=ald]

Ezg max
amod*d
d<D
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Nous avons

1 ]
L= > max oo Y S)TOOx(@)
=p o
< Z¢ @ > 1Sl
T e

avec

S() =Y am)x(@?) et T(x)=> x(p) (2.20)

n~N p~P

De fagon standard, nous avons

¥ < LogD Z ¢() Z LSOOT (x|

1<q<D x mod *gq
1/2
< (LogD) ( )
gDP( D> > |  max, 1Tl
1<q<Do x mod *q 1<q<Dyg
+(Log D)X

Rappelons I'inégalité classique de Gallagher :

3 |s<x>|2s@ S Is(a/o)? (2.21)

x mod *gq a mod *q

Nous utilisons alors le théoréme de Siegel-Walfish pour les T'(y) et le théoréme 2.8.1 pour
les S(x) via I'inégalité ci-dessus, ce qui nous donne

S <¢, (Log P)"“'PDy*(Log Do) (N + Dog(Do)) |||z + (Log D)’

pour Dy = (Log P)?**6 et C} = 24+6. Pour ce qui est de ¥, nous découpons la sommation
en ¢ selon la taille de ¢. Il nous reste a majorer

TQ="5C Y IS0lT6)

Q<q<2Q x mod *q

que nous traitons par Cauchy-Schwartz et I'inégalité du grand crible :

Q) < LOC%Q(PJFPWQ ( > )1/2

Q<q<2Q x mod *q

A Paide du théoréme 2.8.1, nous obtenons alors pour N > Dg(D))
Log’ Q
Q

Q) < (P + PY?Q)Q"?||atf|sN*/?
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Par conséquent

P 1 D1/2
% < [alla(Log D) PN ((Log Py DY+ — + P_/>
0

ce qui nous permet de conclure facilement. ¢ ¢ ¢
Nous avons convolé les n? avec des nombres premiers, mais n’importe quelle suite véri-
fiant un théoréme de Siegel-Walfish bien entendu conviendrait. Et en utilisant simplement

la suite des entiers, nous pouvons méme gagner une puissance au niveau du terme d’erreur
comme nous le montrons ci-aprés :

Théoréme 2.8.3 Si D < N/g(N) et D < M?*3, nous avons

M
; max Z oz(n)—m Z a(n)

amod*d
(n,d)=1

<a lalls NYV2M (M7Y6 + N7Y2) g(D)

pour toute suite de complezes (a(n))y,.
Preuve. Nous suivons le schéma de preuve précédente et étudions

Zzz max Z a(n)—%Za(n).

amod*d
n~N,m~M (n,d)=1
n’m=ald]

Nous avons

1
—dZS )x(a)

Y, = E max
d<D

amod*d
< x mod d
XF#X0
< Z el > 1S0)NT()
d<D x modd
X#X0

avec (2.20). De facon standard, nous avons

Y < LogD ) ¢() > 1SONTM

1<q<D x mod *q
1/2
< (LogD?(( Y X IS0F) T max |T()]
1<q<Dgp x mod *q 1<q<Dg
+(Log D)X

Rappelons 'inégalité classique de Gallagher (2.21). Nous utilisons alors le théoréme de
Siegel-Walfish pour les T'(x) et le théoréme 2.8.1 pour les S() via l'inégalité ci-dessus, ce
qui nous donne pour N > Dyg(Dy)

> <¢, (Log Do)DY?DY*N'Y2|al|s + (Log D)X
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Pour ce qui est de ¥/, nous découpons la sommation en ¢ selon la taille de ¢. Il nous reste

a majorer
LogQ
Q) Yoo > ISNTK)

QR<q<2@Q x mod *q

que nous traitons par Cauchy-Schwartz et I'inégalité du grand crible :

Q< Eararrg( ¥ Y Isor) "

Q<q<2Q x mod *q

A laide du théoréme 2.8.1, nous obtenons alors pour N > Qg(Q)

Log @

Q) < T(M + M'2Q) [lal(QPN'? + Qg(Q)'?)
L Q7 9@ Q
1/2 1/2
< |lall2MNY (Q1/2 + M1/ + N1/2 + M1/2N1/29(Q) / ) Log Q
Par conséquent
Dy, D? 1 DYz 1 D

1/2 0

S < |lall,MNY <M TN T DI T T NiE T AN 9(D)
0

Nous prenons Dy = M?/3 ce qui donne
_ _ _ D
%< |lall MNY? (M V34 N2 MO 4 W) 9(D)

et nous utilisons enfin D < VM2/3N ce qui nous permet de conclure facilement. ¢ ¢ ¢
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Chapitre 3

Un crible local pour les nombres
premiers

Il s’agit 14 d’une note de 1989 qui n’a pas été publiée.

3.1 Introduction.

La théorie générale du crible telle qu’elle a été développée par Selberg démontre qu’il
n’existe pas de crible établissant 'existence d’une infinité de nombres premiers, et ce en
vertu du célébre principe de parité. De facon équivalente, le crible ne saurait donner mieux
que 7(X) < (2+0(1))X/ Log X ou la constante 2 est capitale.

S’il s’agit de 1’état des choses en toute généralité, il est possible de passer outre la
barriére théorique si 'on utilise des propriétés supplémentaires des termes d’erreur. La
terminologie appelle ces cribles des cribles locaux. Nous en présentons ici un qui brise le
principe de parité en s’appuyant sur le fait que les parties fractionnaires { X/d} pour d < X
sont en moyennes < 1. Plusieurs versions de ce fait sont développées en deuxiéme section,
qui présente d’ailleurs un intérét indépendant.

Le terme d’erreur est une chose, mais il faut rappeler que dans le cas précis des nombres
premiers, le terme principal est délicat a évaluer puisque ’on n’a guére d’information sur la
distribution de la fonction de Mobius; Nous utilisons ici des identités combinatoires pour
évaluer le terme principal de fagon suffisamment précise. Nous allons donc établir

(1) 0.19X + O(X??Log X) < (X) < (2 —0.19)X + O(X*3 Log X),

a l'aide des poids

_ v+ Logd
;Pd avec  pg = ju(d) (1 - W)

ou v = 0.577 215 664 ... est la constante d’Euler.
Rappelons qu’a la fin de 'exposé “On elementary methods in prime number-theory and
their limitations”, de 1952 & Oslo, Selberg mentionne la possibilité de construire un telle



26 Un crible local pour les nombres premiers

crible a partir des poids

Logd
;Pd avec  pq = ju(d) <1 - LoggX) :

Dans notre traitement du terme principal, le v additionnel est essentiel.

Nous notons la partie entiére du réel y par [y] et sa partie fractionnaire par {y}, de
telle sorte que y = [y] + {y}. Nous écrivons aussi y = O*(z) pour |y| < z.

3.2 Valeur moyenne des {X/d}

Soit X > 1 un nombre réel. Dans cette section, nous étudions les parties fractionnaires
{X/d}, pour d entier < X.
Soit f une fonction (qui peut dépendre de X) & valeurs complexes. Supposons que

(Hy) ST Hd) = M(fly+ 0@ (XTE <y <X)

et

(H,) ST = OW(M(f)] + 67 XTi9)
d<XTH

avec 0 > 0, M(f) et C(f) des constantes dépendant de f et X. Alors nous avons

ey NI Mgy o6y (xR <y<x)

d<y

avec

dt
t_2.

C(f) = M(f) + / (3 f(d) - M(P)1)

d<t

La fonction f(d) = A(d) avec 6! = ¢y/Log X vérifie donc ces hypothéses pour un certain
¢ > 0. Les O de cette section dépendent au plus des constantes impliquées dans les O de
(Hy) et (Hy) mais non de 0, X, M(f) ou f. Notre “constante” C(f) dépend de X mais
I'intérét principal de (2.1) est que C(f) ne dépende pas de y. Pour A > 0, nous définissons

at = [ 105

et
S dt
() = A /A {1} Log %

que nous décrivons a la fin de cette section.
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Lemme 3.2.1 Pour A > 1 et f vérifiant les conditions ci-dessus, nous avons

X

> F@{X/d} = (WM T +O((IM()] +67)X ),
d<X/X
S F@X/d}Log s = M)+ O((M(f)] +57)X ™ Log X),

d<X/A

Ces formules sont valables pour tout X > 0 pour lequel (Hy) est valide pour tout y < X/\.

Preuve. Pour A < Xﬁ, le lemme découle directement de (Hs). Sinon posons D =

X1 < X/Aet L = X/D. En nous inspirant du principe de I’hyperbole de Dirichlet, nous
écrivons

Yo F@IX/dI=) f@) Y 1+ Y [ =) 1) f(d)

d<X/A d<D <X/d £<L d<min(X/\,X/¢) (<L d<D

En discutant selon que ¢ < X ou non et en utilisant (H;) et (Hs), nous obtenons
A

> SN/ = X7 Lo X+ C(r) + (DX (4= =T 1) + o
d<X/A <A
ou

R = M(AHXL 7'+ XD+ NX/N)'2 + 67" XL + M(f)D + D*°

< XD XX L M(f)D < 67 ' XD’ 4+ M(f)D.

En comparant }_,_y/y f(d){X/d} et 3, v/, f(d)[X/d], nous obtenons

N F@{X/dy = M(f)X( v+ % ~LogA+ > %) +O(R).

d<X/A <\

Nous écrivons alors

{)‘}+Z£_1+Z I _1—|—Log)\ /)\{ttz}dt

L<A <A

et rappelons que
= {t}
—-dt

1

y—1l=-

ce qui nous permet de conclure facilement en ce qui concerne la premiére égalité du lemme
tout au moins. La seconde s’en déduit essentiellement par sommations par parties. ¢ ¢ ¢

HdR
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A partir du lemme 3.2.1 et de

> pA(d) :—X+O(\/_) (X >1)

d<X
nous obtenons

Lemme 3.2.2 Pour A > 1, nous avons

S 120d) (X)) = e () + O(X),

d<X/A
et % 6
ZN { }Log y :ngXvL(’)(Xz/gLogX)

d<X

avec C3 = c5(1) = [[“{t} Logt% = 0.49 ...

Une étude rapide de ¢y et de ¢y :
Les fonctions ¢ et ¢y sont continues, dérivables en tout point A non entier et dérivables
a droite et a gauche aux entiers. Nous avons

At (V) = () = {A£}

ou o d651gne la dérivée a droite et ¢ celle a gauche. Comme ¢;(A\) €]0,1], il vient

ci(n) > 0 et ¢ (n) > 0 pour tout entier n. L’équation différentielle ci-dessus nous donne

alors les variations : en effet dans |n,n + 1], il existe A, pour lequel ¢} ()\,) = 0, la dérivée

étant positive a gauche de A, et négative a sa droite. Passé ce point, ¢;(A) commence a

décroitre, mais {A} croit, ce qui laisse la dérivée de plus en plus négative. En conséquence,

¢1 est unimodale sur chaque intervalle |n,n + 1], et le méme raisonnement s’applique a cs.
Par ailleurs, nous avons

1 B\ N
avec Bi(t) = [;'({u} — $)du <0, ce qui nous donne
1 B0 1 1 BV
- _21\v < - _ )
N e R

En particulier ¢()\) = £ + O*(1/(4))). Comme c(\,) = {\,} = A\, — n, il vient
1
An =1+ 5t O*(1/(4n)).

Remarquons aussi la valeur spéciale ¢;(1) = 1 —~, qui constitue quasiment la définition de
la constante d’Euler ~.
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3.3 Le crible.

Lemme 3.3.1 (Terme Principal) Pour X > 1, nous avons

(u(d X B (T 6
Z (Log —I—’y> 1+ 0 (127T2)+(9<

d<X

m\»—‘
N——

Preuve. Remarquons que

et il nous suffit alors d’utiliser

S =Logyty+OT/(12)  (y>1)

m<y

OO0

Pour établir (1), nous procédons comme suit :

ZA(n) = Z(Zu (Log{%—v))—LogX—w

n<X n<X

= ) p(d) (L0g§+v) [g] —Log X — 4

d<X

76 6 6
= (1+0 [ ==+ 50+ =71 -9) ) ) X + O(X*?Log X),
1272 72 2

et le miracle tient en ce que
6 7

Une derniére remarque : avec ) ;. pu(d )Log = au lieu de > djn 1(d)(Log £ + v), notre
constante devient 1+ O*(& (5 + v+ C5)) qui peut étre < 0!

HdR
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Chapitre 4

Sur le probléme de Goldbach effectif

Il s’agit d’un article d’exposition constitué de trois parties. Dans la premiére, nous retragons
I’histoire des majorations de la constante de Snivel’'man & travers ses principales étapes et arri-
vons ainsi & un résultat de "auteur : tout entier pair est somme d’au plus 6 nombres premiers.
La seconde partie ébauche les grandes lignes de la preuve de ce dernier théoréme. Enfin, dans
une troisiéme partie, nous commentons des résultats récents sur la connaissance numérique de
la répartition des nombres premiers dans les progressions arithmétiques. Il s’agit 1a d’un outil
important pour la seconde partie.

4.1 Introduction.

Nous nous intéressons ici au probléme de Goldbach (1742) qui se forme des deux asser-

tions suivantes
“Tout entier pair est somme d’au plus deux nombres premiers”,
“Tout entier impair # 1 est somme d’au plus trois nombres premiers”.

La seconde découle aisément de la premiére et il s’agit en fait ici de la formulation
d’Euler.

Le résultat le plus important dans cette direction est bien str celui de Vinogradov qui
obtenait en 1937 que tout entier impair assez grand peut étre écrit comme somme de trois
nombres premiers. Vinogradov utilisait alors la méthode du cercle et des renseignements
profonds sur la distribution des nombres premiers dans les progressions arithmétiques. L’on
peut se demander ce que “assez grand” signifie dans ce théoréme; [Chen & Wang, 1989
montre que l'on peut remplacer “assez grand” par “supérieur a exp(100 000)” (ce qui laisse
I'infini & un distance respectable : ce théoréme n’est connu pour aucun des entiers de
I'univers).

D’un point de vue effectif, le probléme principal vient d’une mauvaise connaissance de
la distribution des nombres premiers dans les progressions arithmétiques de modules de
l’ordre dune puissance de logarithme du nombre que 'on cherche a représenter. La borne
de J. Chen & T. Wang est trés large non pas a cause de I'éventuel zéro de Siegel mais a
cause d’'une mauvaise connaissance des zéros des fonctions L.
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4.2 L’approche de Snirel’man.

En 1933 et de fagon remarquablement élémentaire, Snirel’'man établissait le théoreme
suivant :

Théoréme 4.2.1 (Théoréme [Snirel’man, 1933]) I eziste un plus petit entier w tel
que tout entier # 1 soit somme d’au plus w nombres premiers.

_ Clest cet entier w qui porte le nom de constante de Snirel’man. Détaillons la preuve de
Snirel’'man :
Posons

p1+p2=N

Alors nous savons minorer p(N) en moyenne :

Z p(N) > n(X/2)* > (%)2 pour X > 2. (4.2)

Par ailleurs, nous savons majorer chaque p(/N) en utilisant un argument de crible :

N

N Go(N)———
10( )<< 2( )L0g2N

(4.3)
pour N entier pair > 2.

Le facteur arithmétique S,(NV) tient compte des obstructions locales a représenter N
comme somme de deux nombres premiers et s’écrit :

62(]\7):621_[(%) avec 62:2H<1—ﬁ>.

pIN p>3

pF#2
On conjecture que p(N) est équivalent a GQ(N)LOgLQN , ce qui montre que notre argument
ne perd qu’une constante. Il convient aussi de noter que, si le facteur arithmétique n’est
pas borné, il est toutefois constant en moyenne ainsi que toutes ses puissances.

A partir de la connaissance de p(N) en moyenne (4.2) et de la majoration (4.3), qui

nous assure que p(N) n’est pas distribuée de fagon trop irréguliére, nous pouvons conclure
que p(N) est souvent non nul. En effet, 'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

(Zp(N))2 < D N > 1

N<X N<X N<X
p(N)#0
« X ovyemw Y
4 2
Log" X N<X N<X
p(N)#0
XS
<< -
Log' X ];(
p(N)#0
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En composant avec (4.2), nous obtenons
X <« Card{N < X, Ip1,p2 / N =p1 +p2} (4.4)

L’ensemble A des entiers qui sont somme de deux nombres premiers admet donc une densité
positive. La théorie de SnireI'man sur 'addition des suites (théorie qui fut forgée pour ce
probléme) permet alors de conclure que tout entier pair est somme d’un nombre borné
d’éléments de A et 'on finit en remarquant que, si N est un entier impair > 3, N — 3 est
pair.

Certains détails technique de cette preuve s’allégent si I'on opére avec N dans un
intervalle | X, 2X] et avec

ra(N)= Y Logp (4.5)

p1+p2=N
p1<X

ou 'on a ajouté un poids lisse Log p; et une condition de taille sur p;, ce qui ne change pas
la nature arithmétique de ro(IN) car X et N sont de tailles comparables. On conjecture

que 73(N) ~ GQ(N)ﬁ .

4.3 Un peu d’histoire

Depuis 1933, de nombreux mathématiciens se sont penchés sur le probléme d’obtenir une
majoration numérique de la constante w de SnireI'man. La chasse a été ouverte par [Klimov,
1969] qui obtenait w < 6.10°, début peu encourageant mais vite amélioré dans [Klimov
et al. , 1972] en w < 115, ot 'on aborde des zones raisonnables.

De 1972 a 1982, d’autres majorations ont été obtenues mais nous n’en présentons que
trois qui nous intéressent particuliérement.

[Deshouillers, 1972/73| ajoutait une idée en remarquant que linégalité de Cauchy-
Schwarz n’avait pas de raisons d’étre meilleure que celle de Holder et en utilisant celle-ci,
il obtenant w < 67. Un troisiéme pas était franchi entre 1976 et 1977 avec I'apparition
de la démonstration, optimale tant sur les plans théorique que numérique, donnée par
[Montgomery & Vaughan, 1973| de I'inégalité de Brun-Titchmarsh. [Vaughan, 1977| et
[Deshouillers, 19767| obtenaient alors successivement w < 27 et w < 26, et il apparait
a ce moment une disparité remarquable dans leurs peuves; elles sont trés semblables et
partent toutes deux d’une application de I'inégalité de Holder avec un exposant A attaché
a p(IN). Mais, il semble & Vaughan que la valeur optimale de A est 3,75 et a Deshouillers
que cette valeur optimale est 9! A comparer de plus prés les deux preuves, on constate de
légéres différences dans le traitement du facteur arithmétique. C’est en fait 1a que réside
le probléme principal et il n’est pas difficile de se convaincre que, de ce point de vue,
Iexposant A = oo est optimal. Mais cela nécessite une modification de la preuve.

HdR
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4.4  Une idée de Shapiro & Warga...

Une telle modification a été théoriquement mise au point dans [Shapiro & Warga,
1950].
Leur idée repose sur une inégalité du type suivant

S S NN < max &7 (Nn(N) 1, (4.6
X<NL2X X<N<L2X
ro(N)#0

qui a 'immense avantage de ne rien perdre, au moins de facon conjecturale, puisque 1’on
pense que &5 (N)ry(N) est constant (et vaut X/Log X cf. (4.5)).
Le crible de Selberg nous donne
X
Log X

ro(N) < (84 0(1))G2(N) (4.7)
ou l'on ne perd donc que le facteur 8 + o(1). Toutefois, il est plus difficile d’obenir un
minoration du membre de gauche de (4.6). La technique standard consiste a écrire

—1 _ =1 p(d)
S;1(N) = 6, d.dXV\;. o (4.8)

On obtient alors

Y G N)(N) =61 > %{ > 7”2(N)}

X<N<L2X d impair X<N<L2X
N=0[2d]
et la somme intérieure dans le membre de droite fait clairement appel a la répartition
des nombres premiers dans les progressions arithmétiques. Grace au facteur ¢(d)~!, nous
montrons a l'aide de I'inégalité de Brun-Titchmarsh que la série en d est convergente; la
connaissance des premiers termes nous permet alors d’approcher ’équivalent. Toutefois,
rien de numérique n’était connu jusqu’a trés récemment sur la répartition des nombres
premiers en progressions arithmétiques (nous y reviendrons) ce qui laissait la démonstration
“théorique”.

Arrétons-nous un instant pour regarder la meilleure majoration de la constante de
Snirel’man que pourrait donner cette preuve; au mieux, nous obtiendrions que le cardinal
des entiers sommes de deux nombres premiers entre X et 2.X est minoré par % X %, c’est-
a-dire qu’en gros un entier pair sur 8 est somme de deux nombres premiers. Le théoréme
de Mann nous dit alors que tout entier pair est somme d’au plus 8 entiers, chacun étant
somme d’au plus deux nombres premiers. La limite de la méthode est par conséquent
w<2x8+1=1T.

Remarquons encore qu’il faudrait ajouter une idée pour atteindre cette limite puisqu’il
apparait des termes d’erreur. Le mieux que I’on puisse raisonnablement espérer en suivant
cette preuve est donc w < 19. Ce qui fut achevé par Riesel & Vaughan en 1983.
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4.5 ... Et la réalisation de Riesel & Vaughan.

Ils obtiennent précisément

Théoréme 4.5.1 (Théoréme [Riesel & Vaughan, 1983]) Tout entier pair est somme
d’au plus 18 nombres premiers.

Leur preuve suit celle de Shapiro & Warga. Mais tout d’abord, ils montrent en utilisant
le grand crible pondéré de Montgomery & Vaughan que, pour tout réel X > 1 et tout
entier pair N dans ] X,2X], on a

X
Log X

ra(N) < 86,(N) (4.9)

(Ils prouvent en fait un résultat un peu plus précis que celui-1a). Le point remarquable ici
est d’avoir obtenu la constante 8 sans terme d’erreur additionnel. La seconde idée majeure
trouve son origine dans le lemme suivant :

Lemme 4.5.1 Soit d un entier > 1, I un intervalle borné ne contenant aucun des facteurs
premiers de d, on a

Z( Z Log p Lng2>:ﬁ Z x(=1D)]S(x)|?

N=0[d] \p1+p2=N X mod d
p1,p2€l]

avec S(x) = D, Logpx(p) et o la somme est prise sur tous les caractéres de Dirichlet
modulo d.

Cette identité est remarquable en qu’elle remplace les variables (Z N=0[d] """ ) , bar les
variables (S<X))x (historiquement introduites dans |Bombieri & Davenport, 1968]), et que
ces derniéres ont un unique pic sur le caractére principal et sont petites partout ailleurs.

Toutefois, pour pouvoir utiliser cette identité, il nous faut opérer avec le nombre de
représentations

ri(N) = Z Log p1 Logps (4.10)

p1+p2=N
p1,p2€]

et ce dernier n’est plus “plat a I'infini”. Précisons cela : I’équivalent conjecturé pour r;(N)

est Go(N)s;(N) on, si 'on prend [ :]%, %], le graphe de s; est le suivant :

HdR



36 Sur le probléme de Goldbach effectif

Il n’est donc pas constant. Pourtant, si I'on considére rp, + ry, avec I} =]5, 3] et [, =
] X, 2X], on obtient

otl 'on voit apparaitre une région plate entre 2X et 3X ... Riesel & Vaughan réitérent ce
procédé 201 fois pour obtenir un nombre de représentations a peu prés constant.
Réunissant ces deux arguments, ils concluent.
Il est remarquable que cette preuve n’utilise pas de renseignements sur la répartition
des nombres premiers dans les progressions arithmétiques autres que ceux qui sont issus
du crible (seules les tables de Rosser & Schoenfeld sont utilisées).

4.6 Faire mieux.

Dans la preuve précédente, le seul endroit ot nous perdons quelque chose est 'inégalité
qui provient de crible. Tout repose sur

ro(N) < 8 X valeur conjecturée .

Mais en fait, nous n’avons besoin de cette majoration que “presque partout”, i.e. en dehors
d’un ensemble de petit cardinal. En utilisant la méthode du cercle et le théoréme de Siegel-
Walfish, on peut alors obtenir pour tout € > 0

ro(N) < (1 +¢€) x valeur conjecturée pp .
Nous allons montrer comment éviter ce théoréme pour obtenir
ra(N) < (2 +¢) x valeur conjecturée pp .
pour tout € > 0, ce qui nous aménera au résultat suivant :
Théoréme 4.6.1 Tout entier pair est somme d’au plus 6 membres premiers.

Signalons qu’en utilisant une méthode analogue, 'auteur a obtenu dans sa thése w < 13.

Nous allons & présent donner les grandes lignes de cette méthode.

Il nous faut tout d’abord signaler que les régles du jeu ont changé depuis Riesel &
Vaughan. En effet, nous sommes a présent en mesure de démontrer de facon numérique le
théoréme des nombres pemiers dans des progressions de module < 60. Nous renvoyons le
lecteur au paragraphe X pour plus de détails. Dans la méthode de Shapiro & Warga, la
minoration ne présente donc plus de difficultés.
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4.7 Un probléme plus général.

Ici, nous recherchons une majoration du nombre de représentations d’un entier N en
somme de deux nombres premiers, probléme qui est contenu dans le suivant :

Probléme : Soit o une suite pondérée positive a support dans [0, X] et N un entier
> X ; Construire une majoration de

VX<p

Nous considérons R(N) = > B(y)a(N —y) ot § est une suite pondérée qui majore la

fonction caractéristique des nombres premiers > v/ X. Nous avons bien str
r(N) < R(N)

et il nous reste a choisir 3 de facon a ne pas perdre trop.

Nous prenons
2
:< > Ad> (4.11)

d\g,{
d<xzte

pour un € > 0 ou les Ay sont ceux de Selberg. Notre fonction (3 a bien la propriété attendue
et 'on a

X
> B 2+e+o(1))L0gX (X — +00)
y<X

ce qui signifie que notre suite est (2 + ¢) fois plus large que la suite des nombres premiers.
Une manipulation standard nous donne alors

Z wq Z W(a/d)e(—Na/d) (4.12)

d§X2+€ a mod d

o e(u) = exp(2imu),
2 (m)e(mu) ,

a(d) 2+
#(d) Log X

R

—~

£
I

Le coefficient wy appelle quelques explications. Tout d’abord le signe “~” est a lire comme
“se comporte comme” ; plus précisément, il peut étre remplacé par une équivalence si d est
borné par une puissance fixée de Log X. Pour d plus grand, nous disposons de majorations
du type

| Log X ¢(d)wy| < 3v@

Ensuite wy correspond pour la suite § a + > p<x e(pa/d).
Remarquons dés a présent que cette expression de R(N) est bien adaptée pour utiliser
I'inégalité du grand crible.
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38 Sur le probléme de Goldbach effectif

4.8 Schéma de la preuve du théoréme.
Nous posons S, =T ot T'(u) = 3 Log pe(pu) et avons
r2(N) < Ry(N)

(modulo le changement de notations 73(N) au lieu de R(N)). La méthode de Shapiro &
Warga nous méne a considérer

Y. & N(N)Ry(N)

X<N<2X
ro(N)#0

qui se réécrit en

S wa S T(a/d)U(a/d) (4.13)

2
dgxm a modd

ou U(a:) = ZX<NS2X 651(N)6(Nu)
ro(N)#0
Sur cette expression, nous voyons clairement que nous nous occupons d’un probléme

ternaire (et non binaire; la sommation en N fournit la troisiéme variable).
Pour étudier cette quantité, écartons tout d’abord les grands “d” a 'aide de I'inégalité
du grand crible (et de celle de Cauchy-Schwarz pour séparer T et U)

Z ny Z T(a/d)U(a/d)

B<d§X2 2 a mod d

\/m\/_()me E)' (4.14)

ceci est & comparer 4 X?/Log X. Nous prendrons B = X% (B/y/Log X — +oc suffirait).

%T(O). Nous obtenons :

Ensuite, remplacons T'(a/d) par sa valeur conjecturée ]

Swe Y %T(O)U(a/d)

d<B a mod *d ¢(

 2+e 1 12 (d)
_LOgXT(O) Y os, (N)chd(N) (4.15)

X<NL2X d<B
ro(N)#0

c’est-a-dire que ce terme vaut, a des termes d’erreur prés,

2+¢€ 1
X(1+O . ) Yol (4.16)
LOgX ( B) X<N<2X
r2(N)#£0

moyennant de remarquer que So(N) =), gz—g;cd(l\f).
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Nous avons enfin a controler 'erreur commise en remplagant 7'(a/d) par %T(O). Or

" p(d) - i
dg% o a zm:od d<T(a/d> - MT(O)> Ula/d)

T(a/d) — Do) 2

<XX+B)Y w3 e

d<B a modd

(4.17)

et, suivant la démonstration du théoréme de Barban-Davenport-Halberstam, nous intro-
duisons les caractéres de Dirichlet. Notre majoration se réécrit, a une constante > 0 mul-
tiplicative prés,

XX+8) Y te) S TP (4.18)

1#9<B X mod g

) =q ) wa” (4.19)

avec

Maintenant, si g est grand, t(q) est petit ((’)((]Q%Log;zx)) et

S 3 P < X es XX+ V) (420)

q<Bx mod q B LOg %;
et d’ol
* 9 1 X2
oot Y TP < A Log? X (4.21)

A<g<B x mod ¢

Si g est petit, alors T'(x) est petit grace au théoréme des nombres premiers dans les pro-
gessions arithmétiques.
Nous obtenons par ce procédé

Si X >exp(67) alors Card{X < N <2X/N =p, +p} > 5% OE
Y
et il nous faut a présent conclure que tout entier pair est somme d’au plus 3 x 2 nombres
premiers. Remarquons que nous ne savons pas montrer le résultat précédent pour X <
exp(67) ce qui nous empéche d’utiliser le théoréme de Mann. Pourtant, nous pouvons
montrer par un simple argument de descente que tout entier pair < exp(72) est somme
d’au plus 6 nombres premiers. En effet, soit N un tel entier. Les tables de [Rosser &
Schoenfeld, 1975] nous donnent un ¢ > 0 tel que l'intervalle [(1 — )N, N] contienne un
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40 Sur le probléme de Goldbach effectif

nombre premier au moins, disons p. Alors N — p < cexp(72) et l'on itére le procéde t. Il y
avait donc un probléme pour les entiers > exp(67), qui est résolu au paragraphe suivant.

4.9 Un résultat de théorie additive.

Nous devons ce résultat a Deshouillers, qui fut entre autre mon directeur de thése, et
je suis ici heureux de le remercier pour ce résutat fort utile. Il s’agit d’une version effective
d’un théoréme d’Ostmam.

Nous adoptons la notation usuelle : si A est une suite d’entiers et si X est un réel,
alors A(z) est le nombre d’éléments de A qui sont dans [1, X].

Théoréme 4.9.1 (Deshouillers, 1991) Soit A une suite d’entiers contenant 0. Nous
supposons qu’il existe un réel o et des entiers H,U et ng tels que

1. Pour n > ng, on a A(n) > on+ (H — 1)K(I§+1)’

2.{0,1,--- K} C Aet{ng,no+1--- ,ng+U}C A,
3. (K+1)Ho> K+ H .

Alors tout entier > Hng est somme d’au plus H éléments de A.

Remarquons que hypothéses et conclusions sont similaires a celles du théoréme de
Mann usuel, mais qu’ici, seuls des renseignements asymptotiques sur A sont accessibles.
L’hypothése (1) seule n’est pas suffisante pour assurer la conclusion car nous avons a éviter
le cas des progressions arithmétiques. Il est marquant que ’hypothése (2) soit suffisante
pour écarter ce cas.

Nous prendrons H =3, K =39, 0 = % et ng = 1.002.10%° pour conclure. L’hypothése
(2) est vérifiée par un calcul sur ordinateur.

4.10 Reésultats effectifs sur la répartition des nombres
premiers en progressions arithmétiques.

Donnons-nous un entier d > 1 et un entier a premier a d. Nous nous intéressons a

0(X;d,a)= Z Log p
p<X
p=ald]

Avant d’exposer notre probléme, introduisons une notation pratique : si f et g sont deux
fonctions, f a valeurs complexes et g a valeurs réelles, I'écriture f(x) = O* (g(x)) signifie

|f(2)] < g(z).

'En fait, les dites tables ne suffisent pas tout & fait, mais en utilisant le fait que I’hypothése de Riemann
a été vérifiée jusqu’a une plus grande hauteur qu’en 1976, il est possible de les améliorer. De plus l'article
[Ramaré & Saouter, 2003] contient maintenant de bien meilleures valeurs.
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Notre probléme s’énonce alors ainsi :
Déterminer des couples (g4, Xo) tels que

0(X,d,a) = %(1 + O*(eq)) pour X > Xj.

Rappelons que le théoréme des nombres premiers dans les progressions arithmétiques nous
assure que, pour d fixé,

X
0(X;d,a) ~ o) (X — +00).

Pour d = a = 1, des solutions trés satisfaisantes ont été obtenues par Rosser et Schoenfeld
dans un travail qui s’étend de 1941 & 1976 : |Rosser, 1941|, |[Rosser & Schoenfeld, 1975],
[Schoenfeld, 1976]

Ces résultats s’appuyent sur un procédé de régularisation de 0(X;1,1) qui s’est avéré
trés efficace. [McCurley, 1984a] et [McCurley, 1984b| a adapté ce procédé aux fonctions
0(X;d,a). Donnons-en le principe. Soit h un réel > 0 et considérons

1 [h
QI(X;d,a):E/ (X +t;d,a)dt .
0

Alors 01(X;d,a) > 0(X;d,a) et pour h = 1 et X entier, nous avons égalité. Maintenant,
nous remarquons que, vu le type de résultats recherchés, nous ne serons pas capables de

distinguer 0(X;d,a) de 9<X(1 +¢eq);d, a), ce qui fait que nous pouvons prendre h de la
forme 6.X'!
Nous pouvons aussi étendre le procédé en considérant

1
(6

5X 5X
0 (X d, a) = / / B(X + 1y + -+t dy a)dty - by
0 0
ou m est un entier > 1. A présent, nous exprimons 0(X + y;d,a) a 'aide des fonctions L
de Dirichlet et obtenons un résultat du type suivant (nous ne donnons pas I’énoncé précis
qui est long mais simplement la forme du résultat).

Théoréme 4.10.1 ( [McCurley, 1984b|) Soitd, a et m des entiers > 1, a étant premier
ad. Soit X, H et d des réels > 0 avec md > % Alors

o), X mé X6-1
TO(X,d,a)—m <(+) YooY %

x mod dpeZ(x)
Iv|<H

1+ (1+0)mt)™ XA
+( (1+9)") D

om ) Lol

N mo
2

x mod dpeZ(x

IvI>H

4+ termes d’erreurs

o Z(x) désigne l’ensemble de zéros p = B+ivy de la fonction L(s, x) qui vérifient 0 < 8 < 1.
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42 Sur le probléme de Goldbach effectif

Ce théoréme donne de mauvais résultats pour un module d arbitraire. Par contre,
pour un d donné (disons d = 3 pour fixer les esprits), nous disposons d’une information
supplémentaire qui accroit énormément la puissance du théoréme précédent. En effet, nous
pouvons montrer par des calculs numériques que, pour tout caractére y modulo d, les zéros
p= [ +iyde L(s,x) qui vérifient 0 < 3 < 1 et |y| < H pour un H fixé numériquement
sont en fait tels que § = % Dans cette direction, nous disposons du théoréme suivant de
Rumely :

Théoréme 4.10.2 ( [Rumely, 1993]) Soit d un entier < 60 et a un entier premier d d.
Soit x un caractére modulo d. Alors les zéros p = (+ivy de L(s, x) qui vérifient 0 < 3 < 1
et |y < 2500 sont tels que § = 5.

Les résultats de Rumely sont en fait plus étendus, tant en modules qu’en hauteur pour
certains modules. A D'aide de ces calculs, le théoréme cité de McCurley donne facilement
des résultats du type suivant?

Théoréme 4.10.3 Soit d un entier < 60 et a un entier premier ¢ d. Pour tout X > 10%°,
nous avons

0(X,d,a) = %(1 + 0*(0.011)) .

Il est & noter que, primo, [McCurley, 1984b| donne déja de tels résultats dans le cas
d = 3. (Il disposait d’analogues des calculs de Rumely dans ce cas) et, secundo, que, pour
des valeurs aussi faibles de X, la zone infinie sans zéro est presque sans effet.

Enfin, la formulation méme de ce résultat appelle un commentaire. Les calculs de Ru-
mely ont été effectués jusqu’a une hauteur fixée indépendamment du module d mais nos
résultats sont presque uniformes en d. Par exemple, pour d = 5, nous ne pourrions rem-
placer 0.011 que par 0.008, ce qui est trés surprenant puisque, ¢(d) sommes interviennant,
on s’attendrait a une perte d’un facteur multiplicatif ¢(60)/¢(5) ! C’est la 'un des effets
inattendus mais trés agréable du paramétre m de Rosser. De facon heuristique, on constate
que notre g4 ne dépend de d que d'un facteur Log ¢(d) (et non pas ¢(d)).

2Depuis, I'article [Ramaré & Rumely, 1996] donne de meilleurs résultats.
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On Snirel’'man’s Constant
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Chapitre 6

Additive properties of dense subsets of
sifted sequences



Distribution explicite des nombres
premiers

Cette partie regroupe deux articles qui ont chacun une histoire assez longue et dont les
versions finales sont écrites avec des co-auteurs. Ces deux articles complétaient (et étaient
nécessaires &) 'article sur la constante de Snirel'man. Tls avaient alors été écrits assez vite.
Ils ont été remaniés par la suite, mais ont surtout été étoffés grace a I'apport de deux
co-auteurs. On y trouve

Primes in arithmetic progressions.
Un article écrit avec R. Rumely. Il faut noter qu’en plus d’informations d’ordre
numériques sur ¥ (X;q,a), nous montrons en outre comment n’utiliser que des
caractéres primitifs pour évaluer ¥(X;q,a) et ce avec une perte bien moindre
qu’usuellement (introduction de la partie 4.3). Cet article étend aussi quelque peu
la zone sans zéros de fonctions L de petits conducteurs, mais cette partie a été
rendue obsoléte par les travaux de [Kadiri, 2002a] et [Kadiri, 2002b].

Short effective intervals containing primes.
Un article écrit avec Y. Saouter. Son originalité vient du fait que nous introduisons
un argument de crible.
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Chapitre 8

Short effective intervals containing
primes



Majorations/Minorations de L(1, x)

Cette partie contient

Sur un théoréme de Mertens.
Nous étudions la preuve Mertens permettant de montrer que toute progression
arithmétique contient la proportion correcte de nombres premiers. Nous la modi-
fions pour en améliorer la dépendance en q, ce que nous réalisons essentiellement a
l'aide d’une inégalité de crible pour controler (en X ) le terme d’erreur et d’une tech-
nique “bilinéaire” pour ce concerne la dépendance en q. Bien que nous n’utilisions
qu’une majoration en moyenne quadratique des 1/L(1, x), une amélioration effec-
tive de la g-dépendance de notre terme d’erreur améliorerait la borne effective pour
le zéro de Siegel (pourvu que cette amélioration gagne plus qu’un Log® q). Notre
méthode permet par ailleurs d’obtenir de bonnes bornes pour 3, _ . .« x A(n)/n
pour de petits q.

Minoration de L(1, ).
Un exposé qui retrace I’histoire des minorations de L(1, ).

A purely analytical lower bound for L(1, x).
Un article qui n’est paru que sous forme de préprint.

Approximate Formulae for L(1, x). I et II.
Deux articles ot nous donnons des majorations de L(1, ) de la forme % Logq+C
avec C' assez petit. Dans le second, certains facteurs eulériens sont traités de fagon
spéciale. Ce dernier travail améliore et étend au cas des caratéres impairs des
résultats de Louboutin.
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Sur un théoréme de Mertens
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Chapitre 10

Minoration de L(1, x)

Voici un exposé de 1996 sur le sujet du titre. L’avant derniére partie est nouvelle et a donné
lieu a la note [Ramaré, 2002b].

10.1 Introduction.

Voici le probléme général qui nous intéresse : quel est le lien entre le groupe additif
Z/qZ et le groupe multiplicatif (Z/qZ)*? Par exemple, si ¢ est un nombre premier, disons
égal & p, on sait qu'il y a (p — 1)/2 éléments de (Z/qZ)* qui ne sont pas des carrés. Quelle
est la taille du plus petit d’entre eux?

Pour appréhender la structure multiplicative de (Z/qZ)*, nous introduisons les carac-
téres de Dirichlet x : Z/qZ — C tels que x(n) =05si (n,q) # 1 et x(mn) = x(m)x(n). Si
flg, un caractére modulo f se remonte en un caractére modulo ¢ et si un caractére modulo
q provient d’un caractére modulo f; et f,, alors il provient d’un caractére modulo leur
pged, ce qui permet de définir la notion de conducteur d’un caractére (le plus petit f tel
que x provienne de Z/fZ) et celle de caractére primitif (dont le conducteur est égal a q).
Notons que ces notions tiennent compte des deux structures additives et multiplicatives.
Une fagon d’étudier le rapport entre les deux structures consiste a étudier » | x(n)f(n) ot
f dépend de la structure additive.

Nous supposerons dans la suite que x est un caractére primitif de conducteur q et que
X est quadratique, i.e. Y = x, i.e. x(n) € {1,—1,0}. Un petit calcul montre que q est alors
de la forme m, 4m ou 8m ot m est un entier impair sans facteurs carrés.

Premier essai : essayons de calculer la transformée de Fourier modulo ¢ de y. Pour cela

posons T(X) = >_, mea ¢ X(R)e(n/q). Alors

1
_ Y(a)e(an n  mod
=) %O:dqx( Je(an/q)  ( q) 10.0)

IT(x)] = Va (Parseval).

Remarquons que 'on n’a pas vraiment calculé la transformée de Fourier de y mais obtenu

x(n) =
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une relation entre cette transformée et x. Vers 1801, Gauss a établi

7(x) :{ Vi s =4, (10.2)

iv/q six(—1)=-L
Bien que 'on n’ait pas calculé complétement la transformée de Fourier, ’expression obtenue
a de nombreuses applications. Citons 'inégalité de Polya-Vinogradov

> x(n)] < VgLogg (X >1). (10.3)
n<X
Second essai : examinons

pS

Pour Rs > 1 cette série converge absolument ce qui rend les renseignements difficiles a
extraire. I1 commence & se passer des choses intéressantes si s = 1 et particuliérement si
s = 1. On montre facilement que L(1, x) > 0. Le probléme est alors double

1. Majorer L(1, x), i.e. montrer que x(n) est souvent # +1.
2. Minorer L(1, ), i.e. montrer que x(n) est souvent # —1.

Nous nous intéressons ici au second probléme. (Et on passe sous silence le résultat de Bur-
gess qui appartient au premier probléme). Remarquons que le premier probléme correspond
a montrer que L(s,x) # ((s). Le second probléme est un peu plus difficile a interpréter
di au fait que x est une fonction multiplicative. Si 'on note A la fonction de Liouville (de
série de Dirichlet ((2s)/((s)), il faut montrer que L(s, x) # ((2s)/((s). Ce principe sera
utilisé et avalidé dans la quatriéme section.

10.2  Minoration de L(1,y) sous x(—1) = —1.

Dirichlet s’est occupé de minorer L(1, x) en 1837 pour montrer que les nombres premiers
étaient équidistribués dans les classes de congruences. Il montrait

L(1,x) = —mq *?> nx(n)  (x(~1)=-1), (10.5)

et donne aussi une formule dans le cas ot y(—1) = 1. On obtient ces formules a I’aide de
la transformée de Fourier rappelée dans la premiére section. Il n’est pas trés difficile de
déduire de la formule précédente que

LX) = @) 1<§1/2X(n) (x(=1) = -1), (10.6)

et donc si ¢ est un nombre premier (= 3[4]), la somme sur n est un entier impair d’ou
Pon déduit \/gL(1, x) > /(2 — x(2)). Pour résoudre le cas général, Dirichlet en 1839 s’est
appuyé sur la théorie des formes quadratiques et des extensions quadratiques imaginaires
de Q, théorie qui était en plein essor & ce moment.
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10.2.1 Lien avec les corps quadratiques imaginaires.

Le caractére x est trés lié a Uextension K = Q(y/—¢q). Par exemple

Cr(s) = Z NA™ = ((s)L(s, x)- (10.7)

2 idéal entier

Jacobi a anticipé le résidu en 1 de cette fonction et Dirichlet montrait en 1839 que

L(l,x) =7h(-q)/va  (x(=1)=-1, ¢=>5) (10.8)

ou h(—q) est le nombre de classes d’idéaux de K. Par ailleurs h(—gq) est aussi le nombre
de classes de formes quadratiques

Q(z,y) = ax® + by + cy?

avec a,b,c € Z et 4ac — b* = q sous l'action de GLy(Z), deux formes étant équivalentes si
I'on peut passer de 'une a I'autre par un changement de variables & coefficients dans Z.
Les h(—q) classes ont un unique représentant (que I’on dit réduit) qui vérifie

4ac — b* = g, .
c>asib<O0,
(10.9)

(a7b7c):17 .
<b<a c>asib>0.
_a_

Un tel triplet (a, b, ¢) vérifie a < \/m et \/q/2 < ¢ < q/(3a). A chaque forme quadratique,
on associe 'idéal de K engendré par a et a7(Q) = (—b+1,/q)/2 et cela induit une bijection
entre les classes de formes et les classes d’idéaux. Par ailleurs, a chaque forme quadratique,
on associe le point 7(Q) et deux points sont équivalents sous GLy(Z) si et seulement si les
formes correspondantes sont équivalentes.

On peut considérer I’équivalence sur Q et non sur Z, ce que fit Gauss. On ne parle plus
alors de classe mais de genre. 11 montre qu’il y a 2°(9~1 genres de formes. Deux formes
sont dans le méme genre si et seulement si elles représentent les mémes entiers modulo tout
m > 1. En convertissant ce résultat en termes du groupe de classes (¥(g), on montre en
fait que

q)/CUq)* = (2/22)* D! (10.10)

ce qui implique que 2*@~1|h(—q). Remarquons que pour obtenir le nombre de genres, le
théoréme de Dirichlet sur I'existence de nombres premiers dans des progressions arithmé-
tiques n’est pas nécessaire bien que beaucoup de preuves I'utilisent. Nous avons donc

L(1l,x) > n2*@D7 /g (x(—=1) = -1, ¢>5). (10.11)

Telle était donc la situation en 1839. Vient ensuite ’époque de Riemann, Hadamard et
de la Vallée-Poussin et I'accent est mis sur les zéros des fonctions ¢ et L.
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10.2.2 Lien avec les zéros des fonctions L.

Il convient de rappeler trois résultats pour illustrer la situation.

Théoréme 10.2.1 (Hecke <1915) [l existe une constante ¢ > 0 telle que L(s,x) # 0
pour Rs > 1 — ¢/ Logq et s réel si et seulement si il existe une constante ¢ > 0 telle que
L(1,x) = ¢/ Logg.

Théoréme 10.2.2 (Littlewood, 1927) Si L(s,x) # 0 pour Rs > % alors on a 2¢”(1 +
o(1)) LogLogg > L(1, x) = (1 +o(1))™5"/ Log Log g.

Théoréme 10.2.3 ( [Pintz, 1976]) Si il existe 5 réel tel que 1 — 3 = o(1/Logq) et
L(B,x) = 0 alors L(1,x) ~ (1 = ) >, <2 L * x(n)/n.

[Rosser, 1949] et [Rosser, 1950] a montré que L(s,x) > 0si 0 < s < 1 et ¢ < 1000
et |[Low, 1968| ont montré que ce méme résultat est valable pour ¢ < 593 000 et ¢ # 115 147.
Par ailleurs [Shanks, 1973| a vérifié numériquement la conclusion du théoréme 10.2.2 et n’a
pas observé de violations. Linnik, Walfisz et Chowla ont montré que les ordres de grandeurs
des bornes de ce méme sont optimaux a constante multiphcatlve prés, et plus précisément
qu'’il existe une infinité de y pour lesquels L(1,x) < (1+o0(1 ))667/Log Log g et une infinité
de x pour lesquels L(1,x) > (14 o(1))e” Log Log q.
Seul un caractére x modulo ¢ peut avoir un zéro p = F+iy qui ne vérifie pas (cf [Kadiri,
2002b))
B <1-—1/(6.71 Log max(q, q|v]))- (10.12)

On appelle un tel zéro un zéro de Siegel, ou un zéro exceptionnel. Un tel phénoméne
se produit parce que les procédés qui permettent d’obtenir des régions sans zéros pour
les fonctions L comparent deux fonctions L. La conclusion est en essence que I'une des
deux fonctions n’a pas de zéro proche de I'axe Rs = 1. Ce principe a été poussé a son
maximum par Deuring en 1933, Mordell en 1934, Heilbronn en 1934 et finalement Siegel
en 1935. |[Tatuzawa, 1951| apportait la derniére touche en montrant que pour tout € > 0

L(1,x) > 15 sauf pour au plus une valeur de q.

L’exception restante est une maladie de la méthode. Un autre interprétation de cette
méthode donne lieu au phénomeéne de prolifération des zéros de [Montgomery, 1971].

10.2.3 Lien avec l’existence de nombres premiers en progressions
arithmétiques.

Pour a premier a ¢, nous posons

P(Xiqa)= ) An). (10.13)

n<X, n=alq]
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Nous avons le résultat suivant (essentiellement di a Gallagher) qui s’appuye sur le phé-
noméne de Deuring-Heilbronn : si il y a un zéro exceptionnel, alors les autres fonctions L
ne s’annulent pas dans un domaine d’autant plus grand que ce zéro est proche de 1. Si
L(3,x) = 0 pour un 3 qui veérifie 1 — 3 = o(1/ Log q), nous posons § = 1 — /3. Dans ce cas
nous avons

X X0 X6LOgT 6_61% qLQgX 55 )
X; =——(1— i O
o = 0o )+ o R - R T

six >T2>T > qou c,co > 0 sont deux constantes effectives et la constante impliquée

dans le O est aussi explicite. Si un tel zéro exceptionnel n’existe pas, la formule précédente

est valable en posant 3 = % dans le terme principal et § LogT = 1 dans le terme d’erreur.

Comme 1 — X /3 =1—exp(—dLog X) — X °/3> § Log X, nous obtenons

X X9 . Log X

VX~ (o)) s T

Notons que ce résultat contient le théoréme de Linnik (cf [Bombieri, 1987]). Par conséquent

'une quelconque des inégalités ¥(X; q,a) > eX/o(q) et ¥(X;q,a) < (2 —¢)X/o(q) pour

un ¢ > 0 implique 6 Log X > Log 1/(1 — ¢’) pour un £’ €]0, ¢[. [Motohashi, 1979] a montré

des résultats similaires de fagon beaucoup plus élémentaire. Par conséquent pour ¢ > 1, les
trois problémes suivants sont équivalents :

1. Rendre effectif 1/(X; q,a) ~ X/¢(q) pour ¢ < (Log X)¢ (V¢ < c).
2. Rendre effectif L(1,x) > ¢~ /¢ (V¢ < c).

3. Rendre effectif 1(X;q,a) < (2;(2));( (e > 0) pour q < (Log X)¢ (V¢ < ¢).

La constante 2 du théoréme de Brun-Titchmarsh est donc liée au zéro de Siegel. Malheu-
reusement cette constante est une maladie du crible a cause du phénoméne de parité de
Bombieri-Selberg.

— 0. (10.14)

10.3  Valeur de L(1, x) et forme modulaire.

Le principe de comparaison précédent serait parfait si’on disposait de fonctions L ayant
des zéros trés proches de 1, mais 'existence de telles fonctions est contraire & 'hypothése
de Riemann généralisée ...

[Birch & Swinnerton-Dyer, 1965 énoncait une conjecture indiquant que certaines fonc-
tions L liée a des courbes elliptiques devaient s’annuler en % et ce méme avec un zéro triple
et [Armitage, 15] exhibait des exemples de fonctions L (non abéliennes) telles que L(3) = 0.

[Montgomery & Weinberger, 1973] utilisent des fonctions L (classiques) qui ont un zéro
proche de 3 pour montrer que \/gL(1, x) > 4 si 10'? < ¢ < 10%%,

Finalement (7) [Goldfeld, 1985| poussait le principe de comparaison un cran plus loin
et montre comment utiliser I'influence d’un zéro triple d’une fonction L de courbe elliptique
en % pour obtenir

VaL(1,x) > Log' “q. (*)
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Si ce résultat est infiniment meilleur que les précédents, il reste assez faible parce que % est
loin de 1. Toutefois pour appliquer ce résultat, il faut montrer que la valeur d’une fonction L
est nulle, ce qui ne peut pas se faire par calcul approché ... |Gross & Zagier, 1983] résolvait
ce dernier probléme et obtenait donc (x). D’un point de vue méthodologique, il convient
de noter que la preuve de Goldfeld s’appuye sur la théorie des formes quadratiques.

10.4 Remarques sur les minorations de L(1, ).

Probablement le point le plus fascinant en ce qui concerne la minoration de L(1, x) est
que toute méthode semble donner /gL(1,x) > 1 et pas mieux. Par exemple, j'ai montré
de fagon effective et plutot élémentaire (cf “Sur un théoréme de Mertens”) que

> Lo LB g+ Oflog'alva) 10.15)

p<X, p=alq]
. 3 . . _ .
ce qui donne %L(l,x) > 1/q ... Ici le \/q provient de ) L(1,x)| ™% < q qui est
essentiellement optimale. Avec Iwaniec, nous avons mis au point une forme bilinéaire qui
permet d’obtenir

x mod *q

> Logp e(pa/Q)’ < %X (q < exp(Log"* X)) (10.16)

de fagon effective. Cela donne encore /gL(1,x) > 1 ...

10.5 Une preuve simple de ,/gL(1, ) > 229,

Jusqu’a présent, sans la formule des classes de Dirichlet, on ne peut obtenir que \/gL(1, x) >
1 et cette borne est difficile & atteindre.
En continuant mes investigations, je me suis penché sur la preuve suivante (due a7 7).

Posons
S(a)=>" (Zx(d))ea” (a > 0).
n>1 din
En remarquant que 1 x(n) > 0 et méme > 1 si n est un carré, on obtient
S()=> e > 1/ V. (10.17)

m>1

Par ailleurs, en intervertissant les sommations, nous obtenons

Sa) = ~L(1,x) ~ Yo x(@plad)  (plt) = 7 — ). (10.18)

d>1
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Une intégration par parties et I'inégalité de Polya-Vinogradov donnent alors | Y o, x(d)p(ad)| <
VqLoggq. En choisissant o~ = Cte ¢ Log? ¢, nous obtenons L(1, y) > 1/(,/qLog q). Pour
enlever le Log ¢, il suffit de remarquer qu’il provient d’un défaut de lissage dans 'inégalité

de Polya-Vinogradov. En fait ’écriture

S x(@d)p ;a S x(@)Y plan)e(an/q) (10.19)

d>1 a mod q n>1

avec x(—1) = —1 fait apparaitre essentiellement [ p(at)sin(2nta/q)dt. Comme p est
assez lisse, cette transformée se concentre autour de 0. Cela nous donne

1> x(@d)plad)| < (1+aq)v/q (10.20)

d>1

et le choix ™' = Cte ¢ donne \/gL(1,x) > c.

Que vaut ¢? En calculant ) -, p(an)e(an/q) pour a = 1,2,...,10, on arrive a s’ap-
procher de la meilleure valeur possible et ’on obtient ¢ = 3.1415 ... En fait, en poursuivant
cette démonstration, on peut obtenir ¢ = m — o(1) ! Nous allons adopter une fagon un peu
plus sophistiquée et beaucoup plus rapide qui donne

VaL(1,x) > w(1 —o(1)) , qL(1,x) > 72*@9~1/10, (10.21)

et ce sans employer la formule des classes de Dirichlet. Le lecteur trouvera une version
détaillée de cette preuve (et notamment son adaptation aux caractéres pairs) dans “A
purely analytical lower bound for L(1, x)”. Posons

flr) = \/_L 1. +Y 1xx(n)e i (37> 0). (10.22)

n>1

On montre (c’est la théorie développée vers 1927 par Hecke entre forme modulaire et
équation fonctionnelle) que f(—1/7) = (7/i)f(7) en considérant

d(s) = (QW/\/Z])_SF(S)L(S,X)C(S) (10.23)

qui vérifie ®(s) = ®(1 — s). Il suffit pour cela d’écrire

1 24100
S(a) = —/ (s)L(s,x)C(s)a"*ds, (10.24)
2T Jo_ioo
de déplacer la droite d’intégration en Rs = %, d’utiliser I'équation fonctionnelle et de

revenir en Rs = 2. Prenant 7 = ix avec x > 0, nous obtenons

1 _— L 27rnac 27n
x\/_ —xzjl*x =) 1xx(n)e . (10.25)

2
n>1 n>1
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Il convient & présent d’améliorer argument 1 x x(m?) > 1. Soit ) la fonction de Liouville.
1 % X est la fonction caractéristique des carrés et u? x A = ¢ I'unité de la convolution. Par
conséquent 1%y = (u?* x) * (1 x ). Posons v = p? x x > 0. Notre formule s’écrit

1—x./qL(1,x)

= Z v(m)g(z,m) (10.26)

2 T
m>1
ou _ 2mma 2 _2mm .2
g(x,m) = xz e Vi — Z e Vi, (10.27)
n>1 n>1

La clé (miraculeuse) vient de ce que si x n’est ni trop proche de 0, ni trop proche de 1,
on a g(x,m) > 0 pour tout m > 1. Il faut souligner ici que je ne dispose d’aucune bonne
raison permettant de deviner ce fait a priori et que la preuve en est trés calculatoire. Nous
prenons alors x = 0.43542 et vérifions que

11—z
> 1 >

11—z

g(z,m) = (10.28)
ce qui nous donne /qL(1, x) > n(1 4+ O(1/,/q)) si 'on ne garde que le terme m = 1. En
ne gardant que les m < ,/q, nous obtenons

i
(4)(10.29) VAL(LX) 2 75 37 vlm).

m<./q
Or v(p) = 14+x(p) = 1sip|g. Comme il y a un diviseur sur deux de g sous /g, nous obtenons
le résultat annoncé. Remarquons que cette preuve montre clairement que le probléme est
de montrer que v(p) # 0 assez souvent, i.e. que x # A.

Pour revenir a la formulation initiale, nous utilisons ici le fait que si ¢ admet des divi-
seurs, nous avons un renseignement sur (Z/qZ)*, i.e. que certains points n’y appartiennent
pas. Cette propriété a déja été utilisée par [Graham & Ringrose, 1990] pour agrandir la ré-
gion sans zéro de L(s, x) sous les mémes hypothéses. Ils obtiennent que L(s, x) ne s’annule
pas (sauf en ce qui concerne un éventuel zéro de Siegel) dans la région

(10.30)

Log L 1
021—C’min< 08 1084 ) It <1,

Logq ' \/LogqLogmax(p,d(q))

ou p est le plus grand diviseur premier de q.

10.6 Quelques compléments.

oo Pour ce qui est du II-b, il convient de signaler le résultat de [Haneke, 1973] et [Haneke,
1976] qui dit que L(s,x) ne s’annule pas dans la région s > 1 — ¢/ /g et |s| < 1. Ce
résultat ne découle pas directement du résultat de Pintz cité, ni de celui de [Goldfeld &
Schinzel, 1975] cité ci-aprés.
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oo [Goldfeld & Schinzel, 1975] ont montré que si il y a un zéro exceptionnel alors

2 1
L) ~ (A= B)~ > o (10.31)
QGQZédUit
a<,/q/4

oo [’argument du paragraphe II-c est probablement plus clair si 'on indique qu’il existe
deux constantes explicites ¢; > 0 et ¢y > 0 telles que si L(5,x) = 0 pour un [ tel que
(1 — B)LogT < ¢; alors aucune des fonctions L associée a des caractéres de module < T
n’admet de zéros dans la région

o>1+cLog((1—p0)LogT)/LogT, |t|<T (10.32)

sauf peut-étre (. cf [Bombieri, 1987].

oo En utilisant la théorie des formes quadratiques, on obtient (cf [Oesterlé, 1985])

o i

éd éd
m2>1 Qe Qreduit QeQreduit (:Ey erwo

Y)=

ol Qgéd“it est 'ensemble des formes quadratiques réduites de discriminant —g et est donc
de cardinal h(—¢q). Remarquons qu’une telle forme quadratique vérifie Q(z,y) > c¢siy > 1.
En utilisant cette expression, on peut remplacer le 10 dans (f) par un 3.

oo Posons F(1) = f(7/\/q). En utilisant le théoréme converse de Weyl (1967), on montre
que F' vérifie

b
Fom = x@(e £ P, >0 venia, = (10 a0
c
L’espace de ces formes est invariant sous l'involution de Fricke qui transforme F(7) en
F(—1/(q7))/(\/q7). En ces termes, la relation que nous avons utilisée se traduit par le fait
que la fonction f est un point fixe de cette involution.

oo En utilisant des formes quadratiques, on obtient facilement h(—g) > 1d((q + 1)/4) si
q = —1[4] en comptant les formes quadratiques réduites ayant b = —1.

oo |Oesterlé, 1985] montre que

VL, x)/m> ¢ ] ( 2\/_})L 0g q (10.35)
Q)

peP( + 1

ou P(q) est I'ensemble des facteurs premiers de ¢ a exception du plus grand d’entre eux.
Il montre en outre que I'on peut prendre C' = 1/7000 et méme C' = 1/55 si ¢ est premier
a b077.
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oo Pour ce qui est du Il-c, rappelons le résultat suivant de [Turan, 1959] : il existe une
constante effective g telle que si P = exp(Log? ¢(Log Log q)?) et ¢ > qq alors

Log Log Log q 1

<
=2 LogLogq | LogP 15:h Log | Y A(n)x(n)] (10.36)

n<lz
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A purely analytical lower bound for
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Approximate formulae for L(1, x)
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Approximate formulae for L(1, x), II
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Nombres premiers et formes bilinéaires

Formes bilinéaires et nombres premiers. Une version simple de la méthode de Vino-
gradov.
Forme écrite de plusieurs exposés, le plus ancien datant de Juillet 1994 a Lillafiired
(Hongrie).
Explicit bounds on exponential sums and the scarcity of squarefree binomial coeffi-
cient.

Un article écrit avec A. Granville ot I'on développe des outils pour donner des
bornes explicites pour des sommes d’exponentielles sur les nombres
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Chapitre 14

Formes bilinéaires et nombres premiers
Une version simple de la méthode de
Vinogradov

Le contenu de cette partie a été utilisé dans plusieurs exposés mais n’a jusqu’a présent fait
l'objet d’aucune exposition écrite. Nous appliquons la méthode pour améliorer un résultat de
Daboussy.

14.1 Les problémes de base.

Le probléme initial, si I'on souhaite travailler sur les nombres premiers, c’est bien sir
de les définir. Vous savez tous ce qu’est un nombre premier : c’est un entier p qui n’a pas
de diviseur inférieur & sa racine carrée et vous savez probablement tous que cette définition
est relativement inutilisable. Dans les années 1810, Euler et Dirichlet introduirent une
définition a ’aide de séries de Dirichlet. En écrivant

1 1
- -
. L=
et en prenant la dérivée logarithmique, on obtient

ZA(n> _ {(s) o A(n) = {Logp0 sin=p

ns C(s) sinon -

v

Comme il y a relativement peu d’entiers de la forme p” avec v > 2, A(n) porte essentiel-
lement les nombres premiers. De 'autre coté de 1’égalité, on ne trouve que des fonctions
portant sur des entiers et 'on peut donc travailler. Typiquement, cela permet d’obtenir
des formules asymptotiques pour

!

p<X
p=alq|
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pourvu que ¢ reste assez petit par rapport a X, disons ¢ < (Log X)“ pour un A > 0,

En 1916, Brun est revenu sur la premiére définition des nombres premiers que je vous
al présentée. Sa technique est connue maintenant sous le nom de crible et a un domaine
d’applications plus étendu que la méthode précédente mais donne des résultats plus faibles.
Par exemple le crible de Brun permet de majorer la somme précédente de facon non triviale
pour ¢ de I'ordre de X'/2. mais pas d’en avoir de formule asymptotique. Il permet aussi
d’obtenir une excellente borne supérieure pour

> oL

p1+p2=N

Si le crible de Brun ne donne que des bornes supérieures, c’est parce qu’il est incapable
de travailler directement avec des nombres premiers mais seulement avec des suites qui
contiennent strictement la suite des nombres premiers, comme par exemple la suite des
entiers n’ayant pas de facteurs premiers inférieurs a z = XX, out ¢(X) est une fonction
de X tendant lentement vers 0.

Parmis les sommes qui échappent & ces techniques et que l'on souhaiterait étudier,

mentionnons
> e(X/p)
VX <p<v2X

S(a/q) = _ e(ap/q).

p<X

Il faut remarquer que ’hypothése de Riemann généralisée ne simplifie en rien ’étude des
sommes précédentes.

14.2 L’introduction des formes bilinéaires.

Vient ensuite le travail de Vinogradov (1937) qui obtient enfin une fagon assez souple
de travailler sur les nombres premiers. Il a fallu bien des années pour comprendre ce que
Vinogradov avait fait, ce que Linnik avait continué, mais une version assez claire a émergé
dans les années 60-70 et une version trés claire dans les années 80-90 avec les travaux
d’Iwaniec/ Fouvry,/ Bombieri/ Friedlander. Il se trouve qu’a ’heure actuelle cette version
ne semble pas étre universellement connue des personnes qui travaillent sur des nombres
premiers, ce qui provoque quelques quiproquos entre ceux qui déclarent que tel probléme
est faisable et ceux qui 'annoncent inattaquables.

Paralléelement a 1’école continentale, il y a eu ’école anglaise avec des personnalités
comme Hardy, Ramanujan, Littlewood, Ingham, Titchmarsh et bien d’autres, qui se sont
concentrés sur la fonction ¢ et 'étude des estimées de densité et donc en quelque sorte ont
développé 'approche analytique. Les deux écoles sont a présent unifiées, et je vous dirai
comment tout a I’heure. Bien sir le découpage entre école continentale et école anglaise
est trop rigide pour étre tout a fait correct, et ’on ne sait pas ot mettre Weyl et Selberg
par exemples (et non des moindres!!). Il donne toutefois une bonne idée de la situation.
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La méthode de Vinogradov. Une identité de crible.

Je me propose a présent de présenter la méthode de Vinogradov de facon moderne.

La méthode de Vinogradov pour évaluer les sommes oscillante portant sur les nombres
premiers est réputée difficile et au mieux lourde & mettre en ceuvre. Nous présentons ici
I’essence de cette méthode de facon extrémement simple.

La méthode repose sur l'identité suivante. Soit f : N — C une fonction bornée en
module par 1 et soit z et X deux paramétres réels tels que 4 < 22 < X. Nous posons

r(n) =r, sx(n) = Z 1, et P(z) = Hp.

pln p<z
2<p<vVX
Alors
f(dp
> =Y f0-X ¥ AP ngex| W

X/2<p<X X/2<0<X 2<p<v/X X/2p<d<X/p

(6,P(z))=1 (d,P(z))=1
avec

. _ f(tp?)
a0 = 2 2 r(pt)(r(pt) +1)°

2<p<VX X/(2p?)<t<X/p?
(t,P(2))=1

Le terme R(f;z, X) doit étre regardé comme un terme d’erreur et nous avons par exemple

3X 1 _3X
X)) < =

R(F= X< ), S<5

z<p§\/)>(

Bien stir, le crible permet d’évaluer le premier terme de notre identité.
Preuve. Pour établir I'identité en question, nous écrivons

_ f(dp)
2. M= >, f0- >, > s

X/2<p<X X/2<0<X 2<p<v/X X/(2p) <d<X/p
(¢,P(2))=1 (d,P(2))=

Comme r(dp) = r(d) + 1 dés que d n’est pas divisible par p, nous pouvons remplacer r(dp)
par 7(d) + 1 pourvu que nous corrigions la formule pour les dp de la forme tp®. ¢ oo

La théorie en général.

Il convient & présent de s’arréter pour regarder ce que nous avons écrit et pour cela nous
allons supposer que f est de nature oscillante, par exemple f(n) = e(an) si n €]vX, X].
Le probléme est alors de montrer que ) f(p) est o(}_, 1). La premiere somme porte sur
des entiers que 'on dit “criblés”. Le crible permet de traiter de telles sommes dés que z
est assez petit, essentiellement de 'ordre d’une petite puissance de X pour que le terme
d’erreur qui provient de I’évaluation de cette somme soit négligeable. On dit parfois que
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c’est la partie linéaire a cause de la facon dont on I’évalue, mais je parlerai de cela plus
tard. Passons & la seconde somme et regardons ce que I'on peut en faire. Et bien la grande
idée consiste a ’écrire sous la forme

Z Z by f(mn) (Bin)

2<m<VX n<X/m

ot les coefficients a,, et b,, sont bornés et a oublier leur définitions!! On ne garde que les
domaines de sommation. Les deux variables m et n sont essentiellement indépendantes (la
condition mn < X n’est pas trés contraignante) ce qui rend cette somme suffisamment
souple. On peut par exemple privilégier une variable et appliquer I'inégalité de Cauchy-
Schwarz. Les sommes de type (Bin) sont dites bilinéaires et si il s’agit effectivement, d’une
grande idée que d’ignorer la définition des a,, b,,, c’est que, sachant a présent la forme
des formules que nous souhaitons, il est possible d’en trouver d’autres, ce qui a donné les
identités de Linnik, Vaughan et Heath-Brown pour les plus célébres, mais on sait a présent
en construire beaucoup.

Pour aller plus loin, il faudrait analyser ce que l'on entend par la partie criblée. De telles
sommes s’évaluent en termes de » gln<X f(n) ou la somme est en n. Il est parfois possible d’ajouter
des sommes du type >\, <y 7+(n) f(n) ot 7, est la fonction qui compte les r-uplets de diviseurs.
C’est dans cette voix que s’était déja engagé Linnik en 40-50. Le point culminant de cette approche
est probablement le théoréme de Fouvry qui dit que si les fonctions 7o, ..., 712 ont un exposant de
distribution strictement supérieur a %, alors il en est de méme de la fonction caractéristique des
nombres premiers. La partie moderne se retrouve dans les identités d’Heath-Brown.

Pour illustrer plus avant cette technique, il faut que je détaille la partie “criblée”. On
voit souvent apparaitre des sommes du type

Z A by f (M)

mn<X

ol a,, est une fonction mystérieuse (du genre p(m)) et b, est une fonction bien connue en
moyenne (du genre 1 ou Logn). Cela ne suffit pas pour évaluer la somme précédente car

si on lécrit
Z A, Z by f(mn)

m<X n<X/m

et bien, dés que m est grand, >, v/, buf(mn) n’est pas une valeur moyenne (Pensez a
X2<m< X, et 3, oy, 1 = X/m+0O(1)). Cela ne fonctionne que si 'on peut interdire
a m d’étre grand. La partie criblée se raméne précisément a des sommes du type

Z by f(mn).

mn<X

m<M
Avec les années, la technique a pris le pas sur le géométrique et toute somme du type
précédent & tendance & s’appeler “partie criblée” ... On dit aussi partie linéaire, ce qui est
plus clair.
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Je peux maintenant vous donner d’autres écritures de la fonction caractéristique des
nombres premiers. Par exemple, on peut écrire

A(n) = Z wu(€) Logm + Z co + Z agA(m)
Py DX X1 s x5

pour X% < n < X avec
(== X uWAG) ol < Logt

hs=¢t
h<X1/5 s<Xx1/5

a=— Y uls) lad <d(0).
hs={
. ngl/S

Traduction en termes de séries de Dirichlet

CC = Fg — CFxMp —('Mp + (—CC — Fg)(1 —(My)

avec F(s) = Y, «x An)n™% et Mp(s) = >, 5 p(n)n™*, ot le lecteur avisé reconnaitra 1'in-
fluence des estimations de densité au dernier facteur. Dans notre exemple nous avons pris K =
L=X'5,

En fait 1'idée d’introduire des formes bilinéaires est due a Vinogradov et c’est aussi
I'une des clefs du théoreme de valeur moyenne. Toutefois la formulation de Vinogradov
que Pon trouvera dans son monographe (écrit pourtant dans les années 50 et réécrit en
80) est extrémement plus compliquée, ce qui fait que la folk-lore dit que la méthode de
Vinogradov est difficilement utilisable, contrairement a ce que je viens de vous montrer.
On pourra consulter le livre de Ellison sur les nombres premiers, qui date cette fois-ci de
1975. Ici, il faut que j'indique que la méthode proposée plus haut a été motivée par la
présentation de ce livre. C’est dii & ce que le crible était beaucoup moins bien maitrisé du
temps de Vinogradov (notamment a cause de 'absence de la méthode de Rankin).

Alors que l'obtention de formes bilinéaires était I'objectif déclaré de Vinogradov, il
fallut attendre les années 70 pour que I'on s’apercoive que les techniques développées dans
le cadre des estimées de densité permettaient d’écrire des identités similaires & (Bin). C’est
le sujet de la fameuse controverse a propos de l'identité de Vaughan, présentée en 76 comme
une percée remarquable par une moitié de la communauté quant la seconde moitié n’y
voyait qu’une variante d’une technique connue ! . D’ailleurs cette percée remarquable n’a
pas permis de démontrer de choses nouvelles, mais a permis d’améliorer certains résultats,
I'exemple le plus clair & cet égard étant certainement [Ghosh, 1981].

La grande philosophie a retenir de ceci, c’est que la fonction caractéristique des nombres
premiers s’exprime comme celle d’une suite criblée et d’une forme bilinéaire.

!D’un point de vue méthodologique, Vaughan semble ignorer le lien avec les estimées de densité et
base sa méthode sur une “identité”. La traduction en termes de séries de Dirichlet données plus haut est
postérieure & son travail initial.
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14.3 Une application.

Nous présentons ici une application de la formule (V) ot nous allons étudier la forme
bilinéaire de facon assez fine. Nous avons dit que dans (Bin), il était usuel d’ignorer la
définition des coefficients, cette définition étant souvent au-dela de notre capacité d’étude.
Toutefois, dans (V'), 'un des coefficients est la fonction caractéristique des nombres pre-
miers, et nous pouvons dés lors remplacer, au cours d’une majoration, ces coefficients par
des entiers sans petits facteurs premiers, ce que nous illustrons ici.

Nous nous intéressons a

S(a) = Z e(pa). (14.1)

X<p<X'

ou2 < X < X' <2X, et plus précisément lorsque « est de la forme 5+ a/q avec a premier
a g, q relativement petit et || petit. Notre but est de démontrer que S(a) = o(X/ Log X)
dés que ¢ — oo, ce que ne donne pas les techniques usuelles.

[Daboussy, 1996] a obtenu

Log' %X X
Vi LogX

pour un certain 6 > 0 et je me suis aper¢u que Vinogradov avait déja considéré ce probléme
en 76, dans la seconde édition de son livre! Il est toutefois difficile de reconnaitre ce résultat
a cause de ses notations (cf Selected Works, chapitre 4 de Special Variants of the Method
of Trigonometrical Sums, Théoréme 2, page 344. Prendre » = Log N, on vérifie que €; = 5S¢
convient). Il obtient

1S(a/q)| < (¢ < XM%) (14.2)

Log’q X
Va4 LogX

1S(a/q)| <a (¢ < Log" X, A>0). (14.3)

Tout en simplifiant la preuve, la version de la section précédente permet d’améliorer ce
résultat.

Théoréme 14.3.1 Pour X > 1, ¢ < exp(} Log"? X) et oo = a/q+3 avec | 3] < exp(2Log? X)X 1
et a premier 4 q, nous avons

Log?qLogLogq X

1S(a)| < 7 e

Toutes les constantes sont explicites bien qu’assez grandes.
Sous 'hypothése de Riemann pour les fonctions L, nous avons

1S(a/q)| < (% +VPIX LogX) % (14.4)
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alors qu’en utilisant le théoréme des nombres premiers pour le module ¢ et en supposant
qu’il y ait effectivement un zéro de Siegel, nous obtenons

\/(—] Xl—é
( )Log X

1S(a/q)] ~

Preuve. Si 'exposé précédent est destiné a un public général, les lignes qui suivent
s’adressent elles a des spécialistes. Nous utilisons l'identité précédente avec Log z = (Log X/ Log q)—
1. Remarquons que cela nous garantit ¢ < 2*/°. Le lemme fondamental du crible de Brun

nous donne

> e = I[ (1= Yp)x -0+ 0 =) o3 1/jmal

X<d<X' p<z m<M
(d,P(2))=1 (p,g)=1 (m,q)=1
— I (1= U)X = X)(1+ O(g2) + (280
s qLog X
(p.a)=1

en prenant M = X/(qLog X) et ¢ < X'/* En faisant de méme avec la partie imaginaire

et en comparant avec | Y, y<4<x’ 1|, nous obtenons
(d,P(z))=1

X
da)| € —7m——r.
XZ ,e( Oc) < q2/3LogX
<d<X
(d,P(2)=1

Pour majorer la partie bilinéaire, nous découpons tout d’abord sommation en p en
parties diadiques |P, P'] avec P < P’ < 2P et utilisons 'inégalité de Cauchy-Schwartz. Il
vient

d P
X(P) = E E e(dpa)l ToaP E E E ( E A ) (nda)
P<p<P’' X/p<d< ( ) + 08 —X/P<d<X/P X/P'<dy,dy<X/P n~P > mn
( ( )): (dl(lQ,P(z);ZI

di—do=

ou la sommation en n est venue remplacer la sommation en p et ol les Ay sont ceux du
crible de Selberg pour cribler tous les facteurs premiers < y = PY* et ne divisant pas ¢. La
notation “n ~ P” est mise pour remplacer “max(X/dy, X/dy) < n < min(X'/dy, X'/ds)".
Le crible de Brun nous donne encore

X X
E 1< ———— | | 1+1 = ——qg(d i d :
< P(Log 2)? ( + /p) P(Log 2)29( ) o 70
X/P'<dy,do<X/P pld

(d1d2,P(2))=1 p|P(z)
dy1—do=d
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Nous distinguons selon que d = 0, ou ¢|d # 0 ou non et obtenons

n(P) < P P X +X X
Log P\ Logy \ PLogz PqPLog*z
X
S @) X Pl X clua)

+ -
P(Log z)?
1<d<X/P m1,ma<y [m1,ma]|n~P
d£0]q]

Maintenant les A\; sont bornés en module par 1 ce qui nous donne :

q X2 X
B(P) < T proa?s T 2 2
¢(q) gLog” PLog”z = Log P(Log 2)? iy 1<ie [, me dozH
m1mo,q)=1

1 X2 X2qy2
< 3 75— + 3
¢(q) Log® PLog”z P Log P(Log 2)
1 X? q* Log P X?
< 2 2 1/4 < 2 2.0
®(q) Log® P Log* » P/ ®(q) Log® P Log* z

Il nous faut ensuite sommer les X(P)'/2, ce qui donne

1 X Log(X'2/2) LogLogq(Log*q) X
5 < 72 .
o(q) Log” 2z qt/ Log X

OO0
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Explicit bounds on exponential sums
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Problémes polynomiaux

Nombres de racines d’un polynéme entier modulo q.
Un article en commun avec M. Branton.

On sums of seven cubes.
Un article en commun avec F. Bertault et P. Zimmermann. Bien plus de matériel

(en partie en collaboration avec E. Bombieri) concernant les sommes de 7 cubes a
été I'objet de nombreux exposés, mais setull cette petite partie est a ce jour sortie

des tiroirs.



302 Problémes polynomiaux

le 24 juillet 2003



Chapitre 16

Nombres de racines d’un polynéme
entier modulo ¢
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Chapitre 17

On Sums of Seven Cubes
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Oscillations des termes d’erreur

Almost periodicity of some error terms in prime number theory
Un article en commun avec J. Kaczorowski, oti nous montrons que les termes
d’erreurs usuels apparaissant au niveau des nombres premiers sont presque pério-
diques au sens de Stepanov, que les densités afférantes sont semi-continues supé-
rieurement au sens de Stepanov et presque périodiques au sens de Weyl. Ceci a
plusieurs conséquences, dont le fait qu’'une irrégularité de distribution se répéte a
linfini et & intervalle borné multiplicativement.
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Almost periodicity of some error terms
in prime number theory
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