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Moebius et Caractères Additifs

Un théorème de Davenport

Olivier Ramaré

Voici une preuve moderne d’une propriété notée par Daven-
port en 1937. Cette propriété est revenue sur le devant de
la scène, notamment depuis [Green & Tao, 2008], [Green &
Tao, 2012], [Bourgain et al., 2012] et [Green et al., 2012].
Fichier Davenport-4.tex.

Moebius et caractères additifs

♣

1. Introduction

Davenport s’est très vite aperçu que le travail fondamental de [Vinogra-
dov, 1937] sur les nombres premiers s’adaptait à la fonction de Moebius,
ce qui a été publié dans [Davenport, 1937a] [Davenport, 1937b]. Voici le
résultat obtenu.
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2 Approximation rationnelle

Théorème. Pour tout A ≥ 1 et tout X ≥ 2, nous avons

max
α∈R/Z

∣∣∣∑
n≤X

µ(n)e(nα)
∣∣∣�A X/(logX)A.

Il y un regain d’intérêt pour ce problème et nous donnons ici une preuve
moderne, qui trouve son origine dans [Gallagher, 1968], lequel a largement
inspiré [Vaughan, 1975] ∗. Cela complète d’ailleurs [Ramaré, 2009, Lemme
10.2]. L’identité (13) utilisée ici est une simplification de la décomposition
utilisée dans [Ramaré, 2013].

Nous fixons dorénavant A ≥ 1. Nous définissons dès maintenant deux
paramètres auxiliaires :

z = (logX)2A+6, Q =
X

(logX)5A+12
. (1)

Nous supposons en outre X suffisamment grand pour avoir 2 ≤ z ≤ z2 ≤ Q.

2. Approximation rationnelle

Nous découpons le cercle R/Z en voisinages de points rationnels, en uti-
lisant le théorème de Dirichlet.

Nous prenons

α =
a

q
+ β, q ≤ Q, (a, q) = 1, |β| ≤ 1

qQ
. (2)

3. Traitement des petits dénominateurs (q ≤ z)

3.1 Version multiplicative

Une analyse impliquant les séries de Dirichlet montre classiquement le
théorème suivant. Soit C1 et C2 deux constantes > 0. Pour tout caractère
de Dirichlet χ (non nécessairement primitif) de module q ≤ (logX)C1 , nous

∗. Voir aussi d’un côté [Vinogradov, 1937] voir aussi [Vinogradov, 2004], et, d’un autre
côté [Bohr & Landau, 1914]
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Traitement des petits dénominateurs (q ≤ z) 3

avons ∑
n≤X

µ(n)χ(n)�C1,C2 X/(logX)C2 . (3)

À partir de cela, il est facile de démontrer le résultat suivant.

Pour toute toutes constantes positives C1 et C3, et pour tout
b et tout q ≤ (logX)C1 , nous avons∑

n≤X,
(n,q)=1

µ(n)e(nb/q)�C1,C3 X/(logX)C3 . (4)

Étape 1

Démonstration. Nous pouvons supposer que (b, q) = 1 quitte à ôter le
facteur commun. En effet, la fonction

fb/q : n 7→

{
e(na/q) si (n, q) = 1,

0 sinon,
(5)

est périodique de période q et de support le groupe multiplicatif de Z/qZ.
Elle s’écrit donc comme une combinaison linéaire de caractères de Dirichlet
modulo q, et cette combinaison est facile à déterminer grâce à la structure
hermitienne. Il vient

fb/q =
∑

χ mod q

1

ϕ(q)

∑
n mod q,
(n,q)=1

e(nb/q)χ(n)χ

=
∑

χ mod q

1

ϕ(q)
χ(b)

∑
n mod q,
(n,q)=1

e(n/q)χ(n)χ

ce qui montre que les coefficients qui interviennent sont de norme moindre
que
√
q/φ(q). Il est facile de conclure en prenant C2 = C3+ 1

2C1 dans (3).

3.2 Version additive, au point a/q

Il s’agit à présent de s’affranchir de la condition (n, q) = 1 dans (4).
Énonçons le résultat final.
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4 3.3 Version additive, au voisinage du point a/q

Nous avons, pour tout A,C ≥ 1 et tout q ≤ (logX)2A+6,∑
n≤X

µ(n)e(na/q)� X/(logX)C . (6)

Nous prendrons C = 6A+ 12.

Étape 2

Démonstration. Nous écrivons∑
n≤X

µ(n)e(na/q) =
∑
δ|q

∑
n≤X,
(n,q)=δ

µ(n)e(na/q)

=
∑
δ|q

µ(δ)
∑

m≤X/δ,
(m,q)=1

µ(m)e(mδa/q)

et nous pouvons utiliser (4) puisque nous n’y supposons pas que (a, q) = 1,
avec comme paramètres C1 = 2A+ 6 et C3 = C + 1 . Il vient∑

n≤X
µ(n)e(na/q)�

∑
δ|q

X

δ(logX)C+1
� X

(logX)C

dès lors que q ≤ (logX)C1 .

3.3 Version additive, au voisinage du point a/q

Nous utilisons le raccourci h(n) = µ(n)e(na/q). De plus nous posons
C = 6A+ 12 et employons l’inégalité |β| ≤ 1/Q. Il vient

∑
n≤X

h(n)e(nβ) =
∑
n≤X

h(n)
(
e(Xβ)− 2iπβ

∫ X

n
e(tβ)dt

)
= e(Xβ)

∑
n≤X

h(n)− 2iπβ

∫ X

1
e(tβ)

∑
n≤t

h(n)dt

� X

(logX)A
+

1

Q

∫ X/(logX)C

1
tdt+

X2

Q(logX)C
� X

(logX)A
.

Cette façon de faire est classique de la méthode du cercle, et dont il convient
de retenir la philosophie : si nous connaissons

∑
n≤Y h(n) non pas en Y = X

uniquement, mais pour des valeurs de Y variant (ici entre X/(logX)C et X),
alors nous pouvons en déduire

∑
n≤Y h(n)e(βn) pour des β assez petits.

Notons formellement le résultat obtenu.
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Traitement des grands dénominateurs (z < q ≤ Q) 5

Nous avons, pour tout A,C ≥ 1 et tout q ≤ (logX)2A+6,∑
n≤X

µ(n)e

(
n
(a
q

+ β
))
� X/(logX)C . (7)

pourvu que |β| ≤ 1/Q. Nous prendrons C = 6A+ 12.

Étape 3

4. Traitement des grands dénominateurs
(z < q ≤ Q)

Nous utilisons dans cette partie la notation suivante :

µz(d) =

{
µ(d) si d ≤ z,
0 sinon,

(8)

et nous prenons aussi une notation pour sa série de Dirichlet

M(s) =
∑
d≤z

µ(d)

ds
. (9)

4.1 Une identité

La preuve la plus conceptuelle part de la série de Dirichlet :

V (s) =
∑
n≥2

(∑
d|n

µz(d)
)
/ns =

∑
n≥2

v(n)/ns. (10)

Il faut remarquer que la sommation porte sur les entiers n > z. Cette série
a la bonne idée de (presque) se factoriser :

1 + V (s) = ζ(s)M(s) (11)

Voici la décomposition formelle de 1 que nous utilisons :

1 = −V + (1 + V ).

Nous en déduisons une décomposition de 1/ζ :

1

ζ
= −1

ζ
V +M.

Le travail est ici presque fini mais il faut raffiner un peu et considérer (1/ζ−
M) dans le premier terme au lieu de 1/ζ, ce qui nous donne :

1

ζ
= −

(1

ζ
−M

)
V −MV +M
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6 4.2 Traitement de la forme linéaire

et donc enfin, en utilisant à nouveau V = Mζ − 1,

1

ζ
= −

(1

ζ
−M

)
V −M2ζ + 2M. (12)

Cette identité se traduit de façon ponctuelle par ∗ :

µ = −(µ− µz) ? v + µz ? µz ? 1 + 2µz. (13)

Cette décomposition nous permet d’écrire∑
n≤X

µ(n)e(nα) = −
∑
n≤X

(
(µ− µz) ? v

)
(n)e(nα)

+
∑
n≤X

(µz ? µz ? 1)(n)e(nα) + 2
∑
n≤z

µ(n)e(nα). (14)

La première somme est dite bilinéaire,
appellation due à son traitement, ou
de type II chez Vinogradov, la se-
conde est dite linéaire par opposition,
ou de type I chez Vinogradov, et la

troisième est simplement un terme reste, ici borné par 2z. La fonction
n 7→ (µ − µz) ∗ v(n) est assez incompréhensible, mais nous n’allons uti-
liser finalement que sa forme en tant que produit de convolution et des
informations en moyenne facile à glaner.

4.2 Traitement de la forme linéaire

Nous commençons par∑
n≤X

(µz ? µz ? 1)(n)e(nα) =
∑
d≤z2

(µz ? µz)(d)
∑

m≤X/d

e(dmα).

Comme z2 ≤ Q/2, nous avons |dα− da
q | ≤

1
2q . Lorsque q - d, nous sommons

simplement la somme interne (il s’agit simplement d’une série géométrique) :∣∣∣ ∑
m≤X/d

e(dmα)
∣∣∣ ≤ 1/| sin(πdα)| ≤ 1/‖da/q‖ ≤ q (15)

où ‖α‖ est la distance au plus proche entier et où nous avons utilisé l’inégalité
classique

1

sin(πx)
≤ 1

2x
(0 < x ≤ 1/2).

∗. Le lecteur pourrait aussi simplement développer (1 ∗ µz − e) ?(µ − µz) où e est
l’élément neutre du produit de convolution arithmétique, et vaut 1 en n = 1 et 0 partout
ailleurs (et dont la série de Dirichlet est simplement la fonction constante égale à 1).
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Traitement des grands dénominateurs (z < q ≤ Q) 7

ce qui nous donne la contribution :∣∣∣∣ ∑
d≤z2,
q-d

(µz ? µz)(d)
∑

m≤X/d

e(dmα)

∣∣∣∣ ≤ z2q ≤ z2Q =
X

(logX)A
. (16)

Lorsque q|d, nous nous contentons de la majoration triviale de |e(dmα)|
par 1, c’est à dire ∣∣∣ ∑

m≤X/d

e(dmα)
∣∣∣ ≤ X/d.

Par conséquent,∣∣∣∣ ∑
d≤z2,
q|d

(µz ? µz)(d)
∑

m≤X/d

e(dmα)

∣∣∣∣ ≤ X ∑
d≤z2,
q|d

τ(d)

d
.

Nous utilisons alors les inégalités simples d(q`) ≤ d(q)d(`) et d(q) ≤ 2
√
q :

∑
d≤z2,
q|d

τ(d)

d
≤ τ(q)

q

∑
`≤z2/q

τ(`)

`
≤ τ(q)

q
(1 + 2 log z)2

≤ 2
√
q

(1 + 2 log z)2

car il est facile de vérifier que∑
`≤L

τ(`)

`
≤
(∑
m≤L

1

m

)2

≤ (1 + logL)2. (17)

Il faut noter que nous pouvons bien sûr avoir z2/q < 1 ci-dessus, mais la

majoration
∑

`≤z2/q
τ(`)
` ≤ (1 + 2 log z)2 n’en reste pas moins valable. Cela

nous donne bien ce que nous attendions, soit∣∣∣∣ ∑
d≤z2,
q|d

(µz ? µz)(d)
∑

m≤X/d

e(dmα)

∣∣∣∣� X

(logX)A
. (18)

Nous combinons (16) et (18) pour obtenir finalement

∣∣∣∣∑
d≤z2

(µz ? µz)(d)
∑

m≤X/d

e(dmα)

∣∣∣∣� X

(logX)A
. (19)

Étape 4
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8 4.3 Traitement de la forme bilinéaire

4.3 Traitement de la forme bilinéaire

La partie précédente ne nécessite
pas de matériel particulier, et aurait
pu être faite bien avant Vinogradov.
L’apport de ce dernier vient de la re-
connaissance de la partie bilinéaire
et de son traitement possible. Vino-
gradov explique très bien cela dans
l’introduction de son livre [Vinogra-
dov, 2004]. Il emploiera la même
technique pour étudier les sommes
d’exponentielles. D’une façon sim-
pliste, il s’agit d’employer l’inégalité

de Cauchy-Schwarz, ce qui a pour ef-
fet de créer une variable lisse pour
laquelle nous nous retrouvons à som-
mer une série géométrique. Pour pou-
voir employer l’inégalité de Cauchy-
Schwarz sans trop de pertes, il faut
d’abord avoir des sommes de lon-
gueur à peu près égales, et comme
cette longueur est réglée par X/m
dans le membre de gauche de (20),
il faut que m soit de taille à peu près
fixe.

Préparation : décomposition en sommes diadiques

Nous montrons facilement que∑
dm≤X

µ(d)v(m)e(dmα)

� (logX) max
z≤M≤X/z,
M≤M ′≤2M

∣∣∣∣∣ ∑
dm≤X,

M≤m≤M ′

µ(d)v(m)e(dmα)

∣∣∣∣∣. (20)

Dit de façon plus rapide : moyennant la perte d’un facteur logX, nous
pouvons localiser la variable m. Nous pourrions aussi localiser la variable
d, en partant au départ de la somme

∑
X/2<n≤X µ(n)e(nα). Ceci est inutile

dans le traitement simpliste que nous proposons ci-dessous.

Utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz

Nous sommons sur la variable m est premier et appliquons l’inégalité de
Cauchy-Schwarz, i.e. nous écrivons∣∣∣∣∣ ∑

dm≤X,
M≤m≤M ′

µ(d)v(m)e(dmα)

∣∣∣∣∣
2

≤
∑

M≤m≤M ′
|v(m)|2

×
∑

d1,d2≤X
M

µ(d1)µ(d2)
∑

M≤m≤X/max(d1,d2)

e((d1 − d2)mα).

Le phénomène annoncé a lieu : dans la seconde somme, la variablem est lisse,
ce par quoi nous entendons qu’elle n’est affectée d’aucun poids arithmétique.
Il nous reste à sommer une série géométrique.
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Traitement des grands dénominateurs (z < q ≤ Q) 9

Voici une parenthèse concernant
∑

M≤m≤M ′ |v(m)|2. Nous avons (en
partie de façon similaire à (17) car |v(m)| ≤ τ(m))

∑
M≤m≤M ′

|v(m)|2 ≤M ′
∑
m≤M ′

|v(m)|2

m
≤M ′

∑
m≤M ′

τ(m)2

m

≤M ′
∑

d1,d2≤M ′

τ(d1d2)

d1d2
≤M ′

∑
d1,d2≤M ′

τ(d1)τ(d2)

d1d2

≤M ′
 ∑
d1≤M ′

τ(d1)

d1

2

ce qui nous donne

∑
M≤m≤M ′

|v(m)|2 ≤M ′
( ∑
m≤M ′

1

m

)4

≤M ′(1 + logM ′)4 �M(logX)4.

Un traitement un peu plus soigneux montrerait que cette somme est en
fait �M(logX)3, mais la perte du logX n’est pas importante.

Nous utilisons encore (voir (15)), lorsque q - d1 − d2 et X/z ≤ Q/4 :

∣∣∣ ∑
M≤m≤X/max(d1,d2)

e((d1−d2)mα)
∣∣∣ ≤ 1/| sin(π(d1−d2)α)| ≤ 1/‖(d1−d2)a/q‖.

Nous introduisons la variable r = d1 − d2, et donc

∣∣∣∣∣ ∑
dm≤X,

M≤m≤M ′

µ(d)v(m)e(dmα)

∣∣∣∣∣
2

�M(logX)4

×

( ∑
d1,d2≤X

M
,

d1≡d2[q]

M +
X

M

∑
−X/M≤r≤X/M,

r 6≡0[q]

1/‖ra/q‖

)
.

La première somme est au plus

M
∑
d1≤X

M

∑
d2≤X

M
,

d1≡d2[q]

1 ≤M
∑
d1≤X

M

(
X

Mq
+ 1

)
≤ X

(
X

Mq
+ 1

)
.
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10 4.3 Traitement de la forme bilinéaire

Quant à la seconde somme, nous découpons l’intervalle [1, X/M ] en inter-
valles de longueur ≤ q. Sur chacun de ces intervalles, disons I, nous avons ∗∑

r∈I,
r 6≡0[q]

1

‖ra/q‖
≤ 2q(1 + log(q/2))� q log q.

Par ailleurs, il y a au plus X
qM + 1 tels intervalles I, ce qui nous donne

finalement∣∣∣∣∣ ∑
dm≤X,

M≤m≤M ′

µ(d)v(m)e(dmα)

∣∣∣∣∣
2

�M(logX)4

(
X2

Mq
+X+

(
X

Mq
+1

)
q log q

)

�

(
X2

q
+XM + q log q

)
(logX)4 � X2

(logX)2A+2
. (21)

Si nous portons (21) dans (20) et ajoutons (19), nous avons montré que

∑
n≤X

µ(n)e(nα)� X

(logX)A
(22)

lorsque z < q ≤ Q.

Étape 5
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