LLE JEU DES CAPTURES

UNE EBAUCHE D’ETUDE MATHEMATIQUE

Olivier Ramaré

Voici des notes rapides concernant une étude mathématique du jeu
des Captures. Cette version demande un bon bagage de culture ma-
thématique et j’espére écrire une version plus légére et /ou plus détaillée
bientot. Ces notes sont trés inspirées au début par les travaux sur le
solitaire de Leibniz en 1710, de E. Lucas en 1882 dans ses « Récréa-
tions mathématiques », de M. Reiss en 1883, de N ; de Bruijn en 1972,
de E.R. Berlekamp, J.H. Conway et R.K. Guyde dans leur livre sur les
jeux, de J.D. Beasley en 1985 et je ne citerai pour finir que A. Deza
en 2002, bien que d’autres auteurs devraient étre ici cités si je cherchais
I'exhaustivité !

1. Une modélisation

Commengons par donner des noms aux cases de notre barrette, soit C,
Cj, ... et finalement Cy, dans 'ordre, et nous notons & leur ensemble. Nous
considérons .# (&, Z) 'ensemble des fonctions de & a valeurs dans Z, et de
meéme 7 (6,Q), .7 (6,R) et F#(6,Fq).

Au lieu d’une position, nous considérons la fonction F' qui a chaque case
associe le nombre de pion sur cette case, et par exemple la fonction associée
a la position
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2 Quelques espaces vectoriels et modules

est donnée par

F(Cy) = F(Cy) =1, F(Cy) = F(Cs) =2,
F(Cs) = F(Cy) =3, F(Cy) =F(Cs) =4, F(Cs)=5.

Lorsque nous partons de deux fonctions sur &, disons F et G a valeurs
dans Z, et méme & valeurs positives ou nulles (puisque les piles de pions ne
contiennent jamais de nombre négatif de pions!), la question générale que
nous nous posons est de savoir si nous pouvons passer de I'une a 'autre par
des coups légaur, encore que cette 1égalité doive encore étre convenablement
définie. Avant de faire cela, nous avons besoin d’'un peu plus de matériel.
Pour chaque case C; (ot i varie donc entre 1 et 9), nous considérons C; qui
est la fonction qui vaut 1 au poin C; et 0 ailleurs. Nous introduisons ensuite
les coups suivants :

fO=C1+Cy—Cs f& = -Ci+Co+ Cs,
fO =Co+C5-Cy fO = —Cy+ Cs+ Cy,
fW=Cs+Cy—Cs fW' = —Cs5+ Cy+ Cs,
f® =Cy+C5 - Cg fO = —Cy+ Cs + Cs,
fO =Cs+Cs—Cr fO = —Cs5+ Co + Cr,
fO =Cs+Cr—Cs fO = —Cs + Cr + Cs,
f® =Cr+Cs—Cy f® = —Cr + Cs + Co,

et nous désignons par Z(6) leur ensemble (lequel contient donc 14 éléments).
Nous disons que nous pouvons passer de F' & G par un coup élémentaire si
il existe f dans Z(6), disons f = A+ B — C, tel que

F(A)—1=G(A), F(B)-1=G(B), F(C)+1=G(C),
et VE €6\ {A,B,C}, F(E) = G(E).

De facon fonctionnelle, cela signifie que nous avons F' = G+ f. Nous pouvons
ensuite faire se succéder les coups, disons f1, fo, ..., f,, disons, et nous disons
que nous pouvons dériver de facon légale G de F si il existe une telle suite
fis f2, .oy [ telle que F = G+ fi+ fa+---+ fp, de telle sorte que chacune
des fonctions G + f1 + - - - + fi ne prenne que des valeurs positives ou nulles
pour tout k variant entre 1 et n.

2. Quelques espaces vectoriels et modules

Nous définissons les ensembles suivants. Tout d’abord V*(Z) est I'en-
semble de toutes les sommes f1 + --- + f,, ou, dit de fagon plus stricte,
I'ensemble des combinaisons linéaires des fonctions de 2(6) a coefficients
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Réduction modulo 2 3

dans Z mais aussi positifs ou nuls. Le second ensemble est V(Z) qui 'en-
semble des combinaisons linéaires des fonctions de 2(&) a coefficients dans
7, sans cette fois-ci imposer la condition de positivité. Nous aurons aussi
besoin de V1 (Q) ol nous imposons cette fois-ci & nos coefficients d’étre po-
sitifs mais pas spécialement entiers, et nous les autorisons & appartenir a Q.
Regardons quelques éléments spéciaux de ces ensembles.

L’élément 2C; = f@) 4 @) appartient a VT (Z), et Pélément 2C, —2C3 =
f@ — @ appartient a V(Z) mais, a priori, pas & V1 (Z). Enfin 'élément
Cy = L(f@ + @) est dans V*(Q).

D’apres le premier paragraphe, si nous pouvons passer de la position
F a la position G, alors F — G € VY(Z), et c’est la clé d’une bonne
partie du travail qui suit!

Il se trouve que la condition F'— G € V1 (Z) est difficile a traiter et nous
n’obtiendrons que des résultats partiels. Voici notre plan d’attaque :

— Etudier a quelles conditions F — G € V(Z).

— Etudier a quelles conditions F — G € V*H(Q).

— Essayer d’étudier a quelles conditions F' — G € V*1(Z).

3. L’espace vectoriel ambiant

Nous quittons ici le domaine élémentaire et supposons beaucoup plus de
connaissances de la part de notre lectrice!

Remarquons ici que tous les ensembles de fonctions considérés jusqu’a
présent sous des sous-ensembles de . (6, Q), lequel est un espace vectoriel de

dimension 9 sur Q, dont la famille C1, - - - , Cy constitue une base. L’ensemble
V(Z) est un sous Z-module. Nous commengons par déterminer son rang.

Théoréme 1 Le Z-module ¥ (Z) est de rang 9 et 2% (&) C V(Z).

Preuve. En effet, nous avons vu que chacune des fonctions 2C5, ..., 2Cs
était la combinaison linéaire & coefficients dans Z d’éléments de 2(6). Il
nous reste a remarquer que 2C; = f& — @7 4 @) 4 BV et de méme pour
2C’9. OO0

4. Réduction modulo 2

Avant d’énoncer ce résultat nous avons besoin d’un peu plus de matériel.
Si g appartient & .7 (S, Z), nous lui associons g dans .# (S, Fs), qui est définie
par

0  sig(P) est pair
{ 1 sig(P) est impair.
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4 Réduction modulo 2

Nous constatons alors m = g+ﬁ ce qui est la propriété fondamentale dans
ce qui suit, bien qu’elle soit assez triviale & montrer : comme il s’agit d’une
propriété entre fonctions, il suffit de la vérifier en chaque point ; prenons par
conséquent un point P de &; si g(P) et h(P) est pair alors h(P) + g(P) est
pair et nous avons bien 0+ 0 = 0; les trois autres cas sont tout aussi simples
a prouver. En fait la définition de I'addition dans Fy est faite de fagon a
ce que cette propriété soit vérifiée! Nous constatons alors que §; = o si et
seulement si il existe g3 € F(S,Z) telle que g1 = g2 + 2g3, puisque la seule
fagon de ne pas changer la parité de gi(P) en chaque point consiste a lui
ajouter un entier pair, tout simplement.

Remarquons que dans Fa, nous avons 2 = 1 +1 = 0 et aussi —1 =
—1+4+0= -1+ 2= 1. Si nous prenons f dans Z(&), alors f ne prend que
les valeurs 1 et 0 puisque la valeur —1 devient identique dans Fy & 1. En
particulier nous ne distinguons plus le pion d’ou I'on part, ou f prend la
valeur 1, du pion ot l'on arrive, ot f prend la valeur —1. Et partant, f/ = f.
Nous posons alors

Dn(&) = {ff?),f(3),ff4),f(5),f?6),f(7)} (1)
qui est donc I’ensemble des coups modulo 2.
Théoréme 2 Soit g et h deux fonctions de F(S,Z). Alors
g—heV(6,Z) sietseulementsi §—he V(S Fy).
En fait, nous avons alors 2% (6,7) C V(6,7Z).
Preuve. D’aprés le théoréme 1, nous savons que 2.% (S,Z) C V(S,Z) ce qui
est en fait le point clé.

Le reste de la preuve est alors facile. Tout d’abord, si g — h € V(&,7Z),
alors § — h = g/z/h € V(6,Z) = V(6,Fs). Réciproquement, si g — h €
V(6,Fq), alors g—h est dans V(S,Z)+2.% (6, Z). Mais puisque 2.7 (6,7Z) C
V(6,7Z), cela se simplifie en g — h € V(&,Z) comme requis. © 00

Théoréme 3 .7 (6,Fy) est en un espace vectoriel de dimension 9 sur Fo,
et V(S,Fq) en est un sous-espace de dimension 7.

Preuve. La premiére assertion est facile et il est tout aussi facile de mon-
trer que la dimension de V(&,Fq) est inférieure a 7 puisque cet espace est
engendré par Z5(&) qui contient moins de 7 éléments. Pour montrer que
la dimension est effectivement 7, montrons que le sous-ensemble engendrant
P5(6) constitue une famille linéairement indépendante. Considérons une re-

lation ~

> nf =o.

2<i<T
En regardant la valeur du membre de droite (A2) et celle du membre de
gauche (0) en C1, nous constatons que A3 = 0. Nous montrons de méme que
A3 =0, puis Ay = 0, etc, jusqu’a A7 = 0. La preuve est ici compléte. <ooo
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Réduction modulo 2 5

Le sous-espace V (S, Fs) peut étre déterminé par deux équations (puis-
qu’il est de codimension 9 — 7 = 2). Comment déterminer deux telles équa-
tions ? Considérons l'ensemble des F' € .# (6, F2) qui sont tels que

F(Cl)+F(CQ)+F(C4) +F(C5)+F(C7)+F(Cg) = 0. (2)

Il s’agit 1a d’un hyperplan qui contient chaque f de P5(6), et qui contient
donc V(6,Fy). Avec un peu de travail, nous atteignons le théoréme suivant :

Théoréme 4 Soit g et h deuz fonctions de 7 (S,7Z). Alors g—h € V(6,7Z)
si et seulement si

g(C1) + 9(C2) 4 g(Cy) + g(Cs) + g(C7) + 9(Cs) =

h(C1) + h(C3) + h(Cy) + h(C5) + h(C7) + h(Cs) mod 2,
9(C2) + 9(C3) 4+ 9(C5) + g(Cs) + g(Cs) + g(Co) =

h(CQ) + h(Cg) + h(C5) + h(06) + h(Cg) + h(Cg) mod 2.

La lectrice qui aura suivi nos histoires de coloriages les comprendra certai-
nement mieux & la lumiére de ce qui précéde! En particulier, si nous partons
de la position Pyramide, disons gy, nous avons

90(C1) + 90(C2) + 90(C4) + go(Cs) + go(C7) + go(Cg) = 17 = 1]2].

Ceci permet de démontrer qu’il est impossible de finir avec un seul pion
sur I'un des cases C3, Cg ou Cy! Le lecteur montrera en utilisant 'autre
équation (ou par symétrie) qu'il est impossible de finir sur 'une des cases
Cl, C4 ou C7.

A Paide de cet outil (je nomme la valeur modulo 2 de la somme go(Ch) +
90(C2) + 90(C4) + 90(Cs) + 90(C7) + go(Cs) la premiére caractéristique de
la position, et la valeur modulo 2 de la somme ¢o(C2) + go(C3) + go(Cs) +
90(Cs) + go(Cs) + go(Cy) la seconde caractéristique), le lecteur pourra aussi
montrer de cette maniére qu’il est impossible de réduire la position

Le muret

4 un seul pion ... Et réussira avec un peu de persévérance a réduire cette
position & deux pions. Ol peuvent étre posés ces deux derniers pions ?
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6 L’écriture a coeflicients rationnels positifs

Terminons cette section par I’étonnant probléeme des bases. L'une de dif-
ficultés que nous rencontrons vient de ce que notre ensemble de généra-
teurs Z(6) contient 14 éléments, alors que la dimension de 'espace ambiant
V(6,Q) est plus petite, et vaut 9 en 'occurence. Supposons que nous pre-
nions dans Z(6) 9 vecteurs qui engendrent V (S, Q), et notons B cette col-
lection. Que peut-on dire de 'ensemble V(B) des combinaisons linéaires a
coefficients dans Z des vecteurs de B ? Bien str, nous avons V(B) C V(6,Z)
mais est-il possible de trouver B telle que 2V (&,Z) ¢ V(B)? De fagon plus
faible, est-il possible de trouver B pour laquelle il n’existe aucune puissance
de 2, disons 2%, telle que 2V (&,Z) Cc V(B)?

De fagon plus lapidaire, V(B) est un sous Z-module de V(&,7Z). Est-il
possible que son indice ne soit pas une puissance de 27 Est-il possible que 2
ne soit pas l'exposant de V(&,Z)/V(B)? Ou encore : le cardinal du groupe
F(6,Z)/V(B) est-il contraint a étre une puissance de 2, et son exposant
est-il au plus 47

C’est le probléme que j’appelle le probléme des bases et dont je ne connais
a ce jour pas de solution!

5. L’écriture a coefficients rationnels positifs

L’étude précédente répond de facon satisfaisante a la premiére question,
qui était de détermineer quand une différence appartient-elle a V (S, Z). Nous
nous tournons a présent vers la question de la positivité des coefficients. Com-
mengons par introduire un produit scalaire sur % (S, Q). Nous définissons le
produit scalaire des deux fonctions g et v appartenant .% (&, Q) par

(9,7) = 9(C1)V(C1)+9(C2)7(C2) +39(C3)7(C3) +9(Ca)v(Ca) +9(C5)v(Cs)
+9(C)v(Cs) + g(C7)v(C7) + 9(Cs)v(Cs) + g(Co)v(Co).

Prenons pour v la fonction qui vérifie

V(C1) = 0,7(C2) = 1,7(C3) = 1,7(Ca) = 2,7(C5) = 3,
7(Cs) = 5,7(C7) = 8,7(Cs) = 13,7(Cy) = 21.
Cette fagon de décrire v est vraiment trés longue, aussi nous contenterons-
nous dorénavant aécrire’y:‘ 0 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ ) ‘ 8 ‘ 13 ‘ 21 ‘.Pourquoi
un tel choix 7 Et bien la lectrice vérifiera sans peine la propriété fondamentale

suivante :
Ve 2(6), (v.f)=0. (3)

Mais puisque toute fonction de V1 (&, Q) peut s’écrire comme une combi-
naison linéaire & coefficients positifs ou nuls de f, cette positivité s’étend a
V+(6,Q), de telle sorte que nous avons

VF e VT(6,Q), (v,F)>0. (4)
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L’écriture a coefficients rationnels positifs 7

Quelles sont donc les conséquences sur le jeu d’une telle inégalité 7 Disons
que nous voulions essayer, en partant de la position

L’invasion

de mettre un pion en Cg, quelque soit ce qui reste sur les autres cases. Soit
g1 cette position initiale. Choisissons go une position qui contienne au moins
un pion en Cy. Si nous pouvons passer de g1 & go, alors g1 — go € VT (6,Q)
et par conséquent

(7,91 —g2) >0

ie. (v,91) > (7, g2), c'est a dire que la valeur de ce produit scalaire décroit !
Au départ, cette valeur est (v, g1) = 20 et a la fin, nous avons

(7,92) = 7(C9)g2(Cy)

parce que v et go sont toutes les deux & valeurs positives ou nulles. Par
ailleurs g2(C9) > 1, ce qui implique que (7, g2) > 21, nous amenant a une
contradiction. Il est donc impossible d’amener un pion en Cy & partir de g !
En fait, nous pouvons regarder la valeur (v, g) comme une forme d’énergie de
la position g, laquelle énergie ne peut faire que diminuer lorsque nous jouons.
Si une fonction 7 vérifie (3) ci-dessus, ou de fagon équivalente (4), nous
disons que 7 est un potentiel. Certains de ces potentiels sont évidents, comme
7T0:‘ 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘.Lavaleur (70, g) est simplement le
nombre de pions sur notre barette, et ce nombre décroit bien évidemment
lorsque nous jouons!

Les quatorze inégalités (il suffit de faire varier f dans (&) pour les ob-
tenir) contenues dans (3) définissent un coéne polyhédral conveze, c’est a dire
a priori un sous-ensemble de .#(&,Q) défini par un nombre fini d’inégali-
tés linéaires du genre (g,6) > 0, ou, géométriquement, comme l'intersection
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8 Une approche directe

d’un nombre fini de demi-espaces. Un lemme plus difficile qu’il n’y parait et
di & Farkas en 1902 affirme qu’un tel cone polyhédral convexe peut aussi se
décrire comme ’ensemble des combinaisons linéaires & coefficients rationnels
positifs ou nuls d’'un nombre fini de vecteurs que ’on nomme générateurs.
Nous avons alors & notre disposition deux coénes polyhédraux convexes : d'un
coté V1 (6,Q) et de 'autre ensemble des potentiels

m= {77 € Z(6,Q), Yue VH(6,Q), (u,r)> o}. (5)

Nous sautons quelques étapes, mais ces cones polyhédraux possédent des
demi-droites extrémales. Si nous prenons un vecteur non nul sur chacune
de ces demi-droites extrémales, nous obtenons un systéme de générateurs,
et méme un systéme minimal. Je laisse & la lectrice le soin de montrer que
I'ensemble Z(&) est aussi un systéme minimal. Un systéme de générateurs
minimal pour II, disons 7, 73 ...  7(K) donne lieu & un nombre fini d’in-
équations ((u, 7)) > 0) définissant V1(&, Q). Combien d’inéquations sont-
elles nécessaires 7 Ou en d’autres termes, que prendre pour K ci-dessus ? Et
quelles sont ces inéquations ? Nous laissons au lecteur le plaisir de montrer
que II est 'intersection de 14 demi-espaces !

Déterminer les demi-droites extrémales d’'un coéne polyhédral convexe
constitue un probléme classique d’algorithmique, et la lectrice trouvera dans
la littérature les algorithmes de Motzkin et celui dit de double description.
Construire des potentiels « intéressants » est un beau probléme, dont 1'ex-
ploration reste & faire!

6. Une approche directe

Les sections précédentes ont mis en place toute une série d’éléments théo-
riques qui permettent de comprendre le probléme sous un certain angle (le-
quel est stirement illuminant!) Nous nous sommes ensuite tournés vers des
méthodes de résolution générales, ce que nous continuerons dans la section
qui suit. Mais il est aussi important de simplement s’arréter et d’essayer de
résoudre une partie du probléme a la main! Soit h € V(&,Z). Par défini-
tion, nous pouvons ’écrire sous la forme

h = $2f(2) + ng(?;) + $4f(4) + x5f(5) + w(;f(G) + x7f(7) + wgf(8)+
+ b fO b f O 42l fO 4 2 OV o O gl Ty g p B,

Le probléme que nous avons en général est plutot 'inverse : nous connaissons
h et nous cherchons ¢ déterminer si il existe de tels xg, o), ..., 5 qui soient
a la fois entiers et positifs ou nuls. Un idée est d’essayer de résoudre ce
systéme ! Ecrivons h; au lieu h(C;). Nous obtenons que I'égalité précédente
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Une approche directe 9

est équivalente au systéme suivant.

(hlz xT9 —$/2

ho= zy +abh+a3—1}

hs=—xo+xh+r3+r5+Ts—2)

hy= —r3tahtrgtal s -k

hs= —xy+ Tyt rstak+re—xy

he= —zs+ai+retag+rr—oh

hy= —Tet+Tgt+rr+ah+rs—ag

hg= —xrtah+rgtag

hg= —968+9€§
Nous connaissons hi, ... , hg et nous cherchons si une solution existe. Nous
pouvons exprimer neuf des variables, que nous nommons principales, en fonc-
tion des paramétres hq, ... , hg et des 5 variables restantes et exprimer les

conditions de positivité des variables principales & partir de ces expressions ...
Nous laissons le lecteur continuer en lisant I’appendice A. Voici ce que nous
obtenons. Nous posons

2hy = —hy —hg — ha + hs + h7 — hg,
2h2 hl—h2+2h3—|—h4—|—h5—|—h7—h8,
2hs h1 + hs + hg + hg + h7 + ho,

2h4 = h1+h3+h4—|—h6—h7+2h8+h9.

et obtenons

.%'/zzm'g—hl

3 = —2wy + a5 + hy + h
x2:—2$2+2xg+1‘4+h2—h3
TE=x4+ 22 —T7 + 25+ M

T5 = 9 — 20h — x4 — x7 + 2§ + ho
Ty = —xy — T4 — 7 + h3

T = —Th — T4+ x7 — 205 + hy
.%'/7:1'7—2.%'g+h8+h9
\xgzﬁﬂé—hg

Il nous faut par conséquent déterminer xo, Th, T4, Tk, T7 entiers positifs tels
p q y 43y s Lgy L7 p

que

hlSCCQ,

2x9 — af < hy + ha,
2$2—2$%—$4§h2—h3,

—h < x4+ x9 — 27 + T4,

—xg + 225 + x4 + 7 — 25 < hg,
zh + x4 + x7 < ha,

Ty + Ty — 27 + 205 < g,
—x7 + 2xg < hg + ho,

hggxlg
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10 Une approche directe

Toutes les variables apparaissent dans 5 inégalités (auxquelles il faut ajouter
les conditions de positivité). Occupons-nous de x7. Cette variable doit vérifier

max(O,xé + x4 + 2m'8 — h4,2xg — hg — hg) < x7
< min(x4 + x9 —i—xé + A1,z — 2xé —m—i—xé —|—h2,—xg — T4 —i—hg).

Il est possible de construire la variable x7 si et seulement si le membre de
droite est supérieur au membre de gauche, ce qui nous donne 9 nouvelles in-
égalités. Cette fagon de procéder est dite l’algorithme de Fourier-Motzkin. La
premiére étape que nous venons de détailler consistait & éliminer la variable
x7. Il nous reste les inégalités qui suivent :

0 <azy+z2+ x5+ I,

0 <@g — 2a% —xy + 25 + ho,

0 < —af — x4 + ha,

zh + xy < w9+ Iy + ha,

3ah + 2w + x5 < x9 + h + ha,
2wy + 224 + 205 < hg + hy,

zg < x4+ T2+ hy + hg + hy,

xg < x9 — 225 — x4 + ho + hg + ho,
2xé§—xg—x4+h3+h8+hg.

hy <z,

2x9 —mg < hq + ho,

2$2 — 2$é — T4 S h2 — h3,
hg < xg,

Le plus économe est & présent d’éliminer la variable xy, qui doit vérifier

max (0, 2k, —2x4 — 2x§ — 2Ry, 4ah + 2x4 — 20 — 2Ny, 205 + 2w — 2Ry — 2Ny,

6$g+4$4+2$é—2h2—254, 237%—23?4—2711 —2hg—2hg, 2$é—|—4$%—|—2$4—252—2h8—2h9)

<219 < min(h1 + ho + xg, ho — hs + 2$g + $4).

Comme le membre de gauche est toujours pair, il suffit que le membre de
gauche soit inférieur au membre de droite pour qu’il existe un entier pair
entre les deux. Le lecteur doit faire attention & cette contrainte apparem-
ment innocente, mais qui ruine l'algorithme dans le cas général si nous in-
sistons pour déterminer des variables entiéres! Nous aurons bientot affaire a
ce probléme. Commengons par définir

hi{ = max(hy,0). (7)
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Une approche directe 11

Voici notre nouveau systéme d’inégalités :

2h;r—h1—h2 SCE%

—21‘% —x4 < —thi_ + hg — h3

—xé — 2x4 — 25[7/8 < hi + ho + 2k
—21‘% — 3x4 — 2$é < hg — hg + 2k
3$é + 2x4 — 2$,8 < hi+ hg + 2hy

Cﬂg+$4§h3, 2$%+$4—2$’8§h2—h3—|—2h2
2.%'&4—2.%’44—2.%’% < hg + hy, 1‘%4—21"8 < hy+ hg + 2k + 2h4

w3 +xg + 205 < hy +hg +hy,  —x4+ 225 < hy — ha + 2hy + 2Ny

hg §x§, 5.%'&4—4.%’44—2.%’% < hy + hg + 2hy + 2k

4$é+3$4—|—2$’8Shz—h3—|—2h2+254
—.%'g—21'4+21'é§h1+h2—|—2h1+2h8+2h9
—2xh — 34 + 225 < hg — hs + 2h h

3 4+ 2xg < hg — h3 + 2hy + 2hg + 2hg
3ah + 224 + 225 < hy + ha + 2hg + 2hg + 2hg
2Ié—|—$4—|—2$’8ShQ—h3—|—2h2—|—2h8—|—2hg.

Il est utile de remarquer & ce niveau que hg+ hy est pair. La variable suivante
que nous éliminons est zg. Nous définissons a cette fin

hg = max(0, hy) (8)

Nous déplagons a présent nos équations pour essayer d’obtenir un systéme
plus lisible :

,Ig—{—fﬂzl < h37

xh + 225 < hy + ho + 2hy + 2hy

zy + x4 + 225 < hig + hs + hy,

2$g—|—$4—|—2$é < hg —h3+252—|—2h8—|—2h9.
22 + 2w 4 225 < hg + ha,

3$%—|—2$4—|—2$’8 < h1 —|—h2 —|—2h2 +2h8 —|—2h9
4.%'%4-3.%’44—2.%’% < hg — hg + 2hy + 2h4
5$é—|—4$4—|—2$’8 < h1 —|—h2 —|—2h2 —|—27i4
h9§£é7

2h;r—h1—h2 Sxé

—21‘% —x4 < —2h1’— + ho — h3

—xé — 224 —2$,8 < hi+ hy + 2R

—.%'g —2.%'44—2.%’% < hi + ho + 2°h1 + 2hg + 2hg
—2$g — 34 — 2$é < hy — hg + 2

—2$g — 3x4 + 2$é < hg — h3 + 251 =+ 2h8 +2h9
2.%'&4—1‘4—21@ < hg — hg + 2hy

3$%—|—2$4 —2$g < hi+ hg + 2hy

—x4 + 225 < hy — h3 + 2hy + 2hy
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12 Un peu de programmation linéaire entiére

xé—{—$4 < h3,

xh + 225 < hy + hy + 2k + 2hy

xh + x4 + 225 < hg + hg + ho,

21‘%4—.%’44—21‘% < hg — hg + 2hy + 2hg + 2hg.
2x3 + 224 + 225 < hg + hy,

3$g + 214 +2$é < hl —|—h2 —|—2h2 —|—2h8—|—2h9
41‘% +31‘4+2$/8 < hg — hg + 2hy + 2~y

5$g + 4xy —{—ng < h1 —|—h2 —{—252 —|—2h4
h9§£é7

2hf—h1—h2§x§5

—2.%'% —xy < —2h1’— + ho — hs

—xé — 224 —2$,8 < hi+ hy +2h

—I'g —2.%'44—2.%’% < hi + ho + 2h1 + 2hg + 2hg
—2$é —3xy — 2$,8 < hg — hg + 2=y

—2.%'% — 3x4 + 2.%'% < hg — hg + 2h1 + 2hg + 2hg
2$g+$4—2$/8 < hy — hg + 2hy

3$g + 214 —2$é < hi + ho + 2hy

—x4 + 2x5 < hg — h3 + 2hy + 2hy

Nous définissons encore

p1 = (hs+Ma)/2 (9
p2 = h3+hs+hy (
p3 = hi+hy+ 2k (
pa = ho—h3+2h (
ps = hi+ ho+ 20y (
pg = ho — hs+ 2k (
p7 = hi+ ho+ 2k + 2hy (
ps = ho —hs+ 2k + 2~y (16
P9 = hi+ ho+ 2hs + 2hy (
pro = ho —h3+ 2hy + 20y (
h1 + hg + 2hy + 2hg + 2hg (
P12 ho — hg + 2hy + 2hg + 2hg (
P13 h1 + ho + 2hg + 2hg + 2hg (
pia = ho — h3+ 2hy + 2hg + 2hg (

p11

de sorte que

max(—xg—2x4 —p3, —ng —3x4—p4, 3xg—|—2x4 —Ds, 2x§—|—x4—p6) < ng <
min (—225—2x4+2p1, —T4—T4+p2, —T3+p7, Ta+ps, —5rs—4T4+pg, —4x3—3T44P10,
T + 224 + p11, 225 + 324 + pr1, —32h — 224 — p13, —2Ts — T4 — P14)
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7. Un peu de programmation linéaire entiére

Le probléme d’écrire h = g1 — go sous forme de combinaison linéaire
positive et & coefficients entiers d’éléments de Z(&) peut se formuler de la
maniére suivante. Nous cherchons & résoudre

Minimiser Z Ty,
Fe2(8) (23)
sous zy >0, xy€Z et Z xpf = h.
fe2(8)

Notons que nous savons la valeur de la forme linéaire & minimiser : il s’agit
tout simplement de (h, 1g). Un tel probléme de minimisation (23) s’appelle
un programme linéaire auquel on ajoute le qualificatif en points entiers : il
s’agit de minimiser une application linéaire sous diverses conditions d’égalité
ou d’inégalités linéaires. Ces derniéres conditions sont ordinairement appelées
les contraintes.

La théorie et la pratique des programmes linéaires ont explosé aux alen-
tours des années 50 lorsqu’un premier algorithme di & Dantzig en 1947
(algorithme du simplexe) a résolu de tels problémes trés rapidement. Ce
type de programmes est trés utilisé dans de nombreux domaines, et notoi-
rement en économie : les modélisations afférantes demandent de travailler
avec des milliers de variables et un nombre similaire de contraintes. Cet al-
gorithme ne s’occupait pas du fait que les points soient entiers ou non, mais
une adaptation a assez vite vu le jour.

L’idée utilisée pour passer en points entiers est de calculer une solution
rationnelle et de dire que si I'on prend les parties entiéres des coordonnées de
cette solution, on doit obtenir quelque chose d’assez bon ... Ceci fonctionne
souvent, mais attention!!!!, les solutions entiéres optimales peuvent étre
bien plus compliquées!!

C’est toutefois en partant de I'idée ci-dessus qu’est née la technique dite
de “brancher et borner” aussi connu sous son nom anglais “branch and bound”
ou encore ... algorithme BB. Le permier calcul est celui d’une solution ra-
tionnelle. Si cette solution a de plus le bon gout d’étre & coefficients entiers,
nous nous arrétons. Sinon, une variable, disons x1 est non entiére de valeur ¢
dont la partie entiére est disons ¢g. Et bien nous recommencons la procédure
en résolvant les deux programmes linéaires issus du précédent mais auxquels
nous ajoutons la contrainte x1 > cg + 1 d'un c6té et 1 < ¢g. Ce procédé
va aboutir sur une solution optimale, Malheureusement cette procédure de
division des problémes a tendance & les multiplier, et le temps augmente
exponentiellement : nous partons d’un probléme, nous en déduisons 2, dont
nous en déduisons 4, puis 8 ... Il est donc essentiel de disposer de bonnes
bornes a priori sur les variables et de bonnes stratégies de choix pour décider
si il faut plutot considérer une branche ou I'autre.
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14 Appendice A

La plupart des systéme de calculs formel propose des fonctions de réso-
lutions des programmes linéaires. En logiciels libres, le programme lp solve
fontionne trés bien et assez rapidement. Nous pouvons y remplacer “Mini-
miser” par “Maximiser” (il suffit de multiplier la condition par —1 pour s’en
rendre compte).

Expliquons ici out de tels problémes apparaissent & partir du probléme
classique du sac a dos : un marcheur veut transporter la quantité maximale
de nourriture et il peut supporter 22 kilos. Il a le choix entre des paquets de
2 et de 3 kilos chacuns et il souhaite que le nombre de paquets de 3 kilos
soit entre une fois le nombre de paquets de 2 et deux fgois ce méme nombre.
Combien de paquets de 2 kilos et de paquets de 3 kilos doit il emporter 7 Et
bien si x est le nombre de paquets de 2 kilos et y le nombre de paquets de 3
kilos. Alors le probléme est :

24
T, Yy€EZ et 2x>y>z, 2x+ 3y <22 (24)

Maximiser 2x 4+ 3y,
sous
Nous laissons au lecteur le soin de résoudre ce probléme! Une dessin lui sera
stirement utile ...

8. Appendice A

( hl = XI2 —.%'/2

hi + ho=2x9 +$3—$é

h1 + hs= +x3+xg+x4—xﬁl
hy = —r3+xhtrs+a)+rs—xh
hs = —zy+ay+rstar+re—ry
he = —T5t+rht+Tet+Tht+Tr—2ak

hy 4+ hg= —ze+Tgt+Tr+as

hsg + hg= —1‘74—1"7 +2.%'g
hg = —xs —|—$,8

hl = T2 —56/2
hi+ hy =229 +x3 —xg
ho —hy =2x9 —2$é —X4 —|—$£1
hi + h3 4 hy= 2wy +2ry w5k
hs = —xy +rytas+rit+ze —
he + hy + hg= —x5+Ts +2x5+2x7
hy +hg = —xg +a +a7 +oh
hs +hg = —x7 4zl 2z
hg = —xg +af
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hl = T2 —$/2
hi+ hy =229 +x3 —.%'g
ho —hs =2x9 —2xh —x4 +a)
hy + hg + hy= 2xy +2r4  Fw5—ak
ho — hy — hs=2x9 —2$é —$5—$%—$6 —}—x%
he + hy + hg= — x5tk +2xp+2x7
hy —hg = —Tg —i—wé +2x7 —21"8
hs +hg = —x7 +2x
hg = —XI8 +.%'é

Nous gardons z, 2%, x4, T§, T7

xh =x9 —h1
—x3 =2x2 —h1 — ha —xé
721321 =2z 721',373347h2 + hs
hi1+ hg + hg — 21‘{;) — 2x4= +$5—1‘/5
ho — hg — hs — 222 + Qxé: —$5—1"5—$6 +1‘é
he + h7 + hg — 227 = —x54xf 2z
h7 — hg — 2x7 + 2$,8 = —Tg +1‘é
7213/7 = —x7—hg — hg +2{L'/8
T8 = —h9 +1'§3
4 =13 —h
Ty =x2 —h1
—x3 =2x9 —h1 — ha —2f
_3521 =219 —2J3'3—J34—h2 + hs
hi+ hs + hyg — 21’é — 214 = +:B57{L'/5
ho — hg — hs —21‘2-{-21‘5 —h7+h8+2$7—2x;3: —1‘5—$/5
he + h7 + hg — 2x7 + h1 + hg + hgy — 225 — 224 = +2xg
h7 — hg — 2z7 + 21‘/8 = —x6 +$é
71-’7 = —x7—hg — hg +2:B/8
xrs8 = —hg +33/8
ac/2 =x9 —h;
—x3 =2z —hy1 — ha 71:’5
7121 =2z 72157147h2 + h3
hi1 4+ hg — 2;0/3 — 2x4 + hg — hs — 222 + 2903 — h7 4+ hg + 2z7 — 2;0/8: —290{5
h2—hg—h5—2x2+2xg—h7+h8+2x7—2xg = —x5 —mg
he + h7 + hg — 2x7 + h1 + ha + hy — 225 — 2a4 = +2x
h7 — hg — 2/;07 + 290'8 = —xg +mg ,
—zf = —x7—hg — hg +2zg
g = —hg +zé
!
5 =xz9 —hq
—z3 =224 —hi — hgy —a}
714’1 =2z 721:’57147h2 + h3
hi+ hyg —2x4 + hg — hy — 2x5 — h7 + hg + 2x7 — 22h = —2x
2hy — 2hg — 2hs — 4ag + 4zh — 2h7 + 2hg + da7 — dzf= —2w5— 2]
he + h7 + hg — 2x7 + hy + hg + hg — 225 — 224 = +2z§
2h7 — 2hg — 4dx7 + 4o} = —2z6+2wg
—zc/7 = —x7—hg — hg +2x,/8
xg = —hg tzg
zc/z =z —hq
—x3 =2z —hy — ha 7zé
—x) =2z —2xh—z4—hg + h3
hi + ha — 2x4 + ho — hs — 29 — hy + hg + 2z7 — 2x} = —2af
ho — 2hg — hs — 2z + 4ah — hy + hg + 227 — 2z§ — hy — ha + 2z4= —2x5
he + h7 + hg — 2x7 + h1 + hg + hg — 225 — 224 = +2
he + hg + h1 + hg + hy — 225 — 224 — hy + 2hg + 227 — 4l = 2z¢
—m/7 = —x7—hg — hg +2m/8
g = —hg +zé
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Ce jeu étant nouveau n’est couvert dans aucun livre. La lectrice trou-
vera cependant dans les ouvrages ou les sites qui suivent des éléments qui
I’aideront dans sa réflexion.
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oo Paul Busschop “ Recherches sur le jeu du solitaire : oeuvre posthume”,
Bruges : Impr. de Daveluy , 1879

oo Jeanine Cabrera & Rene Houot “Traité pratique du jeu de solitaire”, Flam-
marion , 1977

oo E. Lucas “Récréations mathématiques”, tome I. Paris, Gauthier-Villars,

1882. En accés libre sur le site de la bibliothéque nationale de France :
http://gallica.bnf.fr/
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Le premier tome est celui qui vous intéresse, & partir de la page 114.
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