RESULTAT OMEGA POUR LE RESTE DE LA FONCTION
SOMMATOIRE DU NOMBRE DE DIVISEURS

1. NOTATIONS ET DEFINITIONS
2mix

(1) Pour z réel on écrit e(x) = e

(2) Siz € R, onnote ||z|| la distance entre z et Z, c’est-a-dire ||z|| = inf{|z — n|;n €

(3) Soient f:R — Cet g:R — RT deux fonctions. On écrit
f=9:(9)

s’1] existe une constante ¢ > 0 et une suite (a:n) croissant strictement vers ’infini
telles que

fzn) > cg(zn)Vn > 1;
on écrit f = Q(g) si |f| = Q4(g). Cest donc la négation de f = o(g). On écrit
f=9-(9)
s’il existe une constante ¢ > 0 et une suite (z,,) tendant vers I'infini telles que

f(zn) < —cg(zn)V¥n > 1.

(4) Pour tout entier n > 1 on note d(n) le nombre de diviseurs de n; ainsi

d(n) = Z 1.

k|n
On écrit

(1.1) D(z) := > _d(n)

n<x

pour tout réel z > 0 (D(z) = 0 pour z < 1).

2. TERME PRINCIPAL

Si 'on dévéloppe la somme (|1.1)) on voit que

D(z) = ZZl

I
i—‘

mn<x

d’ot1 ’on voit que D(z) compte le nombre de points du réseau Z> dans le premier quadrant

sous Ihyperbole {(z1,x2) € R? : z120 = z}. On divise cette région en trois parties,

Région 1 qui est le carré {(z1,2z2) : 1 < @1,20 < /T} qui contient |/z]? points du

réseau Z?, et Région 1= {(z1,22) € R? : 1 < 21 < /7,/x < x2 < x/x1}, Région
1
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= {(z1,22) € R? : 1 < 23 < /z,v/7 < 21 < x/x2} qui contiennent toutes les deux
Zn<\/§ Vi<m<a/n 1= Zn<ﬁ(L%J — [v/z]) points du réseau 7Z2. Donc la somme vaut

D) = |Va]'+2 Y (2] - va)

n<yx
-2 T |21
n<VE@
=2y (%Jr0(1))—(ﬁ+0(1))2
n<yz
= 2 Y %-&-O(\/E)—ac-i-O(\/E)
n<vE
2 (log vz + v + O(%)) —z+0Wz)

= zlogz + (2y — 1)z + O(Vx).

De cette maniére on voit que, sil’on définit A(z) := D(z)—zlogx—(2y—1)z,
Az) = O(Vx)

ce qui est une majoration de A(x).

3. RESULTATS OMEGAS

On se demande si A(x) peut devenir arbitrairement grand. En effet Hardy a montré dans
[GHH] que

A(z) = Q4+ ((xlog x)% log log x)
et

Hafner a amélioré ce résultat dans [JLH| en montrant que

1 3+2log?2
(3.1) A(z) = Q4 ((wlogz)? (loglogz)  *  exp(—cy/logloglog z))
pour une certaine constante ¢ > 0.

Dans cet exposé on va montrer une amélioration de (3.1) donnée par K. Soundararajan
dans [KS1], ol il a montré que

1

4
Az) = Q((zlogz)1 (log log ) 1* = (log log log )~

oolo

)

en utilisant la série tronquée de Voronoi pour A(z), a savoir

_ oz d(n)

’/T\/i Zs n%

n<X

cos(4mv/nx — %) +O(XWX <z < X?
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pour X grand. L’idée de Soundararajan consiste & donner une minoration omégatique
pour les séries de la forme

e}

Z ) cos(2mAnx + 3)

olt f(n) >0,0< A <X < .et > f(n) < oo, qui est effectivement la forme que
prend la série de Voronoi pour A(z). On suppose désormais que 0 < Ay < Ap < -+ et

>, f(n) < 4oo.

4. LE LEMME PRINCIPAL

Lemma 1. Soient L > 2,N > 1 deuzx entiers et M un ensemble de M entiers tel
que Am € [’\N SAN] pour tout m € M. Alors pour tout réel X > 2 il existe un point
z € [£,(60)MTX] tel que

DIz g 3 g =gy 3 - >

meM n,An <2\ N

) 2
Démonstration. Soit K(u) := (5"‘75777")) le noyau de Fejér, alors on rappelle que k(y) :=

u

f+°° (—uy)du = max(1 — |y|,0). Considérons I'intégrale

/+°° ANK(Anvu)e(=Anu)F(z +u)du = e’ i f(n)e(Anx)k (M)

oo 2 ~ AN
= Pg(x),
VU que cos T = % et que k (%) = 0. Soit Fi(x) la partie réelle de g(x), ainsi

oo

Fi(z) = > Z ) cos(2mAn )k (%)

—_

+
< / ANK(Anu) |F(x 4 u)| du
__:Ox
< / ANK(Anu) |F(m+u)|du+/ ANK(Anu) |F(z + u)| du.
_X Ju|>X
2 2

Maintenant, on a [ Si;#dm =, donc [*_ AnK(Anu)du =1 d’ou I'on obtient

Fl(.%‘)

IN

ma [F(a “)'+/|.>x S 2

lul <5

max [F(o+ )+~ — 3" f(n)

|u|§7

(4.1)

IN

Donc pour trouver une bonne minoration de F(z), il nous suffira de trouver une grande
valeur de Fi. Par le théoreme d’approximation de Dirichlet on peut trouver un x¢ €
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[X, (6L)™ X] tel que on)\m| < &-Vme ./\/1E| Considérons la somme

L oo L
n 1 AN — A n
n;L Fl(nxo)k(f) = 3 72:;)”(7“)/{ <T> n;L cos(QWArnmo)k(z)
1S Av — A\ 1 [sin(rLAz0))”
= = k bl
2 ;f(r) ( AN ) L ( sin(mA\r2o)
comme f(r) > 0Vr on constate que tous les termes sont positifs; maintenant pour r €
M, on a cos(2mArnxzo) = cos(27rn||)\rzv0H > cos(Z2) > cost = 3, de sorte que

Eﬁsz cos(2mArnxo)k(F) > L 5 pour chaque r € M. Donc on peut écrire

L n “ M\ L

Fi(nzo)k(+) > 5 fr =

n;L L r;A ( )\N > 2
> g ; f(r)

ol la derniére inégalité découle du fait que A\, € [ATN, 3/\TN] Vr € M. Comme Fi(nzo) =

Fi(—nzo) on peut écrire

F +22F17’L$0 éZf

n=1 rem

comme ﬁz’i;ll F1(nx0)k(%) est la moyenne de Fi(nxo),n = 1,...,L — 1 il existe au
> ﬁ 25;11 Fi(nxo), donc

moins un no,1 <np < L — 1 tel que Fi(noxo)k(52)

Fi(noxo) > Z fr

TEM

1
> ng(T)—ﬁ Z f(n).

rem n,An <2\ N

7£1(0)

Un utilisant cette inégalité dans (4.1)) on obtient

(4.2) mag(( |F(nol’0 -+ u 2 é Z/\/‘ ﬁ Z f(n) — ﬁ ; f('ﬂ)

lul<2 nAn<2AN

donc pour un certain x avec —% + noxro < x < noxo + % on a

1 1 4
Zng(T)—ﬁ > f(n)—m;f(”)

rem nAn <2\ N

comme X < 29 < (6L)MX et 1 <mg<L—-1< LonaX <noze < L6L)MX donc
3 <ax < LBL)MX + % < (6L)M1'M et la démonstration est achevé.

O

1. Théoréme d’approximation de Dirichlet : Etant donné n réels A1y .oy Oy, €F UM
entier positif N, on peut trouver n entiers relatifs p1,...,pn et un entier positif ¢ < N tels

que‘a — B <

< pour tout i =1,...,n.
a aN

i
n
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5. APPLICATION DU LEMME

On fixe € > 0; on a, pour X > 2

Ale) = :7;5 23 d,i ) oy - DHOXWX <o <x®

doch\/Ygang%

3
1

1

A} = =2 Z

n<x3 T

47r\/>x—7)+0( 9

3
4

_ ﬁ . c
= WﬂF(H—O(X)

ot F(z) = 307, f(n)cos(2mAnz + B), ou f(n) = <§) pour n < X®, f(n) = 0 pour
n4
n>X% A\, =2/nVnet = -

Démonstration. Soient L, M, N trois entiers tels que (6L)M ! < v/X et M une partie

de [%, %] de cardinal M. Alors notre lemme garantit l’existence d’un x € [%,X%] tel
que
1 d(m 1 d(m 4 d(m
F@l 2 gy Aol s Q—Wm > Q
mem M2 nAR<2Ay T2 N o<xs m*
1 1 d(m)
d(m) — - ~
3 3
8N4 U L-1 n§Z4N m4 7T2X g?’ m

On a la formule

Z d(n) _y “logy + (@) + 0@ )

ne l1—«a

pour a > 0, # 1. Donc

1 d(m) NilogN
L1 e A
n<an M*
et
2 d(m) _O(logX)
TFQX\/N nex3 m% X%
donc

1
NilogN logX
|F(z)] > d(m) + O( + )
18N4 m;M L X%
Maintenant, on choisit L = (loglog X)'° et soit A > 0. Jusqu’a maintenant 1’ensemble M
est arbitraire ; on va maintenant choisir ses éléments pour que la somme ) ., d(m) soit
assez grand, de la fagon suivante : M est ’ensemble composé de tous les entiers m dans

[&, 2¥] qui ont exactement r := |Aloglog N | facteurs premiers distincts, de sorte queE|
N 1 1 N |[Aloglog N|—1
Moo= M| = . (loglog N)
log N (|[Aloglog N| — 1)!
N A—1—Alog A
= ———=(ogN €
vlog logN( &)
2. Ona|{n<zjw(n) =k} < % - (loglog )" —1 lorsque © — oo.

log z (k—1)!
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ol nous avons utilisé la formule de Stirling k! ~ (g) F v27k. En choisissant N = clog X (loglog X)'~***1°8 X (Jog log log X )~

avec ¢ assez petit pour garantir (6L) ! < v/X, on a montré I'existence d’un = € [%, X%}

tel que
F ! M2")+0 N 1
|F(z)] > NS (2" + (W+)
M (log N)* 082 N
0] 1
> Ni * Ol ogtog xpo TV
(IOgX)% )\log2+§()\—l—)\log)\) 1 M_g
> m(loglogX) 4 + O((log X )% (loglog X) 1 ;
og log log
la quantité Alog 2 + %()\ —1— Alog ) étant maximale quand A = 23 on voit que
1 4 4
log X)4 354 1 (1_23"'23% log2)
|F(x)| > (1(IOgI)X)S(loglogX)?l(23 b —|—O((logX)‘11 (loglog X) 1 K
og loglog X )8
d’out on obtient
3 4
A(m2) > —(logX)4 - (loglogX)%<23 -1
(logloglog X )®

donc .
A(z) = Q((zlog x)% (loglogav)%(23 - (log log log x)fg),
et la démonstration est achevée.
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