MODELES LOCAUX ET EFFETS DE CRIBLE
Olivier Ramaré

Le lecteur pourra consulter [Halberstam & Richert, 1974] qui reste
la premiére référence. La seconde référence, en francais, est le trés beau
livre [Bombieri, 1987/1974]. La partie “modeéle local” se trouve dans [Ra-
maré, 2009] et est la suite de la théorie de pseudo caractéres dont on
trouvera des élémets dans [Bombieri, 1987/1974], [Motohashi, 1978], [Mo-
tohashi, 1983], [Ramaré & Ruzsa, 2001], [Kowalski & Michel, 2002], [Ra-
maré & Schlage-Puchta, 2008|, [Ramaré, 2007] and [Ramaré, 2012|. Voir
aussi [Montgomery, 1971|, [Huxley, 1972|, [Kobayashi, 1973] et [Elliott,
1992).

1. Prétexte

Nous démontrons ici le théoréme suivant.

@ Théoréme of

Le nombre de nombres premiers p < X et tels que p + 2 est aussi premier
est magjoré par

1
4(140(1)) &2X/(log X)?, &y =2]] (1 B m>'

p=>3

Ce théoréme est classiquement démontré en combinant le crible de Selberg et
le théoréme de Bombieri-Vinogradov. Il est aussi possible de remplacer le crible
de Selberg par le crible combinatoire linéaire. Nous utilisons ici une troisieme
voie, essentiellement nouvelle, et fortement inspirée d’idées autour de I'inégalité
du grand crible.

Voir aussi [Cai & Lu, 2003], [Wu, 2004] et [Wu, 2008].

2. Préliminaires sur des fonctions arithmétiques

Nous definissons la fonction ¢o par

¢2(q) = [[ (0 —2)p" " (1)

p*|lq

Si nous remplagions le —2 par un —1, nous obtiendrions la fonction ¢ d’Euler.
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Nous nous intéressons & la famille de fonctions arithmétiques définie par

Ga(Q/d) = Z “ G(Q) = G1(Q). 2)
<Q /d
(g,2d)=

Voici une jolie propriété découverte dans [van Lint & Richert, 1965] et valable
pour un paramétre d impair :

(@
(@ C@/D) < 6(Q). 3)

Démonstration. Voici une preuve simple :

2 2 2
-y ¥ pe(q)  ~— pe(9) 1= (q)
G(D) - 2(Q) B
old q<Q,
(¢,2)=1, (¢,2)=1,
(g,d)=¢ (g,d)=1

> 1% (9) 12 (q)
s|d ¢2(9)

O

Il nous faut aussi minorer G(Q), ce qui est réalisé dans le lemme qui suit.

Lemme 1 1[I vient, pour tout Q > 1,

I
_2H (logQ Z in+1)

p>3 p>3

Voici une preuve originale. Il est possible et guére difficile de montrer que G(Q)
est bien équivalent au membre de droite lorsque @ tend vers l'infini mais le
second terme n’est pas tout a fait correct *. Voir [Berment & Ramaré, 2012] pour
une méthode plus précise, ou [Ramaré, 1995, Lemma 3.2]. L’approche proposée
a lavantage d’étre tout a fait explicite. Sur cet aspect explicite, voir [Siebert,
1976]. Le script Pari-GP

res=0.0; forprime(p = 3, 100000, res += log(p)/(p?-p+1)); res

*. Rapidement, je dirais qu’il manque un "4~".

Sy
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1 PRELIMINAIRES SUR DES FONCTIONS ARITHMETIQUES 3

donne la valeur

I
2#791:0,377...
p23p —p+

Démonstration. Nous avons

2 2
1 (q) 1 (q) 1
¢(D) = $a(q) ¢(q) i
9<Q, q<Q, plq p—1
(¢,2)=1 (¢,2)=1
Y 2@ H< RS S > >y L
=5 ) ) p—1 (p-1) ~ 5o )
(¢,2)=1 (¢,2)=1
Nous utilisons ensuite
d 0
o) ~ 2 9l0)
et estimation ) n<e, 1/n > %logm qui est valable pour tout z > 0*. Il vient

(n,2)=1

G(D) > 1) vl vy 0 1oe@/)
q

21, ()¢ q<Q/¢, £>1, Ok
(¢,2)=1 (¢,2)=1 (¢,2)=1
1 w2 () log ¢
>lH 1+ ——)logQ — 1 Z H\t) o8t
I055=) & o
0,2)=1

Nous pouvons donner une autre expression a la constante qui apparait. Com-
mengons par poser

Z u 1og£ _ H(1+ - _ll)ps)'

0>1, p>3
(€,2)=1

La constante ci-dessus (signe moins compris) est D’(1). Or, D’/D admet une
expression assez simple :

—D'(s) _ log p
D(s) 71;)1?3(1?— 1)+1

d’ou le résultat. O

*. C’est classique pour z > 1, via une comparaison & une intégrale

7> Z/ —>logm
7L<L

(n,2)=1

mais c’est aussi vrai pour x entre 0 et 1 puisque log x est négatif dans ce domaine.
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3. Sommes de Ramanujan multiplicatives
F— & I . -

Voici la fonction qui nous intéresse ici :

Co(m) = > ¢(d)u(q/d). (4)

d|q,
dlm—1

Lemme 2 Si nul nombre premier p divisant q¢ ne vérifie plm — 1, alors
Cq(m) = p(q)-

3
Démonstration. En effet, les deux conditions d|q et d|m — 1 sont équivalentes
a d|(g,m —1) ot (g,m — 1) est le pged de g et de m — 1, qui vaut 1. |

-

Quelques explications complémentaires

Détaillons & présent ’environnement de cette fonction. Premiérement, nous
avons

> Calm)= ¢<d>2u<q/d>={¢<h) si him — 1,

0 sinon.
qlh d|h, d|q|h
dlm—1

Par ailleurs, en introduisant des caractéres de Dirichlet, et lorsque m est
premier & h, nous avons aussi

h) sihlm-—1,
Z Z X(m) - {ﬁ( ) sino|n
qlh xmod *q ’

ou la somme porte sur les caractéres primitifs modulo q. Il n’est pas difficile
de conclure que, lorsque m est premier & ¢, nous avons

Cym)= > x(m). (5)

x mod *q
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3 EFFET DE CRIBLE PAR APPROXIMATION LOCALE 5

Voila qui est effectivement analogue & ’expression classique des sommes
de Ramanujan additives :

> e(nafq) = dulg/d). (6)

amod *q d|q

4. Effet de crible par approximation locale
& a3

Considérons le produit hermitien defini par

gkl = > g(p)h(p) (7)

VX <p<X

ou la somme porte sur les nombres premiers de l'intervalle ]\/Y , X]. Ce produit
hermitien n’est peut étre pas défini, au sens ou il a peut étre un noyau, mais il
est positif. Considérons alors la fonction caractéristique f des nombres premiers
p Uintervalle ]\/7 , X] qui sont tels que p+2 est aussi premier. Nous recherchons
une approximation calculable de f, ou le terme approximation est & prendre au
sens de la semi-norme induite par le produit hermitien ci-dessus.

Regardons la fonction

#(g) Cq(n +3)
q;y ) (8)
(¢,2)=1

ou () est un paramétre réel positif et < X et G est donné par

_ B 1 (q)

et minorée au lemme 1. Nous avons la propriété fondamentale suivante :

Vn [VqﬁQ,an+2:>§(n):1]

Nous commengons la preuve en évaluant la norme de f — .%. Il vient

IF-2z1P= 3 |/ - Z)

2

VX <p<X
= > -2 ) f@OFp)+ >, ZFp*
VX <p<X VX <p<X VX <p<X
=Z-22Z+ Y.

VX <p<X

P
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ou nous avons utilisé Q < VX et

Z= Y fw= ¥ 1L (10)

VX<p<X VX <p<X,
p + 2 premier

Nous utilisons le fait que || - ||2 > 0 et déduisons de I'inégalité ci-dessus que

VX <p<X
1 w(q)u(q') , .
< o PR NN g@ye(d)ula/duld (d) YL,
’ 7,9'<Q, ¢2(q)¢2(q>dlq,d'\q' VX <p<X,
(qq',2)=1 [d,d]|p+2

ou [d,d'] est le ppem de d et de d’. Nous utilisons approximation

Y Xt

> 1= ———+ Ra(X), Y:/ iy (11)
/ )

VR e, o([d,d']) o logt

[d,d']|p+2

Nous nous occuperons du terme d’erreur plus tard et regardons le terme prin-
cipal.

Lemme 3 Nous avons

e
Démonstration. Remarquons tout d’abord que
p(d)p(d) /
——— = ¢((d,d
a(id,ap) ~ D)

qui ne dépend donc que du pged (d, d’). Nous vérifions ensuite que, lorsque ¢ et
q' sont sans facteur carré, nous avons

Y o((d.d)ule/duld /d)

dlg,d’'|q'

= II 1+ J] a-2+4p-1) J] (-1+1)

plg,ptq’ plg,pld’ ptq,plq’

qui vaut par conséquent 0 lorsque q # ¢’ et ¢2(q) lorsque ¢ = ¢’, comme annoncé.

O
AN g
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4 (GESTION DU TERME D’ERREUR 7

Revenons a la preuve principale. Nous avons obtenu

2 2 /
7 > LWL L B S ) g (X)

— 2
G <Q, #2(q) d|q,d/|q

(¢,2)=1 (qq’,z):l

soit encore

z<le y PUICQMOMCHQ gy

et en utilisant (3), cela donne

Z<—-|- o

d,d'<Q,
(dd',2)=1

5. Gestion du terme d’erreur
N .

Commengons par remarquer que h = [d, d’] est sans facteurs carrés, puis que

3 RdpA(d) < 3°%
d,d’,
[d,d']=h

ol w(h) est le nombre de facteurs premiers de h, comptés sans multiplicité
(précision sans intérét ici puisque h est sans facteur carré!).
Concernant Ry, (X), nous disposons tout d’abord de la majoration triviale
lorsque h est inférieur a X
Ry (X) < X/h.

(Ce n’est pas tout a fait ... trivial! Ce qui est clair, c’est que Rj,(X) <« X/h +
Y/o(h). Par ailleurs Y < X/log X et ¢(h)log X > h d’ou le résultat). L’outil
essentiel est le théoréme de Bombieri-Vinogradov prouvé indépendamment dans
[Bombieri, 1965] et dans [Vinogradov, 1965] (voir aussi [Gallagher, 1968]).

il existe une constante A > 0

Théoréme 4 Pour toute constante B > 0,
telle que

X
Z |Rr(X)| <B (og X)B"
h<v/X/(log X)4
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Toutefois, la quantité qui nous préoccupe est ), 2 3“(M| Ry (X)| qui contient
un facteur arithmétique. Nous pouvons nous en sortir en utilisant l'inégalité de
Cauchy Schwartz et la majoration triviale annoncée.

2
(Z 3W<h>|Rh(X)|> < Y 9WIRMX)] Y |R(X

h<Q? h<Q? h<@?
9 w(h)
<x ¥ IS i
h<Q? h<Q?
<<X<Z ) > RI(X)| < X(logQ)° Y [Ra(X
h<Q? h<Q? h<Q?

Nous utilisons alors le théoréme 4 avec B = 15. Nous prenons Q = X/ 4(log X )*A/ 2
et obtenons

> 3°M|R,(X)| < X/(log X)?. (13)

h<Q?

6. Fin de la preuve

—

En reportant (13) dans (12), nous obtenons

Z < g + O(X/(log X)?).

Nous avons bien stir Y < X(1+ 0o(1))/log X. Il vient

X(1+o0(1))

7 <6
=2 log Qlog X

O(X/(log X)*).

Comme log Q) ~ %log X, le théoréme &7 est démontré.
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