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Premiére partie

Le théoréme de Roth



Quelques définitions, notations et remarques :

(1)
(2)
(3)

(4)

(10)

Notation : Pour un ensemble fini A, la cardinalité de A sera notée |A|.
Notation : Le disque unité fermé de C seranoté D. AinsiD = {z € C: |2| < 1}.

Notation : Pour un réel z, on note |z| le plus grand entier < z, et on note [z]
le plus petit entier > x.

Notation : Pour deux entiers a et b avec a < b, on écrit

[a,0] = {a,a+1,---,b}
l[a,b] = {a,---,b—1}
Ja,b] = {a+1,---,b}
Ja,bf = {a+1,---,b—1}

Définition : Pour une fonction
(f:ZN‘—>C

on définit

fry =3 flaw
SELN

olw=e¢eN .

Définition : Si A, B sont deux parties d’'un ensemble X, on appellera la densité
|ANB|
Bl *
Définition : Si A C [1, N] est de taille § N, (c-a-d si |A| = 6N), alors la fonction
équilibrée de A est définie par
fa(@) = Az) -6, (z € Zn)
ou on confond un ensemble et sa fonction indicatrice. (Ainsi A(z) =0siz ¢ A
et A(z)=1sixz € A.)
Définition : Une application
¢:B—Zn

(ot B C Zn) est dite affine si elle a la forme ¢(z) = ax + b.

de A dans B la quantité

Définition : Le diamétre d’un sous-ensemble X C Zy de Zy est le plus petit
entier d tel que

X C[n,n+d]
pour un certain n € Zy. On le note diam X.

Définition : Pour nous, une progression arithmétique ou une suite arith-
métique sera un ensemble P C N de la forme P = {a,a+d,--- ,a+ (n — 1)d}
avec a,d,n € N. Les entiers a et a + (n — 1)d sont les extrémités, d la raison,
et n la longueur de la progression. On appelle la différence a + (n —1)d —a =
(n—1)d entres les extrémités ’envergure, ou I’écart total de la progression. Il
est facile & voir que P est I'image sous l'application ¢(z) = dz + a de '’ensemble
[1,n — 1]. Dans ce cas, 'ensemble [1,n — 1] (qui est lui aussi une progression
arithmétique) sera appelé le principe de P. Pareillement, si A est une partie
de P, 'image réciproque ¢ '(A) de A sous ¢ sera appelée le principe de A.
Donc le principe de A est {t : dt + a € A}. Réciproquement, P est 'image de
son principe, et A celle de son principe.

Définition : Une sous-progression arithmétique d’une progression arith-
métique P est une partie S C P qui est aussi une progression arithmétique. Un
segment de P est une sous-progression de P de méme raison.



(12) Remarque : Il est facile & montrer que
fa(r) = A(r)
pour 7 # 0 et f4(0) = 0.

(13) Remarque : Le diamétre d’une progression arithmétique P = {a,a+d,--- ,a+
nd} est au plus nd; c’est-a-dire diam P < nd, ce qui est égale a I’envergure de
la progression.

(14) Remarque : Si g = - est un rationnel non négatif (m,n € N,m > 0) alors

n=mq=m{q}[2] +m(l—{q}) 2], ot {x} dénote la partie fractionnaire
d’un réel z; c’est a noter que m{q} est un entier.

LEMME 1. Soit m < n deuz entiers, et E un ensemble de cardinalité n. Alors E admet
une partition en | parties E1,--- B (% <1 < [Z2] ) telles que 2 < |E;| < mVj et
B — | E5| < 1Vi, j.

DEMONSTRATION. Posons ¢ = | 2. Si m divise n, alors il est évident que E peut

m
étre partitionné en ¢ = 2= parties, chacune de cardinalité m. Donc on suppose que m { n.

Puisque n = (¢ + 1)((1%) et § < q"? < % < m on voit bien qu’il est possible de
partitionner E en g+ 1= | 2| + 1= [2] parties Eo,--- , E, telles que |E;| = {%HJ =

LﬁfnJ ou |E;| = L:l”fn—‘ (j =0,---,q) (par la remarque (9)).
(]

LEMME 2. Soit ¢ : Zn — Zn une application affine et soientr,s < N avecrs > N. Alors

pour un certain m < ./%on peut partitionner 'ensemble [0,7 — 1] en m progressions

arithmétiques Py, --- , Py, telles que

(1) V% <IP <R
(2) diam ¢(P;) < sVj et
(0.0.1) [|1P;| — | Pel| < 1V, k.

DEMONSTRATION. Soit t = {,/%J . Evidemment, /7 < t < r. Parmi les entiers

¢(0),---, ¢(t) on peut trouver au moins une paire j, k telle que |¢(j) — d(k)| < % (par le
principe du tiroir). Par I’affinité de ¢ on peut donc trouver un u < ¢ tel que |¢p(u) — ¢(0)] <
L. On partitionne [0,r — 1] en u classes de reste modulo u, disons Cp, -+ ,Cy_1 ol
v = j mod u pour tout v € Cj. Il est évident que

d

(1) Fait 1. Chaque classe C; (j =0,--- ,u — 1) est une progression arithmétique.

(2) Fait 2. C; est de la forme C; = {j,u + j,2u + j,---,(n; — Du + j} avec
\.%J < nj = |CJ| < [5-‘ (.7 =0,---,u— 1) et, par conséquent,

(3) Fait 3. ||C;| — |Ck|| < 1 pour tous 7,k =0,1,--- ,u — 1.

Maintenant on a ut < t* < "X d’oit 5t < L. Posons | = |st/N]. Alors on a | < |C}| pour
tout j. Soit P un segment de C; de longueur < [, disons P = {ai1u+j, -, (a1+qg—1)u+j}
ol g <. Alors

o(P) = Afalaru+j)+b,--- a((ar +q—1u+j)+b}
{ai(au) + (aj +b),-- -, (a1 + ¢ —1)(au) + (aj + b)}.



(Ici on prend ¢(z) = ax + b). On voit bien que ¢(P) est une progression arithmétique de
raison au et d’envergure (¢ — 1)au. Par la remarque (6) dessus, son diamétre diam ¢(P) <
(g — Dau < lau < $tau. Maintenant, on sait que |p(u) — ¢(0)| < &, ie., au < & Donc

st st N
i P)< — < —— =a3.
diam ¢(P) < NS s

Donc pour un tel P, il est toujours vrai que diam ¢(P) < s.

Maintenant, comme % < Z, la remarque (7) et le lemme (1) nous montrent qu’on peut

(
partitionner chaque C; en moins de k = [

[E]-‘ < 2;;2’ sous-progressions arithmétiques
~
1.+, Q1. (ot v; < k) de longueurs entre | 5] et | 5F] telles que
@ |~ |@nl[ =1 vi<nin <.
Comme on a u classes (& savoir Cp, -+ ,Cy—1), on voit donc qu'on a au plus p := u2Y =
2:?’ < S2TiVN = 87”5N telles progressions arithmétiques, appelons-les Py, -+, Pp, ot m <

2s
p. Comme les longueurs de deux classes C; et C; different d’au plus 1, on voit bien que

les inéquations (0.0.1) sont satisfaites. O

COROLLAIRE 3. Soit f : [0,7 — 1] — D une application de [0,r — 1] dans le disque unité
fermé de C, et soit ¢ : Zn — Zn affine. On suppose que o > 0. Si

= or,

r—1
> @)
x=0

327r

alors on peut partitionner [0,7 — 1] en m < /> progressions arithmétiques P1,--- , Py,

telles que

m

S| @ = G

j=1 zefy

et que %‘/% < |P;| S% ar,

DEMONSTRATION. Prenons s = ¥ Par le lemme (2), pour un certain m < /8~ <
4w s

32nr
a

, on peut partitionner [0,r — 1] en m progressions arithmétiques Py, - - , P, telles

que
L 3/ < |Pj| < /% (ce qui est équivalent & /% < |P;| < £,/%T)
2. diam ¢(P;) < sVj.

Maintenant, par I'inégalité triangulaire, on a

i Z f@)w @] > ar.
j=1

zEP;



Pour tout x; € P;, on a ‘w%’(z) —w )| < 2rdiam ¢(P;) < 2Fs < 222N — 2 Donc

I
‘MS

~
Il
-

> staga )

TEP;

>3 s

1 QSEP]-

_ Z Z f(w)wfé(r) + Z f(a;)(wiﬂzj) _wﬂb(Z))
j=1 |zeP; zEP;
> Z Z f(x)wfﬂz) _Z f($)(w*¢(z]‘) _w7¢(z>)
Jj=1 xer Jj=1 |z€ '
> ar =30 (@) ) - W)
Jj=1 (L'EPj
i «
> ar—>»_|P 3
j=1
= ar—rg
- 2
- 2,
5"

O

COROLLAIRE 4. (Lemme d’augmentation de densité ) Soit A C Zn. Si ‘A(a)‘ > aN
pour un certain a # 0, alors on peut trouver une progression arithmétique P C [0, N — 1]

de longueur au moins /& telle que |[AN P| > (§ +5%) 1Pl

DEMONSTRATION. Prenons

¢ : ZN — ZN.
x = ar
Soit f la fonction équilibrée de A. L’hypothése nous dit que | SN f(2)w™ ¢ | = | SN f(z)w ™| >
aN. Donc, par le corollaire précédent (Corollaire (3)), on peut partitionner ’ensemble

[0, N—l] enm < 4/ 32“N progressions arithmétiques P, - - - , Py, de longueurs entre i\ / %

et 24/ telles que diam ¢(P;) < %X et

> |3 s@)| 2 (N

j=1|z€
Puisque Dapplication f est réelle et Z;":l Zzer (z) = 0, on voit facilement que
aN
DD f@) ==
jEJ zEP;

ounJ={j: Zzer f(z) > 0}. Donc

aN alN
> fla) > 72 I

zEP;

\Y



: . . ) 1 /aN 2v2N
pour au moins un j € J. Puisque |P;| < 54/% < 2¥2% on a

aN 2V2N «
(0.0.2) x;f > == 8\[7|a| \/5

Mais, par la définition de f, on a Zzer fl@)=1ANP;)|(1-96)+ (|Pj| —|ANP;|)(=9) =
|A N P;| — |Pj| 6. Donc 'inégalité (0.0.2) implique que

[ANP;| > (6 4+ —=)|P;|-

8f
Finalement, on constate que |P;| > 1,/
O

THEOREME 5. (Théoréme de Roth, [G2]|) Soit 6 > 0. Si N > expexp(cd™') (ot ¢
est une constante absolue) et A C [1, N] est une partie de [1, N] de taille > 0N, alors A
contient une progression arithmétique de longueur trois.

DEMONSTRATION. Soit Ag une partie de [1, Ny| de taille > 6o No, et soit p un nombre

. N 2N
premier entre =2 et =3°.

AFFIRMATION 6. Notre but : On va montrer que méme si Ao ne contient pas de pro-
gression arithmétique de longueur trois, on peut toujours trouver une progression arith-
métique P C [1, No] de longueur > 4/ fgé:’r > ‘1286\77? (avec & = do(1 — W) ) telle que

|A0 ﬂP\ > 60(1 + 320) |P|

O

Cas 1. Si|AoN[Lp]| < do(1— 2%)p alors on a

A LNl > 6ol 1— 2%
Ao N [p+1,No]| > doNo — o 160)
do
- No 20
do( p+160p)
do No —p
> 14+ 2 V(N — p> A
5(+320)(o ) (cp2—57)

Pour ce cas, on a donc trouvé une progression arithmétique P = [p + 1, No] C

[1, No] de longueur No—p > No— 2N° = NO telle que [Ao N P| > do(1+ 320) |P|.
A
Cas 2. Si|AoN[L,p]| > do(1— 2% )p, soient N =p, A= AgN[1,N] et § = do(1 — 2%).
Posons B=AN[4, 2N [et :%.
Casi. |B|< ‘%N. Supposons que |B| < %V. Alors, il est clair qu’au moins

un des nombres [AN[L, £[| et |AN[2Y, N]| est supérieur ou égal a

%TN. Donc on a trouvé une progression arithmétique P C [1, No| de

longueur § — 1 (a savoir soit P = [1, ¥ [ ou P = [2¥, N}) telle que

|A00P|>|A0P|>25N>—(§71)f65|P|>60(1+ |P|. A
Casii. |B|> N

320 )

Cas a. On suppose que ‘A(a)‘ < aN pour tout a # 0. Dans ce
cas, le nombre n de triples (z,y,2) € A X B x B tels que



x4y = 2z (dans Zn) est exactement
N-1

N —a(zty—22)
y;B Z

z€EA a=0

HZ\

= IANBPE — &3 Al)B(a) B(~20)
a#0

> 31B - N max @) (3 [B@)E(E |B-2a) )
r#0 r#0
> §|B —a(N|B|)* (N|B|)?

= 0|B]* —«|B|N.

Puisque, en plus, on a |B| > ¥ on voit bien que
IN SN
> 5(Z2) ()N
w2 o () o 5)
§3N?
- 50

Maintenant, il est clair que si x + y = 2z dans Znx avec
r € A,y € B,z € B, alors x + y = 2z dans Z. Donc
n ne compte que des progressions arithmétiques dans Z.
Mais il est & remarquer que n compte aussi les progressions
arithmétiques dégénérées ; mais on n’a que N progressions
arithmétiques dégénérées. Donc pour N > 1% on a au
moins N progressions arithmétiques de longueurs trois. A

Cas b. Supposons que ’A(a)) > aN pour un certain a # 0. Dans
ce cas, le corollaire (4) nous donne une progression arith-
métique P de longueur > \/% telle que

52

f

Donc on a réussi & trouver une progression arithmétique
de longueur > M telle que |[AgNP| > |ANP| > (6§ +
)Pl > do(1+ 320) |P|. A

[ANP| > (6+ )|P|.

80\f

On a réussi & montrer notre but (6). Ainsi, on voit que, méme si une partie Ao de [1, No|
de taille > §oNo ne contient pas de progression arithmétique de longueur trois, il y a

toujours une progression arithmétique P1 C [1, No] de longueur N; > % > ‘Zé\;‘j =

1) 480” = do(1 — %)\/gﬁ > ¢(80)v/No (avec c(z) = \/ﬁx(l — 165) ), telle que
|Ao N P1| > do(1 + 320) |P1| = ¢ (do) |Pr] (o ¢ (x) = x(1 + 355) ); c'est-a-dire qu’on peut
trouver une progression arithmétique dans laquelle la densité de Ag est plus grande que
celle dans [1, No].

N— —N
On suppose que Ap ne contient pas de suite arithmétique de longueur trois. Soit All le
principe de Ag N P; (on remarque que le principe de Pi, c’est [1, N1]); posons 61 = ¢/ (o).
Alors A} est une partie de [1, N1] de taille > §; N;. Puisque A’ ne contient pas de suite
arithmétique de longueur trois, on peut trouver une suite arithmétique PQI C [1,N1] de
longueur N2 > ¢(d1)v/Ni telle que ’A; ﬂPQI‘ > d(61) ‘Pz/‘ Soit P, limage de P et A
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celle de A/l. Donc on a trouvé une sous-progression arithmétique P> de P; de longueur
N2 > ¢(61)v/ N1 telle que

|AoﬂP2| > |A1ﬁP1| ZC,(51)|P2|.

2

. , . s
Donc la densité de Ag dans P> a augmenté par au moins ﬁ.

M AN

On peut maintenant faire un argument itératif : & la m'®™®

arithmétique P, de longueur Np11 > ¢(dm)v/ Nm telle que

étape on a une progression

|A0 N Pml > C/((Smfl) |Pm‘

oft |Ao N Py—1| > 8m—1|Pm—1| - A la prochaine étape, on obtient une progression arith-
métique P41 de longueur Np,y2 > ¢(dm+1)v Nm+1 telle que

|40 N Prata| > ¢ (6m) [Pt -

2
Maintenant, 6,41 = ¢ (dm) = 6m + g% Vm > 0. On démontre facilement (par récurrence)

que 6m > o + ms—iVm > 0. Donc, si m > %{50), alors
5
O > 6 —
= 2t mag
320(1 — &) 03
> ot —5—F——
= 0t T e 3
= 1.

Donc pour un tel m, Ag N P, = P, de sorte que la progression arithmétique P,, est
contenue dans Ag. Maintenant, la longueur de P,, est

Nmi1 2 c(6m)VNm

c(0m)A| c(Om—1) c(5m2)\/c(6m3) <Al 4/ e(80)V No (par récurrence)

1
_ om—+1
= kN{

v

ol

k= c(0m) c(éml)\/c(émg)\/c(émg) R VARER VA (1))

1
Donc il suffit d’avoir kK N2™*" > 3 pour garantir ’existence d’une progression arithmétique
de longueur trois. Maintenant, pour > y on a c¢(z) > ¢(y) tant que = + y < 160. Donc
on voit bien que

2
c6a) > clbotnit) (n=0.1- .m)
Z C((So)
= L sa-,

Va80x O 160
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ce qui donne

( 1 So )1+;+}1+-~+2}n
1

K 0o(1 — —
= \Vasor " ™ 160’
1 do )2
> do(1 — —
(Wsow o0~ 360/
8 So o o2 ,
80 (. 00(1 — ﬁ) > dp pour do assez petit)
T
4 1 __ 4 1
d’ott Nypq1 > 4§8W N2™' . Evidemment, il est largement suffisant d’avi)ir 428w NZ™H >3
2m
(pour garantir Ny,4+1 > 3), ce qui revient a dire que Ny > (14;%) = expexp(\d; )

avec A constant. On a utilisé le fait que, pour m > % avec C une constante absolue, on
peut garantir d,, > 1. En effet, il suffisait d’itérer au plus %(1 + % + i + % +-0)= %
fois pour garantir d,, > 1. (On a montré que la densité (appelons-la ¢ ) se double aprés
au plus 322 étapes ) O




Deuxiéme partie

Quelques résultats



THEOREME 7. (Szemerédi, [SZ]) Il existe une constante absolue ¢ > 0 telle que chaque
partie A C [1,N] de taille > N exp(—cy/loglog N) contient trois termes en progression
arithmétique, pour N assez grand. [l

THEOREME 8. (Jean Bourgain, [JB|) Il eziste une constante absolue ¢ > 0 telle

que chaque partie de [1, N| de taille > Nc,/log g’%\,N contient au Moins une progression

arithmétique de longueur trois.

THEOREME 9. (Tom Sanders, [TS]) Si A C [1,N] ne contient pas de progression
arithmétique de longueur trois, alors

_ N(loglog N)®
4] =0 ( log N '

THEOREME 10. (L’exemple de Behrend, [FB]) I existe une partie A C [1,N] avec
|A| > N exp(—cy/log N) qui ne contient pas de progression arithmétique de longueur trois.

DEMONSTRATION. Pour deux entiers d et k, on considére l'ensemble T := {(z1, ..., z) :
z1,..,xx € [0,d]}. On a |T| = (d + 1)*. 1l est clair que Zle x? € [0,kd?] pour tout
(x1,...,21) € T. Donc (par le principe du tiroir) il existe au moins un n < kd* tel

que Zle z? = n pour plus de (kdti-l éléments (x1,...,x2x) de T. Donc la sphére S :=
{(x1,-- ,xx) : SF_ 2 = n} contient au moins (:[;2’; points de T'. Cela revient a dire
que [SNT| > (:C;?l

Considérons maintenant I’ensemble A : {Z L zi(2d+ 1) (2,0 ,ak) € SNTY.
Evidemment', |A| > (ddt{gl Il est facile 2 montrer que a < (2d + 1)*Va € A. En effet,

pour a = Zi:l zi(2d+ 1) € A, on a
k
a < Y d@d+1)7!

(2d+1)% — (2d+ 1)
2
< (2d+1)".
Nous affirmons que A est sans progression arithmétique de longueur trois. Par ’absurde,
on suppose que

k
Zx, (2d +1 +Zyz (2d +1)° Z (2d +1)°

1=1

avec xi, ¥i, 2z € SNT. Il est évident que ' z;+1y; = 22;Vi. Donc les trois points (z1, -, zx), (Y1,

et (21, - ,2r) sont alignés. Mais ce n’est pas possible parce qu’ils sont tous les trois sur
la sphére S. Donc A ne contient aucune progression arithmétique de longueur trois.

Maintenant, on prend k = L\/logNJ, et on choisit un d tel que (2d + 1)’“ < N <

k k—2 k—2
(2d + 3)". Alors A est une partie de [1, N] de taille > (kd;gi)l > ("H'lk) > (N;k_lgk =

1. Note : Si 3"7_arz® = 0 avec ag,x € Z et |ay| < |z| alors a, = OVk = 0,--- ,n. En effet,
d’embilée, il est clair que z divise ag ; comme |ag| < |z|, on a ag = 0 etc.

7yk)
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1—(2 1-(2
Nzk_(;;) 1- N_(%))kfz; pour N suffisamment grand, cette quantité est > Nﬁf(li)
= Nexp(—2log N — logk — klog2) > Nexp(—2y/IogN — $loglog N —

Nexp(f% log N)
exp(log n+n log 2)
Vlog N log 2)> N exp(—cy/log N) avec ¢ une constante absolue. Donc |A| > N exp(—cy/log N)
et A ne contient pas de progression arithmétique de longueur trois.

]
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