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Résumé

Soit A, le plus grand coefficient en valeur absolue du polynéme cyclotomique
d’ordre n. Vaughan [10] montre qu’il existe une infinité d’entiers n tels que

log 2
A, > exp <n1°%2”).

Dans cette note, nous détaillons les calculs de [10]. Nous donnons également une
preuve élémentaire du résultat de Vaughan manifestement due a Saffari. Enfin, en
annexe, nous restituons les énoncés et preuves respectives de deux résultats de Schur
et Bateman sur les coefficients des polynoémes cyclotomiques.

1 Introduction

Pour n € N*, on note ®,, le n-iéme polynome cyclotomique soit

¢, (X) = H (X —e(k/n))
g%

Le polynéome ®,, est unitaire de degré ¢(n) et 'on pose

Rappelons que ®,, est a coefficients entiers et que I'on dispose de la formule

@, (X) = [J(x7 = 1yes,

dn



qui se déduit via la formule d’inversion de Mobius de l'identité

X" —1=]]®ax).

dn

On peut constater numériquement que pour n < 105, les coefficients de ®,, ne prennent
que les valeurs 0, 1 ou —1. On note dans la suite

A, = max |a(m,n)|.
1<m<p(m)

Lehmer [6] fournit en 1937 une démonstration due a Schur du fait que A,, peut prendre
des valeurs arbritairement grandes. La démonstration étant élémentaire et courte, nous
la reproduisons en annexe.

Erdés établit dans [3] qu’il existe ¢; > 0 et une infinité d’entiers n pour lesquels

A, > exp <cl(log n)¥/3).
Il conjecture qu’il existe ¢y > 0 tel que pour une infinité d’entiers n
c2
A, > exp (n1°g2">. (1)

Il prouve lui-méme cette conjecture de deux maniéres différentes ([4], [5]). Par ailleurs
Erdés conjecture dans [3] que (1) est essentiellement optimale, autrement dit qu’il existe
c3 > 0 telle que pour tout entier n,

A, <exp (n1°g3">.
Cette derniére estimation est obtenue trés simplement par Bateman [1]. II obtient

log 2

A, <exp (n(Ho(l) ‘Og2n> (n — o00). (2)

La encore nous restituons la preuve de ce résultat en annexe. La constante log 2 figurant
dans (2) est en fait optimale, c’est ce qu’établit Vaughan en 1975 dans [10].

Théoréme 1 (Vaughan) Il existe une infinité d’entiers n tels que

A, > exp (nléoggéil> (3)



log2logn

En particulier un ordre maximal * pour log, A, est =% )
ogyn

Remarque 1 En fait, Vaughan établit (a peu de priz) un résultat plus fort, a savoir qu’il
existe une infinité d’entiers n tels que

log 2
max a(m,n) > exp <n1°g2">.
m

L’objectif de cette note est de fournir les détails de la preuve du théoréme 1. Cette
preuve utilise des outils de nature analytique (transformées de Mellin, fonction L de
Dirichlet). Nous verrons qu’il existe en fait une preuve plus élémentaire.

2 Premiére démonstration du théoréme 1

Dans tout ce qui suit, on désigne par 7(k) le nombre diviseurs de lentier k.
La famille d’entiers n satisfaisant a (3) est construite de la maniére suivante. On note
X le symbole de Legendre modulo 5. Pour y assez grand, on pose

n=ny) = [I" » (4
Py
x(p)=-1
ou I'étoile * signifie que 'on rajoute ou non le facteur 2, de maniére a ce que le nombre
de facteurs premiers de n soit toujours impair, et donc p(n) = —1.
Il sera utile de disposer d’une estimation relativement précise du nombre de facteurs
premiers de tels entiers n.

Lemme 1 On a pour n > 10, de la forme (4),

winy = Y 1+0(1)—10g”(1+1_10g2+0(< ~))

o ~ logyn log, n log, n)?
x(p)=-1

Démonstration On a

logn = Z logp + O(1)

Py
x(p)=-1

= Z logp + O(1)

Py
p=1 ou 4 mod 5

. cf chapitre 1.5 de [9] par exemple pour la définition d’un ordre maximal.



D’aprés le théoréme des nombres premiers en progressions arithmétiques, on a pour

(a’ 5) = 1;
li(t)

m(t,a;5) = ) + R(1),
it) = [ o
et ;
R(t) = O<W> (t>2).

Par conséquent,

1 Yy Yy
logn = 5/ log t dli(t) —l—O(/ logth(t))

= 31+ 0 )

d’ou

1
log,n = logy — log 2 o(—>
0ogyn = logy — log 2 + (log y)?

A présent, on a, toujours d’apreés le théoréme des nombres premiers en progressions arith-
métiques,

o= )Y 1

PY PY
x(p)=—1 p=1 ou 4 mod 5

B %loZy +O<(lo§y)3>'

D’aprés ce qui précede (sans oublier y ~ logn quand n,y — 00),

y 210gn<1 + O(1/(log, n)2>>

logy log2n<1 +log2/log,n + O(l/log2 n)3)>
- i};gg <1 - 11252 - O<(log1n)2>>’

de sorte que I'on obtient bien la conclusion souhaitée. O




En quelques mots, la preuve du théoréme 1 consiste a fournir une minoration de
SUp|, <1 |Pn(2)|, puis & appliquer la majoration triviale

sup |9,(2)] < (p(n) +1)A,.

2l<1
Il est donc utile de disposer d’une représentation de |®,,(z)|. Dans la suite, on pose
1
on = cnln) = 3 rulr),
r|(m,n)

ou n est un entier de la forme (4). Nous donnons dans le lemme suivant les principales
propriétés de ¢, dont nous aurons 1'usage.
Lemme 2 On suppose que n est entier de la forme (4).

i) La fonction m — ¢, est multiplicative.

i) Lorsque p est premier, v € N*,

iii) On a pour tout m > 1,

lem| < 1.
iv) On a pour m € N¥,
1
Csm — 3Cm.

v) Pour tout 0 < e < 1, il existe C(e) > 0 tel que

Cle)

|em]| < me

Démonstration

i) C’est facile : écrire que tout diviseur de (mm/;n) avec (m,m’) = 1 est de la forme uv
avec (u,u’) =1, u| (m,n), u' | (m',n).
ii) C’est un calcul élémentaire.

iii) Cela résulte directement de i) et ii).



iv) Remarquons que 5 ne divise pas n. Par conséquent,

CSm:% Z :_Zd:u

d|(5m,n) d|(m,n)
v) D’aprés ii) on a |cr| < 1/p”~! et donc
lim ¢, p™ = 0.
pU

Comme m +— ¢, est multiplicative, on obtient la conclusion en employant par
exemple le théoréme 5.2 de [9].

O

Lemme 3 Pour |z| <1, n € N* de la forme (4), on a

|P,,(2)] = exp (?R i cmzm>,
m=1

Démonstration Maintenant et dans la suite, log désigne la détermination principale du
logarithme. On a pour |z| < 1,

[P (2)] = ‘ H(zd — 1)Mn/d)

din
— | TT( = =4y /| (car 3 utnfay =0)
din dn

) (n/d)

=110

din

—exp<dzu<d>logr1—zd>

= exp ( u(g) log(1 — Zd)) (car pour z € C\R_, log|z| = Rlogz)

TL

kd

:exp< éRZM< )Z ) (car |2| < 1).

dln k=1



On peut réarranger les termes de la double somme (c’est aisé a justifier) :

n de
(MY S
> (@)
o kd
=YY wn/d)S
m=1 din kd=m
=3 S gy YL
m=1  dn,dm k=m/d

S d
= pu(n) Z zZ™ Z wu(d) Z - (car pour n de la forme (4), p(n/d) = p(d)p(n))

m=1 d|n,dlm k=m/d
:—Zcm (car p(n) = —1). O

“1® avec a € R, > 0 nous avons

|D,, (2 \—exp( Zcme am)e m/x). (5)

En posant z = e(a)e

Dans la suite, on choisit a = 1/5, et nous minorons

sup F(x)

x>1

avec

F(x) = F(z,n) = %icme(%)e_m/x (x > 0).

m=1

Lemme 4 On a pour n € N* de la forme (4),
|F(z)| <z (z>0),

et pour € > 0,
|F(z)] <2 (z>1),

Démonstration D’aprés le lemme 2, on a

<[ (D)o
m=1

- 1
-m/x __
<Z€ _el/cc_lgx’

m=1



ot la derniére majoration résulte de l'inégalité de convexité e — 1 > u

ailleurs, d’aprés le point v) de 2, on a pour 0 < ¢ < 1,
[F(@)] < Y lemle™”
m=1

< Z %4— Z e /T

m<x? m>x?
e T
el/z —1
<. x2(175) 4 xe®

<. x2(1*8)'

<. 12(1—5) +

La stratégie de Vaughan consiste alors a considérer

Mp(o) == /000 F(a:);‘lfl (0<o<1).

Notons que le lemme 4 garantit la convergence absolue de Mp(o).

Proposition 1 On a pour n € N* de la forme (4),

sup F'(z) > limsup o Mp(0).

r>1 o—0

Démonstration Notant K = sup,., F'(x), on obtient

1 1
d d
Mp(o) < a + K/ * (d’aprés le lemme 4 )
0

0 xo xo’+1
1 K
1l-0 o
d’ou 'on déduit o
K 2 O-MF<0-> - 1 )
— 0

ce qui fournit le résultat espéré.

(u € R). Par

O

On pourra alors compléter la preuve aprés avoir démontré la proposition suivante.

Proposition 2 Pour n € N* de la forme (4), on a

(lTiL% oMp(o) = ?L(l, X)7(n),

ot s — L(s,x) désigne la série de Dirichlet associée a x.

8



Preuve du théoréeme 1
D’aprés les propositions 1 et 2, on a pour n de la forme (4)

iglf F(x) > ?L(LX)T(n)a

et donc, comme

Au(ip(n) +1) > sup |&,(2)] > sup

D, <€(1/5)6_1/m)

|z|<1 z21
on obtient
1
A, = W ilg) exp (F(x)) = exp (?L(l,x)T(n) — log(p(n) + 1)>

Or, comme n est sans facteur carré, 7(n) = 2¥(" et d’aprés le lemme 1, on obtient en
posant B = %L(l,x) #£0,

logn 1 —log?2 1
> - _
A, > exp <B exp <log 2 (1 + Tog, 1 + O<(10g2 n)2)) log(p(n) + 1)>

logn 1 —log?2 1
= log 2 O
P <exp ( ©8 logy, n i (logy n)? i ((10g2 n)3>>>’

'égalité résultant du fait que p(n) < n. Comme 1 — log2 > 0, on obtient pour n assez

grand,
logn
A, >exp | exp <log2 ) ,
log, n

ce qui est exactement le résultat souhaité.

La suite de cette section est dévolue a la preuve de la proposition 2.

Lemme 5 Pour m € N*, on «a

e() = 1 (405 | m] — [ m] + VBx(m)),

ow l'on a utilisé la notation d’Iverson : [P| vaut 1 ou O suivant que la propriété P est
satisfaite ou non.



Démonstration On a

we (%)
=5((5)+<(-5))

4 4
1 k k
= Zl( E e(%) + E X(k:)@(%)) (car les carrés inversibles modulo 5 sont 1 et 4.)
k=1 k=1

Or d’une part, d’apres la classique relation d’orthogonalité, on a

ie<k_m>_ 5 si5|m
5/ 10 sinon,

et par conséquent
5 (km) {4 si5|m
el— ) = )
— ) —1 sinon.

D’autre part, comme Y est primitif, on a
4
km
> x(ke(5") = 700x(m).
k=1

ot 7(x) = Yhy X(T)@(%). On a 7(x) = /5 (calcul élémentaire ou bien théoréme 9.17 de

[7] par exemple). On obtient donc bien le résultat souhaité. O

Lemme 6 Pour x >0, n € N* de la forme (4), on a

F(zx) = i( i Cm (e‘f’m/x — e_m/x> + \/gwi cmx(m)e_m”).

m=1

Démonstration On a

F(z) =% i cme<%>e’m/x
m=1

oo
m
= Z Cm§R6<E> e M/ (par convergence absolue et continuité de R )

1 (o]
=1 (4 Z cme ™ — Z cme ™® + /5 Zl cmx(m)e_m/x> (d’aprés le lemme 5).

5|m 5tm

10



Or

4zcm6—m/1‘ ZC e—m/x -5 Z ComC —5m/x _ Z Cme_m/x

5|m 5tm
0o

Cme T — Z Cme” ™", (daprés le lemme 2)

m=1

ce qui acheéve le calcul. O

Lemme 7 Pour o >0, n € N* de la forme (4), on a

S MM 1o [+ 97, (©)

m=1 pln

> =ca+o)[Ja-p).

m=1 pln

et

Démonstration Démontrons la premiére de ces égalités, la deuxiéme pouvant s’obtenir
par des calculs similaires. Rappelons que d’aprés le lemme 2, la fonction m — ¢, est
multiplicative et par conséquent la fonction m X(m)cmm_U I’est aussi. De plus, on a

ZZ\X DI =R IEo

l/>1 p‘n l/>1 pfn I/>1

)+ 2.2 e

1/>1

Par conséquent la série de Dirichlet figurant en (6) est absolument convergente pour o > 0
et

IR T DO

- H (1 + ; 1/(0+1 ) g ngf:Z)
S (U [
:L(l—l—a,x)g(l—]%jL%(l—p)).

11



Comme x(p) = —1 lorsque p | n, cela donne le résultat escompté. O

Lemme 8 On a pour tout m € N, n € N* de la forme (4), 0 > 0,

/00 e_m/zd—x = L(o) (0 > 0).

xa—‘rl m

Démonstration Il suffit d’effectuer le changement de variables v = m/z dans la formule
classique

D(0) = /0 T e ldu (o> 0).

Lemme 9 Pour o >0, on a
Me(o) =~ (VL(1 4 0,) 10+ -0 =570+ [T -7)

Démonstration Pour o > 0, on a (I'interversion est aisée a justifier, je ne donne pas les
détails)

Mp(o )
= 1 i Cm(€77™/® — e~ /w) +5 i c (m)eim/x d (d’apreés le lemme 6)
— m mX Lo+ p

1 S OO —5m/x —m/x \/_ S ~ _m/x_d.’ll'

- ; en | =) S T D end
= M (( - 1) Z +V5 Z CmX ) (d’aprés le lemme 8)

4 m= 1
_ F(0> \/_L 1 oy _(1_5° 1 1—p°
= | Vo A+ox) [Ja+pr ) - =570+ [ —p) .
pln pln
la derniére égalité résultant du lemme 7. a

Preuve de la proposition 2.

12



On emploie le lemme 9 : sachant que lim, ,qol'(c) = 1 (I a un podle simple en 0 de
résidu 1), que la fonction o — (1 —577)((1+ o) est bornée au voisinage de 0 (¢ a un pole
simple en 1), et que

. A w(n): . 0 —
}gng[(ler ) =2 7(n),  lim | (1—-p7)=0,
pin pin

on obtient bien la limite souhaitée.

3 Démonstration élémentaire du théoréme 1

Il est en fait possible d’obtenir de maniére élémentaire le théoréme 1. C’est 'objet de
I'exercice 4.3.9 de [7]. Apparemment (cf. [2]) cette preuve est due a Saffari qui ne 'a pas
publiée.

Lemme 10 Pour n de la forme (4), d | n, on a

le(1/5) — 1| siw(d) est pair;
le(2/5) — 1| siw(d) est impair.

le(d/5) =1 :{

Démonstration Supposons w(d) pair. Dans ce cas, par multiplicativité de x, on a x(d) =
1. Donc soit d = 1 mod 5 auquel cas on a bien |e(d/5) — 1| = |e(1/5) — 1|, soit d =
—1 mod 5, et comme deux nombres complexes conjugués ont méme module, on trouve
le(d/5) — 1| = |e(—1/5) — 1| = |e(1/5) — 1|. La démarche est identique pour le cas w(d)
impair. O

Lemme 11 Pour n de la forme (4), on a
[@a(e(1/5))] = le(1/5) + 1™/,

Démonstration D’aprés le lemme 10, on a

@ (e(1/5)] = [ ] le(d/5) — 1]/
din
le(2/5) — 1|#{din:w(d) impair }

B |6(1/5) — ]_|#{d|n:uJ(d) pair }

#{d | n : w(d) impair } = #{d | n : w(d) pair },

13



puisque ces ensembles sont en bijection via 'application d +— n/d. Comme de plus,

#{d | n : w(d) impair } + #{d | n : w(d) pair } = 2°" = 7(n),

on obtient,
#{d |+ w(d) impair } = 4{d | n : w(d) pair } = 3r(n).
A 2/5) — 1 7(n)/2
e —17(n
e e
La conclusion résulte alors de 'identité
T u

Il est maintenant aisé de conclure. On a
Anlo(n) +1) = |®,(e(1/5))] = |e(1/5) + 1|7/2,

et en employant le lemme 1, on obtient la minoration de Vaughan.

4 Annexe

4.1 Un résultat de Schur
Proposition 3 (Schur,1937) On a

limsup A,, = 4o00.
n—oo

Démonstration Soit ¢t € N, £ > 2 et impair. Notons tout d’abord qu’il existe une suite
de nombre premiers p; < ps < ... < p; telle que p; + po > p;. En effet, supposons par
I’absurde que ce ne soit pas le cas. Dans ce cas, pour tout entier naturel k, 'intervalle
[25=1 2F[ contient au plus ¢t — 1 nombres premiers (dans le cas contraire, on aurait 2F~! <

pL<pr<...<p <2¥ < 2py < p1+ py). Par conséquent, on aurait 7(2%) < kt pour
tout k, ce qui irait & I’encontre de la minoration du nombre de nombres premiers de

14



Tchebycheff. A présent considérons n = p1ps ... p; et la réduction de ®,, modulo X7+ de
maniére a pouvoir déterminer le coefficient d’ordre p; :

©,(X) = [ (x4 = 1)/

dln
t )
L (XPi—1
= HIZBE, ] ) mod XP (car ¢ est impair et pips > py)
t .
(1= XP
= Hl:ll(— e ) mod XP™ (car ¢ est impair)
=1+ X +X24+ .+ XP)(1—XP— XP2 — . — XP)mod XP™ (car p1 +p2 > p1).
On constate que le coefficient d’ordre p; de ®,, vaut 1 — ¢, ce qui achéve la preuve. O

Remarque 2 Cette preuve peut étre adaptée pour montrer que tout entier relatif est
coefficient d’au moins un polynéme cyclotomique (cf [8]). En revanche il ne semble pas
connu que A, puisse prendre toutes les valeurs entiéres positives.

4.2 La majoration de Bateman

Proposition 4 (Bateman,1949) Pour tout € > 0, n > ny(e),

log 2
A, < exp <n(1+8) Togz n). (7)

Démonstration Dans cette démonstration, nous dirons qu’une série entiére formelle
> om0 @™ & coefficients réels majore ) bpa" si |a,| < b, pour tout n > 0. Cet ordre
est conservé par produit de séries entiéres (vérification facile). Considérons I'identité

O, (z) = [J(1 =2y /?.
pln

Suivant que p(n/d) vaut 0, 1 ou —1, le facteur (1 — x%)*"/% est toujours majoré par
1+ 2%+ 2% 4 .. .. Par produit, et comme @, (z) est un polynéme de degré o(n) et donc
de degré strictement inférieur & n, on obtient que ®,(x) est majoré par

F,(z) = H <1 +at ¥4+ x(”/dfl)d)
dln

Par conséquent, la quantité A, n’excéde pas la somme des coefficients de F,,(x) c’est-a-dire
F,(1). Ainsi,

Ay < F(1) = Hg “T[d=n

dn din

15



Or, on connait I'ordre maximal de 7(n) f(cf par exemple [7] theorem 2.11) : pour n > 3,

on a
logn 1

< log 2 :

m(n) < exp <log2 n( 082+ O<10g2n)>

Donc pour € > 0, n > ng(e),

logn

T(n) gexp< (1+5/2)log2>,

log, n

et par suite,

A, <exp (%T(TL) log n)

0gy M

< exp <exp (f‘)gg” (1+¢)log 2)) (n = na(e)). O

5 Pourquoi choisir n de la forme (4) ?

Et aussi pourquoi choisir de minorer le supremum de ®,(z) le long d’un rayon d’ar-
gument 27/57 A faire...
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