La méthode de Balasubramanian pour obtenir
une région sans zeros

O. Ramaré

11 janvier 2011

Résumé

Balasubramanian a obtenu en 1976 la région sans zéros classique
pour la fonction ¢ de Riemann sans comparer les valeurs en 1 + it et
en 1+ 2it. Nous présentons ici cette méthode.

1 Introduction

Voici les articles de base : (Balasubramanian & Ramachandra, 1976) et
(Balasubramanian & Ramachandra, 1982). Nous démontrons ici que

Théoreme 1.1 [ existe une constante C' > 0 telle que, si p = 4+ iy est un
zéro de la fonction ( de Riemann, avec [ et v réel, alors

C

B<lo— %
Log(|| + 10)

Les premiers zéros de  ont été calculés numériquement (Riemann avait
déja fait certains de ces calculs a la main!), ils sont tous de partie réelle
= 1/2 et voici les valeurs des premieres ordonnées :

14.134725 4+ O*(107°%), 21.022040 + O*(107°%), 25.010858 + O*(107°),
30.424876 + O*(107°%), 32.935062 + O*(107°), 37.586178 + O*(107°).

La conjecture de Riemann dit que tout zéro de ( dont la partie réelle se
situe dans la bande dite < critique »se trouve en fait sur la droite Rs = 1/2.
Cette hypothese a été vérifée jusqu’a de larges hauteurs (actuellement jusqu’a
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2.445-10'% notamment par (Gourdon, 2004), (voir aussi (Wedeniwski, 2009)
et (Odlyzko, 2001)).

Ceci nous permet donc de supposer que || est assez grand. Par ailleurs,
I’équation fonctionnelle alliée au principe de réflexion de Schwartz nous per-
met d’affirmer que si 3+ est un zéro avec 8 € [0, 1], alors 1 — 5+, §—iy
et 1 — 0 — iy sont eux aussi des zéros de (. Nous pouvons en conséquence
supposer v > 0.

Pur une version explicite du théoréme précédent, consulter (Kadiri, 2005).
Pour une version explicite asymptotiquement meilleure, consulter (Ford, 2000).

2 Utiliser le théoreme de Brun-Titchmarsh
pour minorer une somme sur des nombres
premiers

Commencons par rappeler le théoreme de Brun-Tichmarsh.

Théoreme 2.1 Soit ¢ > 1 un module, et M >0 et N > g > 1 deux bornes
réelles. Donnons-nous aussi une classe a inversible modulo q. Le nombre Z
de nombres premiers de lintervalle [M + 1, M + N] et qui sont congrus a
a modulo q vérifie
2N
7 <

~ ¢(q) Log(N/q)

Cette version complétement explicite est due a (Montgomery & Vaughan,
1973), les versions antérieures ayant un 2+ o(1) au lieu de simplement 2. La
dénomination < Théoreme de Brun-Titchmarsh »a été introduite dans (Lin-
nik, 1961) parce que, d'une part, Titchmarsh a établi un théoreme du méme
style ¢ = 1 avec O(LogLog(N/q)) au lieu 2 alors qu’il obtenait I’asympto-
tique pour le nombre moyen de diviseurs des p + 1 (ou p parcourt la suite
des nombres premiers) ; d’autre part, Titchmarsh utilisait le crible de Brun a
cette fin. La constante 2 (avec un +o(1)) est apparu pour la premiere fois dans
(Selberg, 1949). 11 est maintenant assez facile de démontrer ce théoréme, au
moins avec une constante (2+ o(1)), et nous renvoyons le lecteur a (Ramaré,
2009, Theorem 2.2) et a (Ramaré, 2009, Chapter 6).

La force essentielle de ce théoreme lorsque ¢ = 1 vient de ce que M peut
étre tres grand par rapport a N. Dans ce cas, nous savons établir que Z =
(1 + o(1))N/Log M lorsque N > M exp(—c(Log M )35(LogLog M)~'/?)
pour une certaine constante ¢ > 0, et ce, a ’aide du théoreme des nombres
premiers. Donnons une version explicite de ce genre de résultats, version tirée

de (Ramaré & Rumely, 1996, Theorem 1 and 2) :
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Lemme 2.1 Nous avons [9(z) = x + O*(v/2x) lorsque 1 < z < 10 et
JI(x) =z + 0*(0.000213z) pour x > 10'°.

Et donc, en particulier, ¥(x) = = + O*(0.000213z) pour x > 44082965, ce
qui implique que

9(2P) — 9(P) > P(1 — 3 x 0.000213) (P > 44082965).
Pour P plus petit

9(2P) = 9(P) = P(1 - (V/(4) + V(2))/V(P))
ce qui nous donne
9(2P) —9(P) > 0.996P (P > 10°). (1)
Voici la conséquence qui nous intéresse :

Lemme 2.2 Nous avons, pour P > ~v? > 10002,

Z (1 + cos(yLogp)) Logp > 0.0089 P.

P<p<2P

Nous conjecturons que la somme en question est équivalente a P.* Notons
que nous pouvons remplacer 1 — cosx par |6 — cosx| pour n’importe quel
nombre réel 6.

Preuve : Soit Py = exp((1 + 2ko)m/7y) ou ko est 'entier défini par
LogP 1
b — {7 0g

— 1
2T 2}4_

tant et si bien que y Log P, est un entier = 7[27| et Py > P. Nous considérons
ensuite les points P; = Pyexp(27j/v), pour j = 0,---,J, ou J est l'entier
défini par
Pyexp(2mJ/vy) < 2P < Pyexp(2n(J +1)/7)
ie.
J V Log(QP/Po)J
2T

ou |z | désigne le plus petit entier strictement en dessous de x. Nous considérons
I'intervalle élémentaire (centré multiplicativement autour de 1), pour un pa-
rametre « € [0, 1] que nous choisirons plus tard,

c(a) c(a)

I(a,7y) = |exp ———, exp —], c(a) = m — arccos(a — 1)
Y Y

x. La théorie des formes bilinéaires sur les nombres premiers ne s’applique pas ici car
cos(yLogp) = Np"? est essentiellement une fonction multiplicative.
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puis tous les intervalles I; = P; - I(a,7), tant et si bien que si ¢ est dans
| P, 2P] mais dans aucun des [;, nous avons

1 + cos(yLogt) > a.

L’intervalle I; est de longueur au plus (en supposant ¢(a) < 1)

P; (exp @ — exp —@) = 2P; sinh @
Y Y Y

2P; 1 2. 4P;
< ic(a) 1000 sinh < 0000004 P;c(c)
7 1000 ~

(par convexité de sinh) nombres entiers. Grace au théoreme 2.1 de Brun-
Titchmarsh, cet intervalle contient au plus

4.0000008 Pjc(a) < P;  4.0000008 c(c) Log P
7 Log 2020e) @) = Log P gl Log(2c(a)V'P)
P, 8.0000016 ¢()

= Log(2¢(a))
yLog P 1+ EfglOOO

nombres premiers. En sommant sur 7 = 0,---,J, nous obtenons que les

nombres premiers contenus dans la collection des I; sont au plus au nombre
de

exp(2m(J 4+ 1)/v) —1 Fy/v 8.0000016 c(«)

exp(2m/7) =1 LogP 14 Loslla)

2exp(27/y) P/v 8.0000016 ()

~ exp(2m/7) — 1Log P 4 Lestela)

P exp(27/1000)2/1000 8.0000016 c(c)

< _ Log(2c(a))
Log P exp(2m/1000) —1 1 4 Lest2cla))

car la fonction x — xe”/(e* — 1) est croissante. En choisissant o = 0.03014,
nous obtenons qu’il y a au plus 0.700 646 628 P/ Log P nombres premiers qu’il
faut exclure. Par conséquent

PLog(QP))a

Y (1+cos(yLogp)) Logp > (19(2P)—19(P)—0.700646 63—

P<p<2P

ce qui nous donne le lemme en invoquant (1). RORS



3 Du théoreme de Brun-Titchmarsh a la fonc-
tion ( de Riemann

Commengons par rappeler la deuxieme moitié de (Ford, 2000, Lemma
2.3) (aussi démontrer bien antérieurement, mais j’ai oublié ou!!).

Lemme 3.1 Nous avons, pour o > 1,
[C'/¢(o +it)] < 1/(0 = 1).

L’expression de —(’/( en série de Dirichlet et une simple sommation par
parties permet de prouver le lemme suivant :

Lemme 3.2 Pourt > 1000 et ¢ > 1, nous avons

—Cg' —¢ (4+it) > 0.00641

¢ T @) o =1)
Preuve : Nous partons de

(o) +R

—C’(J) N %—Q’(J i) = Z A(n)(1 + cos(t Logn))

¢ ¢ = n?
- Z (14 cos(t Logp)) Logp
p>t2 p’

Nous employons alors une décomposition diadique puis le lemme 2.2. Le
membre de droite est par conséquent minoré par

Z 0.0089 S 0.0089 1 S 0.0089
20(2kt2)071 — 20152(0'71) 1— — 20t2(071) L0g2 (O' _ 1)

k‘ZO 20 —1

toujours parce que la fonction x — /(1 —e~") est croissante. Par conséquent

—' - 0.00641
¢ ¢ 2 G )

comme annonceé. OO0

(o) +R

4  Exprimer —R('/((s) en fonction des zéros
proches de s : la méthode locale de Landau

Il existe d’autre facons de procéder, notamment via le lemme suivant,
dont on trouve une premiere trace dans (Landau, 1908), entre les equation
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(92) et (93), voir la définition de F'. Cette approche va évoluer jusqu’a (Lan-
dau, 1926, Lemma 1) pour donner une borne de (’/((s) proche de la droite
Rs = 1. Gronwall et Landau ont aussi échanger des améliorations successives.
Voir aussi (Titchmarsh, 1951, section 3.9, Lemma «). La preuve est basé sur
un résultat a la paternité tout aussi délicate, nommément le théoreme dit
de la partie réelle de Borel-Caratheodory. Caratheodory ne 1’a publié nulle
part, mais Landau déclare qu’il lui doit des résultats de ce types au cours
d’échanges de lettres. Voir en particulier (Landau, 1908, Satz I, section 5)
and (Landau, 1926, Lemma 1). (Titchmarsh, 1932, section 5.5) attribue ce
théoreme a (Borel, 1897, page 365) * et a Caratheodory.

Lemme 4.1 Supposons connue une borne supérieure M pour la fonction F
holomorphe dans |s—sg| < R. Supposons encore que l’on connaisse une borne
inférieure m pour |F(so)|. Alors

POy Lo (shestitim)

Fls) | Erp® =P R

pour |s — so| < R.

(Heath-Brown, 1992, Lemma 3.2) propose encore une autre fagon de faire.
D’un point de vue explicite, il semble que ce soit une technique de Stechkin
(dont le lecteur trouvera 'origine dans 'article de de la Vallée-Poussin cité
ci-dessous) qui soit le plus efficace. Voir les articles de (Rosser, 1941), (de la
Vallée Poussin, 1956), (Stechkin, 1970), (Stechkin, 1989), (Ramaré & Rumely,
1996), (Kadiri, 2005).

Consequence pour la fonction zeta de Riemann

Voici la conséquence qui nous intéresse du lemma 4.1 :

Lemme 4.2 Soit to > 4. Nous avons

'(s 1 ,
o) _ > ——+0(Logte) (|s—1—ito| <1/2) (2)
() G sTP
p ito]<1

Nous prenons F' = (, so = 1 + ity et R = 2. Il nous suffit d’obtenir une
borne supérieure polynomiale en I'ordonnée pour |((s)| lorsque —1 < Rs < 3
et ¥s > 2, de méme qu’une borne inférieure pour |((sg)|. Voici une fagon
rapide pour acquérir la borne supérieure :

o dt s 1 o dt
W) =s [ W -5 [ B

*. Il faut un peu modifier la preuve pour nos besoins.




ou [t] désigne la partie entiere de t, puis {t} sa partie fractionnaire et By (t)
est la premiere fonction de Bernoulli function, soit B;(t) = {t} — 1. Nous
considérons les fonctions de Bernoulli d’ordre supérieures By et Bs :

1 1

1a(0) = [ Buwdu+ 55 = HOP - b+

Cette fonction est périodique de période 1 ¢ > 1 et a 0 comme valeur moyenne
. : 2 ,
sur une période (i.e. [ By(u)du = 0). En conséquence

1By(t) = /1 By(u)du = ${t}* — 1{t}* + {t}

est bornée et donc périodique de période 1. Il se trouve que sa valeur moyenne
sur une période est encore nulle. Il vient alors

s 1 s s(s+1) [~ dt
- o+ 2422 By(t
s—1 2 12T /1 (055
s 1 s s(s+1)(s+2) [ dt
— . Bt
s—1 2D 6 /1 30553

ce qui donne une expression pour le prolongement analytique de ( sur le
demi-plan Rs > —2. En particulier, lorsque |s| > 2 et s > —1, nous avons

1
() < Blsl+ 5+

De meilleurs bornes sont accessibles, (en fait |((s)| < |s|?/? dans notre do-
maine), mais celle-ci nous suffira.

Il nous faut aussi une borne supérieure pour 1/|¢(1 + itg)|, ce que nous
obtenons rapidement de la facon qui suit. Nous modifions tout d’abord la
preuve que nous venons d’écrire pour montrer que

('(s)] < (Logt)®  (Rs > 1,t = s >2).
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Nous utilisons cette borne pour bouger (1 + itg) en (o + itg) au prix de
O((0—1)(Log ty)?). Nous rappelons ensuite I'inégalité classique de Mertens * :

1 < [¢(a)]P[¢(o + ito)|*[¢ (o + 2ito)].
Comme [((0)] < 1/(c — 1) et |((o + 2ity)| < Logty, nous obtenons
(o — 1)**(Log to) ~* < [¢(o + ity)].

Nous choisissons alors o = 1 + C(Logt;) ™ ot C' est une constante que nous
choisissons assez grande et obtenons

¢ (0 +ito)] > 1/(Log t)".

Cette borne a priori est suffisante, mais nous savons faire bien mieux, voire
par exemple (Ramaré, 2010).

Le lecteur dispose a présent de tous les éléments pour clore la preuve du
lemme 4.2. Remarquons ici qu’'une preuve de

¢ls) _ 3 %p +O(Logt) (|5 —1—ito] < 1/2)

C(S) |p—1—(Logto)t—ito|<1
aurait été légerement plus simple puisque la borne inférieure
[C(1+ (Logto) " +ito)| " < [((1+ (Logto) )| < (Logto)

aurait suffit. L’expression que nous donnons est toutefois plus simple a écrire !

5 Obtenir la région sans zéros

Soit 8 + iy un zéro de ¢ avec § > 1/2 et v > 1000. Nous utilisons le
lemme 4.2 avec ty =y et s = 0 + iy pour un o €]1,3/2] que nous choisirons
plus tard. Il vient

¢ 1
E(S) = ). . + O(Logv)

S
lp—1—iv|<1

*. Que l'on prouve en remarquant que —(’/¢ a une série de Dirichlet & coefficients
positifs ou nuls. Comme 3 + 4 cos 6 + cos(20) = 2(1 + cos§)? > 0, nous obtenons

0< 3R _CC _CC (o + ito) + 5}%‘5

Nous intégrons ensuite cette inégalité en ¢ parcourant la demi-droite de op a co. Nous
pourrions aussi utiliser le développement en série de Dirichlet de Log(, qui a aussi des
coefficients positifs ou nuls.

(o) + 4R (o + 2ito).



dont nous prenons la partie réelle. Comme R1/(s — p) > 0, nous pouvons
restreindre la somme sur les zéros a [ + 4y si nous nous contentons d’une
minoration, i.e.

C/
R=(s) > + O(Log ).
H(s) 2 ——— + O(Log)
D’un autre co6té, en combinant les lemme 2.2 et 3.1, nous obtenons
¢’ 1 0.00641
R=(s) < — )
SR R e LRICag

En combinant les deux, nous atteignons

o—1 < 0.00641

o—f7  (29)!
Soit A = 157, de sorte que 1/(A+ 1) < 0.00641. Nous posons 6 = 1 — [ et
choisissons 0 — 1 = A(1 — ). L’inégalité du dessus s’écrit alors

+ O((c — 1) Log~).

A 0.00641
A——f—l >~ 1= m + O(éLOg’y)
soit encore 0.00641
€A5L0g(272) + 0(5 Log ’y) S A _|_ 1 .

Lorsque 0 Logy tend vers zero, le membre de gauche de cette inégalité tend
vers une quantité > 1/(A + 1), ce qui impose donc que § Log~ doive rester
supérieur a une constante > 0.
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