Série théta

F. Cléry

Résumé

Nous démontrons les formules d’inversion de séries théta avec ou sans
caractére. Cela nous permet d’obtenir la modularité de la fonction n de
Dedekind. La référence principale de cette note est I’ouvrage de N. Koblitz
Introduction to Ellipitic Curves and Modular Forms. ([Ko]).

1 Rappels

1.1 Transformée de Fourier

Notons S le C-espace vectoriel des fonctions réelles & valeurs complexes in-
définiment dérivables & décroissance rapide au voisinage de 'infini :

S= {f € C*(R) telle que YN € N lirin lz|N f(z) = 0}.

La fonction f(x) = e=%" est un élément de cet espace.

La transformée de Fourier est ’opérateur suivant :

< S — S >
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T f(l.)e—mmcydx

Proposition 1.1 Soit f € S.
1) SiaeR et g(x) = f(x+ a) alors §(y) = > f(y).
2) Sia R et g(x) = e f(2) alors §(y) = f(y — a).
3) Sia € R*™ et g(x) = flax) alors §(y) = 2 f(¥).

Lemme 1.2 | Si f(z) = e~ alors f=1




Preuve. .

Par définition de la transformée de Fourier, on a f(y) = [ f(z)e 2™*¥da
donc f(y) = —2in fj;: e~ ™(2W+2) . On intégre alors par parties et on ob-
tient f(y)' = —2myf(y) donc f(y) = F(0)e=™" et f(0) = [T e dx =1
(pour obtenir cette égalité, on considére le carré et on passe en coordonnées

polaires). O

1.2 Formule de sommation de Poisson

Théorsme 1.3 | Si f €S alors Z f(n) = Z f(n).

neZ nez

Preuve. Soit h(z) = Z flz +mn).
neZ
Cette fonction est 1-périodique et posséde donc un développement en série de

Fourier de la forme :
1
h(lL’) — Z C(m)GQiﬂmI ol c(m) — / h<l_)€72i7rmzdx.
MmeEZ 0
On a donc

1
c(m) :/0 Z f(z+n)e 2immady

ne”z

1
_ Z/ f(i[] + n)e—Qiﬂ'mxdx
0

nez

+o0
:/ f(x)e—QiTrmxdx

=f(m).

On se place alors en z = 0 pour obtenir le résultat :

) =3 fm) = 3 elm) = 3 fm).
meZ

neZ mEZ

2 Séries théta

2.1 La plus simple...

Pour tout ¢ > 0, on note

o)=Y e,

nez

C’est une fonction analytique réelle dans RT*.



Proposition 2.1 On a
1 1
0(t) = —06(-).
(1) = 2=0(;)

Preuve. Soit g(z) = e=™*" = f(v/tx) ot f(z) = e ™ . En utilisant le troisiéme
point de la proposition 1.1 et f = f, on obtient

. 1 .y 1 Y 1 2
= — —_—) = — —) = —e t
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La formule de sommation de Poisson permet alors de conclure. O

2.2 Les tordues

Soit x un caractére de Dirichlet modulo N, primitif, non trivial et pair
(x(=1) =1). Pour tout ¢ > 0, on note

_ntn? 1 —atn?
O0xt) = Y x(n)e ™" =23 x(n)e ™.
neN* ne”Z

On peut réécrire cette somme de la maniére suivante :

1 —7tn? —7tn?
0. t) =5 > x(me ™ 4k > (e (1)
nElnrg%d N nE]\%rEni)d N

La derniére somme de cette expression est nulle puisque, par définition du ca-
ractére x, on a x(n) =0si (n,N)# 1. Pour 1 <a < N,on a

) X(n)e™™ = > (@) THatRN)® — X(a)ze_”mt(/w%)z.

n=a mod N n=a+kN kEZ
nez keZ

Notons, pour ¢ > 0 et a € [0;1],

Oa(t) = D emmthra),

keZ
Remarque 2.2 0y =6, =0
La somme (1) se réécrit alors
1
0, 1) = 5 D x(a)fz (N*h). 2)
a=1

Pour t > 0 et a € [0;1], notons 6%(¢) la série suivante

ea(t) _ Z 62i7rkaef7rtk2'

keZ

Remarque 2.3 0° =0 = ¢



Proposition 2.4 On a 0,(t) = %0“(%)

Preuve. Pour a € R et t > 0, la transformée de Fourier de la fonction h(z) =

—rt(z+a)?

e est donnée par (on utilise les points 1 et 3 de la proposition 1.1) :

iL 2iTay 1 77Tﬁ
=es W __—e" T,
(v) 7
On applique alors la formule de sommation de Poisson :
. 1 ) n2 1 1
0,(t) = Z h(n) = Z h(n) = — Z eXmane T — __g9(=).
ne”Z nez ﬁ nez \/i t
O

Nous aurons besoin du résultat suivant sur les sommes de Gauss, dont une
preuve se trouve dans [Mi] pp.80-81 :

N
Lemme 2.5 Soit g(x) = Zx(a)e%“%. Alors, pour tout entier k, on a
a=1

N
imak
D x(@)e™ v = x(k)g(x)-
a=1
Proposition 2.6 On a
|
9000 1) = 5 D x(@)fF (W?h)
a=1
Preuve. On a
1 Y < 2 1 Y 2irk &  —wtk?
SO (@R (V) = 2 3" () Y
a=1 a=1 keZ
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Or Z x(a)e? ™% = x(k)g(x), la proposition est donc démontrée. O
a=1
Proposition 2.7 On a
9x) po 1
O(x,t) = 0 .
0o t) = 57000 773y)
Preuve. On a
1
O1) = 3 3" x(a)fy (N)
a=1
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La premiére égalité est due a la formule (2), la deuxiéme a la proposition 2.4 et
la derniére & la proposition 2.6. O

2.3 Application a la fonction 1 de Dedekind

La fonction 1 de Dedekind est définie pour tout 7 € H = {7 € C,Im(7) > 0}
par

= n N ITT
n(r)=q= [J(1—¢") oun g=e"". (3)
n>1
n2—n
En utilisant l'identité d’Euler (H(l —q") = Z(fl)"qg) 2 ), on obtient la

n>1 nez
fonction éta comme une série infinie :

1 n 3n2—n
n(r)=q= > (=1)"q > (4)
neZ
Soit y 'application de N* dans {+1} définie par
1 si n =41 mod 12
x(n)=<¢ —1 sin==+5mod12
0 si(n,12)#1

Cette application est un caractére de Dirichlet modulo 12, il est primitif, non
trivial, pair et quadratique. On notera, pour tout n € N*,

o = (7).

Proposition 2.8 Pour tout 7 € H, on a
T 12 n?
O(x,—i—=) = — g2 = .
(X —ig5) Z<n>q n(r)
n>1

Pour démontrer cette proposition, il suffit d’utiliser ’écriture de 7 sous forme
de série (voir (3)) et la définition du caractére x. Les propriétés de caractére y
nous permettent d’appliquer la proposition 2.7 & la fonction 7. On obtient ainsi
la célébre formule d’inversion :

n(==) =4/ -n(7) ()

(on choisit la branche de la racine carrée ayant un argument appartenant &
] = 55 %]). En effet, la proposition 2.7 implique que

2
B T gx) - 1
77(7—) - G(Xv _Zﬁ) - m)e(x’ 122(72177'2))

or X = x (x est réel) et g(x) = 2(cos(F) — cos(3F)) = V12. L’écriture de 7 sous
forme de produit implique que

(1 + 1) = eFy(7). (6)

Les formules (5) et (6) font de 7 une forme modulaire de poids 3 pour le groupe
SL(2,Z) avec un systéme de multiplicateur traditionellement noté v,,.
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