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1 Propriétés de la suite de Rudin-Shapiro

1.1 Définitions

La suite de Rudin-Shapiro est une suite a valeurs dans £1, obtenue comme
coefficients d’une suite de polynomes définie récursivement. On construit ces
polynomes par le procédé suivant : on pose

POZQ[):la

Poii(2) = Po(2) + 22" Qu(2)
Qni1(2) = Pa(2) = 22" Qu(2)

de sorte que P, et @), sont de degré 2" — 1. Puisque P, ;; commence par P,,
la suite infinie des coefficients de P, ne dépend pas de n et elle est a valeurs
dans {1} car le shift des fréquences par 22" empéche les recoupements. On
note alors

on_1
Py(z)= )" ezt
k=0

et
2oL
Qn(2) = > 25
k=0
Ainsi 7" = rp si b < 277t P = —pp audela et Y € {£1}. La

suite (rg) est la suite de Rudin-Shapiro. Pourquoi cette suite a-t-elle de
I'importance en analyse harmonique : parce qu’elle possede des propriétés
extremales, comparables a celles des suites de +1 aléatoires comme on va le
Voir.



Mais on commence par donner quelqu’autres descriptions de la suite.

La suite de Rudin-Shapiro vérifie les relations de récurrence

To =1
Ton = Tn
Topn+1 = ( -1 ) nrn

et ces relations la déterminent entierement; en particulier c’est une suite
multiplicative (au sens de Gelfond).

D’ou une troisieme définition arithmétique (attribuée a Brilhart et Car-
litz) :

Définition 1.1 La suite (r,) est aussi définie par
r, = (_1)f(n)
si f(n) = #{11} dans lécriture 2-adique de n.

Il suffit de vérifier que cette suite vérifie les mémes relations de récurrence : si u, est
cette derniére suite, clairement ug, = u,; maintenant si n a pour chiffres ngni - - - ng,
2n + 1 ~ 1Ingny - -ny a la méme nombre de 11 que n si nyg = 0 et un motif de plus si
ng = 1; d’olt ugpt1 = (—1)™u, = (—1)"uy.

Une derniére définition plus algorithmique se déduit de la seconde (due a
Mendes).

Définition 1.2 La suite (r,) s’obtient aussi comme projection lettre a lettre
d’un point fize d’une substitution de longueur 2 sur un alphabet de 4 lettres.
Siu=(>(0) avec

¢(0) =01, ¢(1) =02, ¢(2) =31, ((3) = 32

alors r, = m(uy,) avec w(0) = 7w(1) =1 et w(2) = w(3) = —1. C’est une suite
automatique.

Il suffit de poser A, = 7gon_1) le préfixe de taille 2" de la suite (r,) (ie le motif des
coefficients de P,,) et By, = r[an gnt1_1) (e celui des coefficients de @Q,); ainsi, en notant

A le mot A dans lequel on a échangé les 1 et —1,
An+1 = Aan7 Bn+1 = AnFn

On code alors la suite par A, B, B, A disons 0,1,2,3, et ¢ définit la regle de passage de
I'étapenan+1:0—01,1 — 02,2 — 31,3 — 32. Ensuite on projette.



1.2 Normes ! — [2 — [

La premiere apparition de cette suite de polynémes (P,) et (Q,), dans la
these de Shapiro, avait pour motivation la comparaison des normes L™ — A
et L>* — L? dans 'espace des polyndmes trigonométriques. On sait en effet
que pour P polynome trigonométrique de degré N de la forme S5 cpe?™ ¢

1Plly < |[Pl2 < [[P[los < [[Pl[a < VN + 1| P2

Dans quelle mesure ces inégalités sont-elles optimales ?

On savait, depuis longtemps déja, construire des polynomes a coefficients de
module 1 (signes complexes), pour lesquels les normes 2 et 0o sont équiva-
lentes (pour les polynomes unimodulaires, la derniére inégalité est une égali-
té) : un premier exemple étant celui des gaussiennes complexes

L k2 .
H Z GZZW%GQZWMHOOSC\/N;

1<k<N
de méme, si () est une suite infinie et P(t) = Y,y ™, alors ||P||o <
CV/'N lorsque

ik log k
)

ep=e (inégalités de Van der Corput)

ou encore, par le résultat de Hardy-Littlewood (1914), lorsque

12 N . . ,
er = %™ 9 & quotients partiels bornés.

Preuve (cf N.Bary) : Les deux premiers exemples se traitent avec I'inégalité VdC
| D B <O f(0) - fa)l + 1D)(1+1/v/p)
a<k<b
ot |f”| > p; ainsi en prenant f(x) = xt + 22/N, a = 0,b = N, on obtient
| Y e T < 314 VN/V2) = O(VN).
1<k<N

Pour la seconde, on raisonne sur des blocs dyadiques et on interpole.

La question de telles estimations avec des polynomes a signes REELS a été
posée par Salem devant Shapiro et Rudin i.e. : Existe-t-il des polynomes
plats a coefficients réels 7

Le premier exemple auquel on pense ne convient pas tout-a-fait : la suite des

symboles de Legendre. Si p est un nombre premier et ( i) ) le symbole de
Legendre alors R(x) = Yf_, (‘;) e*miT est tel que

||R||c > /ploglogp, (Montgomery).
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Si P est a coefficients aléatoires £1, i.e. P(t) = 3 ,<n€n€®™™ ol les (e,)

sont des Rademacher indépendantes, on sait (Salem-Zygmund, Halasz) que
E(||P(t)]|sc) ~ v/Nlog N et donc que ps,

[1Plloe < /Nlog N, soit [|P|lse/||Pll2 < \/log N

(puisque ||P||2 = v/N + 1 par Parseval). Il y a donc une perte logarith-
mique...
On va voir que les polynémes de RS font I’affaire. On considere donc P, (t) =

S trett et Q) = it r,in)eikt. Par la regle du parallélogramme

|Pasal” +1Quirl* = [Pult) + e Qu(t)* + [Pa(t) — e Qu(t)]”

= AP+ =272

Il en résulte que ||P,||e < v/2v/27, autrement dit, les deux normes sont du
méme ordre de grandeur :

[1Pall2 < [|Palloo < V2| Ballo.

Cela tient a mise en jeu de matrices de Hadamard : 1identité du par-

allélogramme
ja+ 0" +[a — 0" = 2(|al* + [b]*)

se lit en effet ||Av||2 = 2||v||? si v est le vecteur de C? & coordonnées a et b,

et 11
4= <1 —1)
la premiere matrice de Hadamard.

Une matrice A carrée q X g a coefficients +1 est appelée matrice de Hadamard si elle
vérifie A*A = gI. Ces matrices peuvent étre engendrées par blocs selon la relation

(1 1 (A A
A1_<1 _1>7 Ak+1_<Ak _Ak;>
(De telles matrices existent pour d’autres tailles que les puissances de 2, e.g. pour ¢
multiple de 4 et < 664).

De plus, le résultat vaut pour la suite infinie : en effet, par un découpage en
blocs dyadiques, Shapiro et Rudin ont montré que si P(t) = Sn_, rre*,

[1Plloo/IIPll2 < 2+ V2, pour tout N

et Saffari prétend avoir la meilleure constante : v/6.



Cette propriété implique aussi I’équivalence des normes L' et L? par

I'inégalité immédiate :
[1P[l2 < VIPIL]Poo;

(si [[Plloc < C|[P][2 alors [[P[lz < C[|P[]1).
Certains motifs finis possedent cette derniére propriété; c’est le cas de la suite des sym-

boles de Legendre sur Z/pZ cette fois, ou p est un nombre premier fixé. Si R(z) =

-1 i .
PRy (; e2mi*/P on a en utilisant les sommes de Gauss,

[R(z)| = /p, et donc ||R[[y = (p—1)//p,

avec ici la norme dans L'(Z/pZ, )\). Le polyndme P = R + 1 & coefficients +1 est tel que
I1PI[1/1|Pll2 > 1—2//p.

Remarque : Il résulte de 1'équivalence des normes L>® — L2, I’équivalence
des normes L? et L7 pour tout ¢ et on va s’intéresser aux constantes.

1.3 Corrélations

Si (X,) est une suite de variables aléatoires indépendantes centrées, elles
sont non-corrélées au sens ou E(X,X,,) = 0 pour n # m, plus généralement
E(Xp, Xn, - Xy,) = 0si n; # n; pour tous ¢ # j. Wiener a introduit une
notion déterministe de corrélation, pour une suite bornée. Si (u,) est une
suite bornée de nombres complexes, par compacité, il existe (N;) telle que

1
lim N E Un1kTn = y(k) existe pour tout k > 0
j—o0 ;

J n<Nj

Si on prolonge 7 aux entiers négatifs par v(—k) = ~y(k), on obtient une
fonction définie positive sur Z qui est donc la transformée de Fourier d’une
mesure positive sur T. Lorsque cette mesure est unique, on l'appelle la
mesure de corrélation de la suite.

Proposition 1.1 La mesure de corrélation de la suite (r,) est la mesure de
Lebesgue.

Démonstration de Kamae : Sil’écriture de n en base 2 est n = Y e;(n)27,

rappelons que
rp = (—1)20 ci(Meri(n)



La mesure de corrélation de la suite (r,,) existe car c¢’est une suite multiplica-
tive. Il suffit donc de montrer que

2N _1
lim — T =0
N—o0 2N nZ: nintk

pour k > 1. Fixons n et k. Posons
a(n) = max{j; e;j(n) #e;(n+k)}

de sorte que e,z (1) = 0 et em)(n + k) =1 et eqpm)1(n) = eqm)+¢(n + k) si
t > 1. En modifiant le a(n) + 1-iéme digit dans n, on définit un nouvel entier

- n+ 20+ g €a(n)+1(n)
n — 20+l g €a(n)+1(N)

0
1

Clairement, pour j # a(n) + 1, e;(n) = e;(n) et e;(n + k) = e;(n + k).
Lemme 1.1 Pour toutn >0, on a

TnTntk + TaTask = 0

Démonstration : Il suffit de démontrer que r,r, 1 xr7r7x = —1 pour tout
n 2> 0. Or rprykTalask

oo

_ (_ 1)Zj=0(ej (n)ej+1(n)+ej(R)ej+1(R)+e;(n+k)ejr1(ntk)+e;(n+k)ejr1(nt+k))

se réduit, compte tenu des premieres remarques, a

( 1)23(7;)(2) (ej(n) €]+1(n)+ej(n)e]+1(n)+ej(n+k)ej+1(n+k:)+ej(n—i—k)e]Jrl(n—i-k))

Now, toujours par définition de 7, €q(n)41(n) + €am)+1(R) = €qm)+1(n + k) +
€a(n)+1(7 + k) = 1; on trouve ainsi

_ 14+eq(n n)+eq(n n+k) __
Tt kTl Atk = <_1) ( )+2( ) ( )+2( ) = -1
On termine alors la preuve de la proposition. La somme
2N 1
Z PaTnik = O Tnlnik+ Y Tnlnik
n<2V n<2V
n<2V a>2V



se réduit a Y, o~ T Tpak, Puisque, par le lemme,
n>2N

S TaTask=— Y Talntk = — Y TnTnik

n<2N a<2lV n<2N
n<2N n<2lV n<2V

(n =n). Mais, si n < 2V,

1
_ _ oN _
n>2" < a(n) >N -1, etn—n+72a(n)+1.

On en déduit que
1 N = N 1 N
Q—N#{n<2,n22 }NZ—N#{n<2,a(n):N—1,N}

et tend vers 0. D’ou le résultat. &
Démonstration métrique : On revient & P, (t) = Y7 ' rre’® et Q,(t) =
) opine r,(g”)eikt. On a obtenu, par la régle du parallélogramme, 1'identité

P12+ |Qusr | = 2(|Pe)? + |Q1]?) = 282,

Notons maintenant
1 2
Ry (t) = —N‘ > rnemt‘

n<N

On sait, par définition, que la suite (Ry) converge préfaiblement vers la
mesure de corrélation o de la suite de Rudin-Shapiro. Par ailleurs

P.|?
RQk - |2k’ N

posons de méme
Qrl®

Il résulte de (1) que la suite Ror + Tor stationne et vaut identiquement 2. Si
on montre que (75) converge elle aussi vers o et que o est a densité positive
f € L*, on en déduira f =1 et la proposition.

Lemme 1.2 1) (Ty:) converge préfaiblement vers o.
2)o=fdt, f >0, feL>.



Démonstration : Par un argument d’interpolation, on peut établir
0< Rn(t) < (2+V2)?2=0C, YN >0.
Si K, est le L-iéme noyau de Féjer, quand N — oo,

Ry x K (t) = Z (1-— ’]Z’)RN(k)eikt — Z (1-— VCIJ’)&(k)eikt =0 x Ki(t),

|k|<L |k|<L
Comme ||Ry * Kplloo < [|RN]|ool|KLll1 < C, la suite (o % Kp)r est uni-

formément bornée (dans le dual L*); par Banach-Alaoglu, (o * K1), admet
une valeur d’adhérence préfaible f € L™ : il existe (L;) telle que

mn/h@*k@):/ﬁﬁ Vhe L

J—00

~

en particulier avec h = ey, ce qui implique que &(k) = f(k) pour tout k € Z,
et o = fdt.

Reste a établir 1). A straightforward calculation donne immédiatement
a l'aide de (1)

1 1 -
R2k+1 — T2k+1 = ﬁ(lpk+l‘2 — ’Qk+1|2) = ﬁéﬁ)%(Pk’Yka)a

avec v, = eqr. Si ce dernier terme converge préfaiblement vers 0, Ryr + T
convergera (w*) vers 2f et f = 1.

Lemme 1.3 Pour tout m € Z, | [ PyyiQre™ dt| < |ml.

’ . - s ) k
Démonstration : PryQr = o< <2k 750" U2 ot

/Pkmeimtdt = Z Tjséei(mﬂ—f—zk)t.

0<j,0<2k

Sij<2F—|m|, m+j <2F <2F 4 ¢ de sorte que m +j — £ —2F £ 0 et
I'intégrale est nulle.

Sije 28— |m|, 2%, m+j— ¢ —2F =0 pour la seule valeur ¢ = m + j — 2*
et finalement

|/ﬂ@@km%ﬂ§ S 1=1|m|

2k —|m|<j<2k



1.4 Multi-corrélations

1.5 Fonction sommatoire
2 Problemes restants sur Rudin-Shapiro

2.1 Moments des polynomes de Rudin-Shapiro
Si on note P, le n-ieme polynome, (), son compere,

{ Puat) = Pult) +¢21Qu(t)
Qnii(t) = Pu(t) —e?"Qu(t)
alors

P+ =2
et

0<|P.(t)*/2" < 2.

On a remarqué que les normes ||P,||2 et ||P,]|, sont équivalentes et il est
naturel d’étudier le comportement en n de ||P,||,/||Pall2- Il est conjecturé
que pour tout ¢ > 0

| Pa(t)|*\a 1/2 ¢ 21
[SEANY - dr — 2
/I‘( ) =5 o T Ty

autrement dit, que la suite de variables aléatoires (|P,(t)|>/2") converge en
loi vers la loi uniforme sur [0, 2].

Il ne faut pas confondre ”(|P,(t)|?/2") converge en loi vers la loi uniforme sur [0,2]”
et 7(|P,(t)|?/2") converge préfaiblement vers la mesure de Lebesgue sur T”. Si on pose
X, = |P,(t)|?/2", la premiere affirmation signifie ”ux, converge préfaiblement vers px,

mesure de Lebesgue sur [0, 2]”

Tout d’abord, il faut remarquer que, @), et P, étant reliés par la relation

Qu(z) = (=1)"'Pi(=2)
ot P* est le polynome réciproque de P (P*(z) = 2¢P(1/z)), on a

JL 1Bl = [ 1Qu (o)t

pour tout entier q.

La relation se vérifie par récurrence sur n > 1. C’est clair pour n = 1 car le motif
des coefficients de P* est le motif symétrique de celui de P. Supposons le résultat pour n;
cela implique

Qn(=2) = (=1)"P;(2)
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car P*(—z) = (=1)¥[P(=2)]* si d = deg P et deg Q,, = 2" — 1. Maintenant

Qut1(2) = Pulz) = 2% (=1)" ' P (—=)

alors que
Pri(=2) = Qp(—2) + 2% Py(—=2);

en combinant, il vient
Qu1(2) = Pu(2) = (=1)" " H(Pra(=2) = Qi (=2)) = (-1)" Py (~2).

On en déduit 1’égalité des moments car P(1/z) = P(z) sur le cercle.

Les premiers calculs de moments confirment la conjecture. Si ¢ = 1, cela
résulte simplement du calcul de la norme L? de P,.

Pour ¢ = 2, il s’agit de calculer la norme L* de P, et ceci a été fait par
Littlewood, retrouvé par Newman et d’autres :

2
Proposition 2.1 Si l'on note a, = [¢ (%#”2) dt on a

1
Apy1 = 2— ian.

Preuve : Notons dans ce qui suit v; le caractere 2 De la relation
P + 1 =2

on tire en élevant au carré

/T(|P2( dH/ !Qn dt”/ [P !Qn()\ _4

soit, compte tenu de la remarque précédente,

/T(\PQ( dH/ \P I’ IQn(>| gt — (1)

Maintenant on calcule
/ |PaQ,|2dt = 2/ P, |4dt 2)
T T
En effet, en élevant au carré 'identité

Poi1Qni1 = P2 — 12Q>

on obtient

|Poi1Qnii|* = |Po)* + 1Qn|* — 2RW?2

10



avec W,, = 7, P,Q.,; or W, étant a spectre dans [1, oo[, W2 est & spectre dans
[2, 00[ et sa moyenne est nulle; en intégrant, on trouve

oV PaQuialPdt = [ (P +1Quldt =2 [ [Pt
T T T

d’ott (2). On reporte dans (1) et on normalise pour obtenir a,1 = 2 — 3a,.

¢

Corollaire 2.1 La conjecture est satisfaite pour les moments d’ordre 4 :

[P0

T 220

dt — 4/3.
Preuve : La limite ¢ pour (a,) vérifie £ = 2 — £ soit £ = 4/3. &

Proposition 2.2 La conjecture est vraie pour les moments d’ordre 6.

Preuve : La méme méthode permet de vérifier la conjecture pour les mo-
ments d’ordre 6 (¢ = 3). Il est plus commode de travailler avec les polynomes
normalisés :

1@nllz 22

ainsi les relations deviennent :
| X |? + Yo]? =2 (3)
‘Xn|2 - |Yn‘2 =Wy (4)
olt cette fois W,, = 2R(,,X,,Y,). On calcule ainsi

Wn—l
2 Y

Wn—l
2

|Xn|2_1: |Yn|2_1:_

de sorte que, X, et Y, ayant les mémes moments, on a
Lemme 2.1 Pour q impair et tout n > 1, [x WI_(t)dt = 0.

On en déduit en particulier lorsque ¢ = 3
0= [ (1Xa(0) = )t
T

= ([ 1Xa(0)fdt = 1) = 3( | |Xa(dt = 1) +3( [ 1X,(0)dt = 1);

11



et comme la derniere intégrale est nulle, on obtient

/T\Xn(t)]6dt:1+3(/T\Xn(t)]4dt—1)

soit en tenant compte du résultat précédent
lim/ X, (1) |dt = 2.
noJr

¢

Si on poursuit de cette facon, tout le probleme se réduit a estimer le
comportement de [ W lorsque ¢ est pair.

Conjecture bis : Si g est pair, [|X,[*(= [|Y,|*?) ~ [WZ,.
Proposition 2.3 La conjecture bis implique la conjecture de Saffari.

Preuve : Supposons la conjecture bis vérifiée. On va établir la conjecture
de Saffari par récurrence sur ¢. Notons n; = [ | X,|* et supposons que pour
- J q N .

j < q, nj tend vers 2-. On va montrer que n, tend vers - A laide du

i jL g+l
lemme suivant :

zn:(_l)nfjcj 2 _ )0 sl n est impair
"i41 1/(n+1) si n est pair

Partons de .
JUXa2 =17 =3 G317 n,
7=0

11 vient des relations (5)

Juxap —vr=2 [we,

Commencons par le cas ¢ impair. Par le lemme 2.1, (W, = 0 et en
développant,
q—1
J 1P = (-1 G
5=0

La limite vaut donc

q—1 j
S =
= T5+1 q+1



d’aprés le lemme 2.2 (on n’a pas utilisé la conjecture bis).
Supposons maintenant ¢ pair. Cette fois, par la conjecture bis,

S (1) Cyn; = (X, = 1) =27 [ Wi~ 27,

q
Jj=

0

soit
q—1

ng(1 =279 ~ > (=1)97"Clny. (6)

J=0

Toujours par le lemme 2.2 avec ¢ pair,

-1 :
qZ(—l)q‘j—lcﬂ' 2 21
=0 G+l g+l
et on a le résultat en passant a la limite dans (6). o

Remarque : Rappelons par ailleurs que W,, converge faiblement vers 0...

2.1.1 Résultats de Doche—Habsieger :

IIs formulent une conjecture plus générale (qui implique celle de Saffari) sous
forme d’une relation de récurrence a établir, ce qu’ils font avec maple pour
g < 26. On considere les ”polynomes”

Ru(z,0,0',b, 1) = [(aPu(2) +bQu(2)) (@' P (71 + ¥ Qu (=)
de sorte que, en prenant @’ = a,b’ = b et z = €', apparait |aP, + bQ,|*, et
on essaie d’établir une relation pour
!/ / 1 / /
Sn(z,a,a,b,b)ZQ—n R, (y,a,a’,b,b")

on(y)=>

avec o le shift. Cela revient a prélever dans R, les fréquences multiples de
2" et contracter 2" en 2* (& la maniere de la tranformation de Graeffe), i.e.

S, = Z Cron 2*

—q<k<q
si Rn = 2—2”q<k<2”q Cka. Ainsi

L. le moment d’ordre 2¢ de aP, + bQ), est le coefficient constant dans
R,(e", a,a,b,b) et c’est AUSSI le coefficient constant dans S,. (En
faisant @ = 1,b = 0 on trouve le moment d’ordre 2¢q de P,).
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2. Avec 'avantage que toute relation de récurrence linéaire vérifiée par S,
le sera par les g-moments; or S,, reste confiné dans les polynomes de
degré g —len zet z71...

3. Comment passe-t-on de S,, a S,41 :

1
SnJrl(Za a, Cl,, ba bl) = 5 Z Sn(ya a + b7 a + bla (Cl - b)y> (CL, - b/)/y)

y?=z

avec T un opérateur linéaire agissant sur un sous-espace F' de poly-
nomes en 6 variables de degré borné (par ¢), donc de dimension finie.

4. S, = T"Sy ou So(z,a,a',b,b') = (ad’ + bb' + ab’ + a'b)9, il est donc
naturel de faire d’entrée un changement de variables, en remplacant
a,a’,b,b par aa’ = b, abll £ a'b ... On essaiera ensuite de réduire la
dimension de F' (en tenant compte des symétries).

5. Cayley-Hamilton appliqué a T' induit ainsi une relation de récurrence
sur les S,,.

6. T est un opérateur de type transfert dont on aimerait montrer qu’il
est Perron-Frobenius avec comme valeur propre dominante simple 29.
Ainsi on aurait F = Fy & F; avec Fy espace propre de dim 1 associé a
27 et F} un complémentaire stable par T'. Et la projection de Sy sur Fy
donnerait le résultat.

Une piste consisterait a étudier directement la suite de matrices associées, ce que
suggere le choix de R,, ci-dessus.
On pourrait aussi chercher simplement la limite sans établir de formule de récurrence sur
les moments.

Résultats de Z.Zalcwasser : Cette étude des moments n’est pas sans
rappeler le travail analogue de Zalcwasser sur les polynomes modulaires. Il
s’'intéresse aux moments des polynomes

Tn(.r) — Z eiﬂ'(k—l/2)2x’ Sn(m) — Z eiﬂ]ﬁx) tn<x) _ Z (_1)k€i7rk2;r

1<k<n 1<k<n 1<k<n

et obtient des encadrements asymptotiques, dont il tire des conséquences sur
;. ; 2
la convergence ps de séries de la forme >, < a,e™™ *.
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2.2 Lien entre la suite de Rudin-Shapiro et les carrés
2.3 Lien entre la suite de Morse et celle de Rudin-
Shapiro

3 Généralisations

3.1 Polynémes de Littlewood
3.2 Suite de Rudin-Shapiro en base autre que 2

On considere la suite définie par

Uy = (_1)710n1+n1n2+---+nk_1nk

sin = >icpn;q; déja le cas q; = ¢’ avec ¢ = 3 par exemple peut étre
intéressant 7
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