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I. R�esultats.

Soit q un entier � 1 et a un entier premier �a q. Nous d�emontrons le th�eor�eme

de Mertens qui aÆrme que

(1:1)

X

d�D

d�a[q℄

�(d)

d

=

1

�(q)

LogD +O(1);

o�u le symbole O d�epend de q. Nous n'utiliserons que les propri�et�es �el�ementaires

des 
ara
t�eres de Diri
hlet, une borne sup�erieure de type T
hebys
hef (le lemme 1


i-dessous) et les identit�es de 
onvolution � ? 11 = Log et � ? Log = �.

Nous en d�eduirons qu'il existe trois 
onstantes stri
tement positives C

1

(q), C

2

(q)

et C

3

(q) telles que

C

1

(q)

D

�(q)

�

X

d�D

d�a[q℄

�(d) � C

2

(q)

D

�(q)

; (D � C

3

(q)):

II. Pr�eliminaires.

Lemme 1 (T
hebys
hef). Il existe une 
onstante stri
tement positive C telle

que

X

d�D

�(d) � C D (D � 1)
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Lemme 2. Nous avons, pour tout 
ara
t�ere � non prin
ipal modulo q :

8
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>
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>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

X

d�D

�(d)

d

= LogX +O(1)

X

n�N

�(n)

n

= L(1; �) +O(1=N)

X

n�N

�(n) Logn

n

= �L

0

(1; �) +O((LogN)=N)

X

n�N

�(n)

p

n

= L(1=2; �) +O(1=N

1=2

)

Il faut remarquer que dans les �egalit�es 
i-dessus, 
e qui nous int�eresse 
'est que

L(1; �), L

0

(1; �) et L(1=2; �) soient des 
onstantes et non leur forme parti
uli�ere.

Preuve. Nous partons de

X

n�N

Logn = N LogN +O(N):

Comme Log = 11 ? �, nous en d�eduisons

N LogN +O(N) =

X

d;m�1

dm�N

�(d) =

X

d�N

�(d)

�

N

d

+O(1)

�

= N

X

d�N

�(d)

d

+O(N)

gra
e au lemme 1, 
e qui d�emontre la premi�ere �egalit�e. Les suivantes suivent toutes

le mêmes s
h�ema et nous ne montrons que la premi�ere. Nous avons

X

n�N

�(n)

n

= L(1; �)�

X

n>N

�(n)

n

= L(1; �)�

Z

1

N

P

N<n�t

�(n)

t

2

dt

en utilisant

1

n

=

R

1

n

dt=t

2

, et le r�esultat provient ensuite de 
e que j

P

n�t

�(n)j � q.

� � �

III. Deux lemmes.

Lemme 3. Soit � un 
ara
t�ere modulo q non prin
ipal. Nous avons

2

4

L(1; �) 6= 0 =)

X

d�D

�(d)�(d)

d

= O(1)

3

5

:

Preuve. Puisque � ? 11 = Log, nous avons

X

n�N

�(n) Logn

n

=

X

d�N

�(d)�(d)

d

X

m�N=d

�(m)

m

=

X

d�N

�(d)�(d)

d

�

L(1; �) +O

�

d

N

��

= L(1; �)

X

d�N

�(d)�(d)

d

+O

�

X

d�N

�(d)=N

�

:
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Les lemmes 1 et 2 nous permettent de 
on
lure fa
ilement. � � �

Lemme 4. Soit � un 
ara
t�ere modulo q non prin
ipal. Nous avons

2

4

L(1; �) = 0 =)

X

d�D

�(d)�(d)

d

= �LogD +O(1)

3

5

:

Preuve. Nous avons

X

njd

�(n) Log

D

n

=

X

njd

�(n) Log

D

d

+

X

njd

�(n) Log

d

n

=

�

LogD si d = 1

�(d) si d > 1:

Il vient alors

X

d�D

�(d)�(d)

d

= �LogD +

X

d�D

�(d)

d

X

njd

�(n) Log

D

n

= �LogD +

X

n�D

�(n)�(n)

n

Log

D

n

X

m�D=n

�(m)

m

= �LogD +

X

n�D

�(n)�(n)

Log

D

n

�

L(1; �) +O

�

n

D

��

:

Puisque nous supposons que L(1; �) = 0, et moyennant de rappeler que

X

n�D

Log

D

n

= O(D);

nous obtenons bien le r�esultat annon
�e. � � �

IV. Premi�eres d�edu
tions.

Nous avons

1

�(q)

X

� mod q

�(a)�(d) =

�

1 si d � a[q℄

0 si d 6� a[q℄


e qui nous donne

X

d�a[q℄

d�D

�(d)

d

=

1

�(q)

X

� mod q

�(a)

X

d�D

�(d)�(d)

d

:

D�e�nissons Æ(�) par

Æ(�) =

8

>

<

>

:

1 si � = �

0

�1 si � 6= �

0

et L(1; �) = 0

0 si � 6= �

0

et L(1; �) 6= 0
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(o�u �

0

est le 
ara
t�ere prin
ipal) de telle sorte que

X

d�D

�(d)�(d)

d

= Æ(�) LogD +O(1):

Nous obtenons alors

(4:1)

X

d�a[q℄

d�D

�(d)

d

=

1

�(q)

0

�

X

� mod q

�(a)Æ(�)

1

A

LogD +O(1):

En sp�e
ialisant en a = 1, et en remarquant que le membre de gau
he de l'�egalit�e

pr�e
�edente est positif ou nul, nous obtenons

0 �

X

� mod q

Æ(�) = 1�

X

�=L(1;�)=0

1

tant et si bien qu'il y a au plus un 
ara
t�ere modulo q pour lequel L(1; �) = 0.

Comme L(1; �) = L(1; �), 
e 
ara
t�ere est n�e
essairement r�eel.

V. La non-annulation de L(1; �) pour � r�eel.

Pour montrer que L(1; �) 6= 0 lorsque � est r�eel, remarquons tout d'abord que

X

djn

�(d) � 0

et même � 1 si n est un 
arr�e. En e�et, 
omme la fon
tion 11 ? � est multipli
ative,

il nous suÆt de v�eri�er 
es propri�et�es sur les puissan
es de nombres premiers. Si

�(p) = 1, alors 11 ? �(p

�

) = � + 1 et si �(p) = �1, alors 11 ? �(p

�

) = ((�1)

�

+ 1)=2,


e qui d�emontre bien 
e que nous avons annon
�e.

Donnons-nous deux param�etres M;D � 1 et tels que MD = N . Il vient

X

n�N

P

djn

�(d)

p

n

=

X

d;m=dm�N

�(d)

p

d

1

p

m

=

X

d�D

�(d)

p

d

X

m�N=d

1

p

m

+

X

m�M

1

p

m

X

D<d�N=m

�(d)

p

d

=

X

d�D

�(d)

p

d

(

1

2

r

N

d

+ 
+O

�

r

d

N

�

)

+

X

m�M

1

p

m

O(1=

p

D)

(
ar

P

m�M

m

�1=2

= M

1=2

=2 + 
+O(M

�1=2

)), soit �nalement

X

n�N

P

djn

�(d)

p

n

=

1

2

p

N(L(1; �) +O(1=D)) +O(1 +DN

�1=2

+M

1=2

D

�1=2

):

Nous prenons alors D = M = N

1=2

, 
e qui nous donne

X

n�N

P

djn

�(d)

p

n

=

1

2

p

NL(1; �) +O(1):
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Par ailleurs

X

n�N

P

djn

�(d)

p

n

�

X

`

2

�N

1

p

`

2

�

1

2

LogN +O(1):

Par 
ons�equent

L(1; �) �

LogN +O(1)

p

N

et il suÆt de prendre N assez grand pour obtenir L(1; �) 6= 0.

VI. Con
lusion.

L'�equation (4:1) alli�e au fait que Æ

�

= 0 pour tout 
ara
t�ere non prin
ipal nous

donne le th�eor�eme de Mertens (1:1).

Pour en d�eduire des in�egalit�es de type T
hebys
hef (1:2), nous pro
�edons 
omme

suit. Donnons-nous un param�etre � 2℄0; 1[. Nous avons

X

�D<d�D

d�a[q℄

�D�(d)

d

�

X

�D<d�D

d�a[q℄

�(d) �

X

�D<d�D

d�a[q℄

D�(d)

d

o�u il nous suÆt d'appliquer (1:1) pour obtenir

�D

�

Log(1=�)

�(q)

+O(1)

�

�

X

�D<d�D

d�a[q℄

�(d) � D

�

Log(1=�)

�(q)

+O(1)

�

et nous prenons alors � suÆsamment petit de sorte que les quantit�es

Log(1=�)

�(q)

+O(1)


i-dessus soient toutes les deux � 1. Nous ajoutons les 
ontributions de D �a �D,

puis de �D �a �

2

D, et
, 
e qui prouve (1:2).

VII. Commentaires.

Les lignes qui suivent sont emprunt�ees �a plusieurs preuves plus ou moins 
las-

siques dont je ne saurai re
onnâ�tre les auteurs. Il faut remarquer que (4:1) parle

d�ej�a de la 
�el�ebre 
onstante 2 du th�eor�eme de Brun-Ti
hmarsh : si il existe un z�ero

ex
eptionnel, disons i
i L(1; �) = 0 dans notre formalisme simpli��e, alors 
ertaines


lasses 
ontiennent deux fois plus de nombres premiers que la valeur esp�er�ee. Plus

remarquable en
ore, 
es 
lasses forment un sous-groupe...

L'argument de la partie V si il a l'avantage de s'int�egrer agr�eablement au reste

du d�eveloppement donne une pi�etre minoration de L(1; �) en fon
tion de q d�es que

l'on expli
ite la d�ependan
e dans 
e param�etre.


