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Abstrat. Nous pr�esentons ii deux th�eor�emes g�en�eraux qui permettent d'�evaluer

G(D) =

P

d�D

g(d) o�u g est une fontion multipliative assez g�en�erale dont on

onnâ�t les valeurs sur les puissanes de nombres premiers. La tehnique de base est

remarquablement similaire dans les deux as.

Ces r�esultats s'appliquent lorsque peut de ompensations ont lieu dans la somme

d�e�nissant G(D) et nous avons pris l'hypoth�ese simpli�atrie g � 0 qui n'est toute-

fois pas essentielle pour obtenir une version un peu plus faible du th�eor�eme 2.

Version pr�eliminaire du 20 Mars 2000.

I. Une premi�ere borne sup�erieure.

Ce premier th�eor�eme est eÆae lorsque l'ordre moyen de g sur les puissanes

de nombres premiers est prohe de onstant. Il existe de nombreuses versions de e

r�esultat, dont la plus pr�eise est due �a Halberstam & Rihert (voir l'artile de 1979

it�e i-apr�es). Celle que nous pr�esentons est une l�eg�ere modi�ation de e qui est

propos�e dans le livre de Tenenbaum r�ef�eren�e �a la �n de e papier.

Th�eor�eme 1. Supposons que g soit positive ou nulle et que
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pour une ertaine onstante K � 0. Alors
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o�u l'on obtient le seond sommant en �erivant
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Finalement
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e qui nous permet de onlure failement. � � �

II. Une formule asymptotique.

Notre seond th�eor�eme s'applique lui aux fontions multipliatives g telles que

g(p) ' �=p pour un ertain � > 0.

Ce seond th�eor�eme demande des hypoth�eses bien plus fortes mais en �ehange

nous prouvons une formule asymptotique. Sa preuve est �a la base assez simple,

mais se omplique du fait que (i) nous prenons en ompte la d�ependane en er-

tains param�etres des termes d'erreur (ii) nous tenons ompte des valeurs de g sur

les puissanes de nombres premiers (iii) nous o�rons un r�esultat ompl�etement ex-

pliite. L'essentiel de e th�eor�eme se trouve dans l'artile de Halberstam & Rihert

de 1971 it�e i-dessous, et une pr�esentation l�eg�erement simpli��ee dans le livre de

es deux mêmes auteurs.

Th�eor�eme 2. Donnons-nous une fontion multipliative g et trois param�etres r�eels

stritement positifs �, L et A tels que
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1 + 2(�+ 1)e
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Notons que dans la plupart des appliations, si la d�ependane en L peut s'av�erer

importante, elle en A est presque toujours sans int�erêt.

Preuve. Le d�epart est similaire au pr�e�edent :
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et l'on pose
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e qui nous donne
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e qui, joint �a nos hypoth�ese, nous donne
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e que nous r�e�erivons en

(�+ 1)T (D) = G(D) LogD (1 + r(D))

r(D) = O
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LogD
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D
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= exp(2(L+A))

que nous regardons omme une �equation di��erentielle. Posons

expE(D) =

(�+ 1)T (D)

(LogD)

�+1
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e qui nous donne
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puisque jr(D)j �

1

2

si D � D

0

. Il vient

E(1)�E(D) =
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Bref

G(D)

(LogD)

�

=

1

1 + r(D)

expE(D) =
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Or 1=(1 + x) � 1 + 2x si 0 � x �

1
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e qui onstitue l'essentiel de la d�emonstration. Il nous faut �a pr�esent expliiter

e

E(1)

= C. Remarquons tout d'abord que la preuve i-dessus est a priori fausse ar

T

0

(D) 6= G(D)=D aux points de disontinuit�es de G, mais il nous suÆt de travailler

ave D non entier et de pro�eder par ontinuit�e.

Expression de C:

Pour e qui est du alul de la onstante, nous avons pour s r�eel positif
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Il est alors assez faile de montrer que le produit
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III. Un exemple.

Consid�erons la fontion multipliative h d�e�nie par
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h(p

k

) = 1 si k � 1 et p � 1; 2[4℄;

h(p

2k

) = 1 si k � 1 et p � 3[4℄;

h(p

2k+1

) = 1 si k � 0 et p � 3[4℄;

qui est en fait la fontion arat�eristique des sommes de deux arr�es. Ave g(d) =

h(d)=d, nous onstatons que les hypoth�eses du th�eor�eme 2 sont v�eri��ees pour � =

1

2

e qui nous donne

X

d�D

h(d)
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pour une ertaine onstante C > 0.
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