MOYENNES DE FONCTIONS MULTIPLICATIVES
POSITIVES : LA METHODE DE CONVOLUTION.

OLIVIER RAMARE

ABSTRACT. Nous présentons une méthode classique pour calculer ’ordre moyen
d’une fonction multiplicative non oscillante. Version du 4 Février 2000.

I. Premiers pas.
Soit f: N\ {0} — C une fonction multiplicative, i.e. telle que

f) =1,
f(mn) = f(m)f(n) si n et m sont premiers entre eux.

Une telle fonction est définie par ses valeurs sur les puissances de nombres premiers
et, formellement, nous avons

n k
D(f.8) =), ffls) =11 (fo,js)).

n>1 p>2 k>0

Souvent, la fonction f est assez “proche” d’une fonction connue, et c’est cette idée
que nous mettons ici en pratique.

Exemples :
(1) fi(n) =11, (p — 2). 11 vient

-2 2p°1 -3 1
oo =TT 0+ 2= =TT (- B ) o

. -1 (p*
= C1(s)¢(s — 1)

ot C(s) est holomorphe pour Rs > 3. Cette écriture montre que D(f1, s)
est méromorphe pour Rs > % et admet un pole simple en s = 2.

(2) fa(n) = p?(n)/¢(n). 1l vient

D(fars) = [[(1+ —

s (p—1)p°

)

1 1 1
=11 <1 C(p-Dptt (p— 1)p25+1> 1—1/ps+!

p=>2

= Ca(s)¢(s + 1)
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ot C3(s) est holomorphe pour Rs > —%. Cette écriture montre que D( fo, s)
est méromorphe pour s > —% et admet un pole simple en s = 0.
(3) f3(n) = 2%, 11 vient

D(fas) =[] =7 = [L 0+ = 55)¢6
—Cy()C(s)

ot Cs(s) est holomorphe pour Rs > %. Cette écriture montre que D(f3, s)
est méromorphe pour s > % et admet un pole double en s = 1.

Nous développons alors les C; en séries de Dirichlet :

Cils) =Y gfrff)

n>1

ou les fonctions g; sont bien siir multiplicatives. Pour obtenir leurs valeurs exactes,
il suffit d’identifier les coefficients dans le développement du facteur local en série
de p~s. Nous obtenons ainsi

{ gi(p) = -2 92(p) = 92(p*) = —ﬁ
g(P*) =-* =3p+2), (k=2) a(¥) =0, (k>3)
ainsi que

Nous posons aussi

n

et il se trouve que ces séries convergent encore la ou nous avons montré que Cj
existait, c’est a dire respectivement pour s > %, Rs > —% et s > %

Occupons-nous a présent des ordres moyens. La traduction sur les coefficients
de D(f1,s) = C1(s)((s — 1) nous donne

fin) =Y am

Im=n
et par conséquent

> film =) qOm= 291“)(% <§>2+0<§>)

n<X tm<X <X

X ¢ a0) |91(0)]
PO GOV o)

<X <X
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Nous utilisons alors

:Zgllfg@qt(’)(zmlg&)

<X >1 £>X

1
=C4(2 +O<Z|g . X1_5>

0>X
= C1(2) + OS(X—%-FE)

pour tout € > 0, et

> ol xiey B0 xive es0),

<X <X

Bref 2
S hin) = 2 0, (x3).

n<X

Pour ce qui est de 'ordre moyen de f5, nous procédons comme ci-dessus. Il vient

Zf2(n): Z Zgz <LogX+7+(’)<§>>
n<X tm<X <X
= (Log X +7) Y0200 = 3 9(0) LogHO(% > |gz<€>|€>

<X <X <X

ou 7 est la constante d’Euler. Le programme précédent s’applique moyennant de
rappeler que

-3 g2 (@g}ogf resp. — 3 |92 (€)€|SL0gﬁ
>1 e>1

est simplement la dérivée de Co(s) (resp. Ca(s)) et que cette série admet la méme
abscisse de convergence absolue que la série initiale. Nous obtenons alors

Z f2(n) = (Log X +7) (Cz(O)+O€(X_%+5)) +Ci(0)+05(X_%+6)+05(X_%+5),
n<X

Il nous reste & nous occuper de C3(s). Nous avons cette fois-ci
Y fe(n)= ) ga(t)d(m)
n<X Im<X
ot d(m) est le nombre de diviseurs de m. Nous avons de fagon classique :
> d(m) = MLog M + (2y — 1)M + O(M'/?)
m<M

et donc

> faln) =

n<X
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II. Un théoréme général.
Le lemme suivant est une généralisation d’un lemme de Riesel & Vaughan (le
papier est cité ci-dessous).

Lemme 1. Soit g, h et k trois fonctions sur N\ {0} a valeurs complezes. Posons
H(s) =Y, h(n)n=%, et H(s) =", |h(n)|[n~°. Supposons que g = h*k, que H(s)
soit convergente pour R(s) > —1/3 et enfin qu’il existe quatre constantes A, B, C
et D telles que

Z k(n) = ALog?t + BLogt + C + O*(Dt~*/3) pour t > 0;
n<t
Alors, pour tout t > 0, nous avons :
Zg(n) = uLog®t +vLogt +w + O*(Dt~Y3H(-1/3))
n<t
avec u = AH(0), v = 2AH'(0) + BH(0) and w = AH"(0) + BH'(0) + CH(0).
Nous avons aussi
> “ng(n) = UtLogt+ Vt+ W + O*(2.5Dt**H(-1/3))
n<t
avec
U=AH(0), V =—-2AH(0) + 2AH'(0) + BH(0),
W =A(H"(0) — 2H'(0) + 2H(0)) + B(H'(0) — H(0)) + CH(0).

Preuve. Ecrivons > o0<t 9(0) =32, h(m) 32, <4/ (1), et toute la régularité de nos
expresions vient de ce qu’il n’est pas nécessaire d’imposer m < t dans > m h(m).
Nous complétons alors la preuve facilement

Pour estimer ) ,_, ¢g(¢) for t > 0, nous écrivons

S tot) =300~ [ T aoyin

<t <t (<u
et utilisons ’expression asymptotique de ), <u g(l). ooo
Pour appliquer le lemme précédent, nous aurons besoin de
Lemme 2. Pour toutt > 0, nous avons
> % = Logt + v + 0*(0.9105¢ /%),
n<t
Soit d(n) le nombre de diviseurs de n. Pour tout t > 0, nous avons
d(n)

1
E =3 Log?t+ 2vyLogt + 2 —v1 + (’)*(1.64175’1/3),
n
n<t

avec

. Logm Logn
%=n1520<2 w2 )

m<n

(—0.072816 < v, < —0.072815).
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Preuve. La preuve de la seconde partie de ce lemme se trouve dans le papier de in
Riesel & Vaughan cité ci-dessous (Lemma 1).
Pour la premiere partie, rappelons que

|Z——Logt— |<— pour ¢ > 1.
n<t

Pour 0 < t < 1, nous choisissons a > 0 tel que Logt +~ +a t~1/3 > 0. Cette
fonction décroit de 0 & (a/3)3 et ensuite croit. Cela nous donne la valeur minimale
a =3exp(—y/3 —1) <0.9105. 0o o

Dans la pratique, la fonction g sera multiplicative et vérifiera g, = b/p + o(1/p)
avec b = 1 or 2. Dans ce cas, nous prenons Y k(n)n=° = ((s + 1) et h est la
fonction multiplicative déterminée par Y h(n)n=% = > g(n)n=°¢(s +1)7°

Lorsque h est multiplicative, nous avons

et
H'(0) > mh(p™
A0 2T S
ainsi que
H"(0) [ H'(0) h(p™) Y mh(@™) \\ ¢ o
H(0) _< H(0) ) +Z{1+Z h(p™) <1+th(pm)> }Log P

Un exemple.

Lemma 3. Pour tout X > 0 et tout entier d > 1, nous avons

(d L L
Z “ il ){LogX-l— +3 ngl +y 0gp}-|—0*(7.284X1/3f1(d))
n<X p>2 p(p ) pld P
(n,d)=1
avec

U3 L 23

fild) =[]0 +p7 0+ =0

pld

Remarque : La somme de gauche est G4(X). Le cas d = 1 a déja été étudié plus
haut. La série de Dirichlet associée est

) () 1
2 mmt ~ caw 11 <1 "0+ 1>>

p>2

ce qui fait que le terme d’erreur O(X ~'/2) est admissible (notre méthode pourrait
donner O(X /2 Log? X)), et que nous ne pouvons espérer mieux que O(X ~3/4).
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Rosser & Schoenfeld (voir ci-dessous, équation (2.11) du papier cité) nous donne

Logp
§ 7 = 1.332 582 275 332 21...
Ll p(p—1)

Preuve. Définissons la fonction multiplicative hgy par

1 —1
ha(p®) =

ha(p) = plp—1) plp—1)’

ha(p™) =0 si m >3,

):u(p)

si p est un nombre premier qui ne divise pas d, et par hq(p™ o

pour tout
m > 1 si p est un facteur premier de d.

Nous avons alors

ha(n) p?(n)
; ns ; p(n)ns
"= (nnd) 1

ce qui nous permet d’appliquer le lemme 2. Nous vérifions que

1/3 2/3
I (1 + u) <8
s p(p—1)

OO0

Lemma 4.

(1) Pour z > 1, nous avons G(z) < Logz + 1.4709.
(2) Pour z > 6, nous avons 1.07 + Log z < G(z2).
(3) Pour z > exp(18) et o > 1.1, nous avons G(z%) < aG(z).

Preuve. La premiere partie provient de notre expression asymptotique si z > 146 050.
Finir par des calculs serait assez cotiteux en temps, aussi modifions nous le lemme 2
et prenons I'exposant 0.45 au lieu de 1/3. Nous avons alors G(z) — Log z < 1.4708
des que

exp(—1 — 0.457)
0.45(1.4708 — 1.332583))

1 Log (H(—0.45)

< TLog 2.
0.45 G

Il nous faut calculer H(—0.45), et pour ce faire, un contréle du terme d’erreur est
nécessaire. Nous avons

0.45 |, . 0.9
[T a-+ Z%) < 20.26
2<p<200 000 pp—1)

et, avec F(t) = (t%45 +199) /[t(t — 1) Logt] et X = 200 000, nous obtenons

0 45 0.9 e8]
Log [] (1 7““)) < 1.001 093(X F(X) +/ F(t)dt) < 0.266 47
p>X X

en utilisant 6(¢) < 1.001 093¢ si ¢t > 0 (cf larticle de Schoenfeld). D’ou I'inégalité
voulue si z > 42 300. Un calcul direct donne alors

m;xic(G(z) —Logz) = G(7) — Log 7 < 1.4709.

La seconde inégalité est diie & Montgomery & Vaughan (Lemma 7 du papier cité
ci-dessous). La troisieéme assertion est une conséquence des deux premieres, ¢ ¢ ©
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