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Abstra
t. Nous pr�esentons une m�ethode 
lassique pour 
al
uler l'ordre moyen

d'une fon
tion multipli
ative non os
illante. Version du 4 F�evrier 2000.

I. Premiers pas.

Soit f : N n f0g ! C une fon
tion multipli
ative, i.e. telle que

(

f(1) = 1;

f(mn) = f(m)f(n) si n et m sont premiers entre eux.

Une telle fon
tion est d�e�nie par ses valeurs sur les puissan
es de nombres premiers

et, formellement, nous avons

D(f; s) =

X

n�1

f(n)

n

s

=

Y

p�2

�

X

k�0

f(p

k

)

p

ks

�

:

Souvent, la fon
tion f est assez \pro
he" d'une fon
tion 
onnue, et 
'est 
ette id�ee

que nous mettons i
i en pratique.

Exemples :

(1) f

1

(n) =

Q

pjn

(p� 2). Il vient

D(f

1

; s) =

Y

p�2

�

1 +

p� 2

p

s

� 1

�

=

Y

p�2

�

1�

2p

s�1

+ p� 3

(p

s

� 1)p

s�1

�

1

1� 1=p

s�1

= C

1

(s)�(s � 1)

o�u C

1

(s) est holomorphe pour <s >

3

2

. Cette �e
riture montre que D(f

1

; s)

est m�eromorphe pour <s >

3

2

et admet un pôle simple en s = 2.

(2) f

2

(n) = �

2

(n)=�(n). Il vient

D(f

2

; s) =

Y

p�2

�

1 +

1

(p� 1)p

s

�

=

Y

p�2

�

1�

1

(p� 1)p

s+1

�

1

(p� 1)p

2s+1

�

1

1� 1=p

s+1

= C

2

(s)�(s+ 1)
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o�u C

2

(s) est holomorphe pour <s > �

1

2

. Cette �e
riture montre que D(f

2

; s)

est m�eromorphe pour <s > �

1

2

et admet un pôle simple en s = 0.

(3) f

3

(n) = 2


(n)

. Il vient

D(f

3

; s) =

Y

p�2

1

1�

2

p

s

=

Y

p�2

�

1 +

1

p

2s

� 2p

s

�

�

2

(s)

= C

3

(s)�

2

(s)

o�u C

3

(s) est holomorphe pour <s >

1

2

. Cette �e
riture montre que D(f

3

; s)

est m�eromorphe pour <s >

1

2

et admet un pôle double en s = 1.

Nous d�eveloppons alors les C

i

en s�eries de Diri
hlet :

C

i

(s) =

X

n�1

g

i

(n)

n

s

o�u les fon
tions g

i

sont bien sûr multipli
atives. Pour obtenir leurs valeurs exa
tes,

il suÆt d'identi�er les 
oeÆ
ients dans le d�eveloppement du fa
teur lo
al en s�erie

de p

�

s. Nous obtenons ainsi

(

g

1

(p) = �2

g

1

(p

k

) = �(p

2

� 3p+ 2); (k � 2)

8

<

:

g

2

(p) = g

2

(p

2

) = �

1

p(p� 1)

g

2

(p

k

) = 0; (k � 3)

ainsi que

(

g

3

(p) = 0

g

3

(p

k

) = 2

k�2

; (k � 2)

Nous posons aussi

C

i

(s) =

X

n

jg

i

(n)j

n

s

et il se trouve que 
es s�eries 
onvergent en
ore l�a o�u nous avons montr�e que C

i

existait, 
'est �a dire respe
tivement pour <s �

3

2

, <s � �

1

2

et <s �

1

2

.

O

upons-nous �a pr�esent des ordres moyens. La tradu
tion sur les 
oeÆ
ients

de D(f

1

; s) = C

1

(s)�(s� 1) nous donne

f

1

(n) =

X

`m=n

g

1

(`)m

et par 
ons�equent

X

n�X

f

1

(n) =

X

`m�X

g

1

(`)m =

X

`�X

g

1

(`)

�

1

2

�

X

`

�

2

+O

�

X

`

��

=

X

2

2

X

`�X

g

1

(`)

`

2

+O

�

X

X

`�X

jg

1

(`)j

`

�
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Nous utilisons alors

X

`�X

g

1

(`)

`

2

=

X

`�1

g

1

(`)

`

2

+O

�

X

`>X

jg

1

(`)j

`

2

�

= C

1

(2) +O

�

X

`>X

jg

1

(`)j

`

3

2

+"

1

X

1

2

�"

�

= C

1

(2) +O

"

�

X

�

1

2

+"

�

pour tout " > 0, et

X

`�X

jg

1

(`)j

`

� X

1

2

+"

X

`�X

jg

1

(`)j

`

3

2

+"

�

"

X

1

2

+"

(" > 0):

Bref

X

n�X

f

1

(n) = C

1

(2)

X

2

2

+O

"

�

X

1

2

+"

�

:

Pour 
e qui est de l'ordre moyen de f

2

, nous pro
�edons 
omme 
i-dessus. Il vient

X

n�X

f

2

(n) =

X

`m�X

g

2

(`)

1

m

=

X

`�X

g

2

(`)

�

Log

X

`

+ 
 +O

�

`

X

��

=

�

LogX + 


�

X

`�X

g

2

(`)�

X

`�X

g

2

(`) Log `+O

�

1

X

X

`�X

jg

2

(`)j`

�

o�u 
 est la 
onstante d'Euler. Le programme pr�e
�edent s'applique moyennant de

rappeler que

�

X

`�1

g

2

(`) Log `

`

s

0

�

resp. �

X

`�1

jg

2

(`)jLog `

`

s

1

A

est simplement la d�eriv�ee de C

2

(s) (resp. C

2

(s)) et que 
ette s�erie admet la même

abs
isse de 
onvergen
e absolue que la s�erie initiale. Nous obtenons alors

X

n�X

f

2

(n) =

�

LogX+


��

C

2

(0)+O

"

(X

�

1

2

+"

)

�

+C

0

1

(0)+O

"

(X

�

1

2

+"

)+O

"

(X

�

1

2

+"

):

Il nous reste �a nous o

uper de C

3

(s). Nous avons 
ette fois-
i

X

n�X

f

2

(n) =

X

`m�X

g

2

(`)d(m)

o�u d(m) est le nombre de diviseurs de m. Nous avons de fa�
on 
lassique :

X

m�M

d(m) = M LogM + (2
 � 1)M +O(M

1=2

)

et don


X

n�X

f

2

(n) =
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II. Un th�eor�eme g�en�eral.

Le lemme suivant est une g�en�eralisation d'un lemme de Riesel & Vaughan (le

papier est 
it�e 
i-dessous).

Lemme 1. Soit g, h et k trois fon
tions sur N n f0g �a valeurs 
omplexes. Posons

H(s) =

P

n

h(n)n

�s

, et H(s) =

P

n

jh(n)jn

�s

. Supposons que g = h ? k, que H(s)

soit 
onvergente pour <(s) � �1=3 et en�n qu'il existe quatre 
onstantes A, B, C

et D telles que

X

n�t

k(n) = ALog

2

t+B Log t+ C +O

�

(Dt

�1=3

) pour t > 0;

Alors, pour tout t > 0, nous avons :

X

n�t

g(n) = uLog

2

t+ v Log t+ w +O

�

(Dt

�1=3

H(�1=3))

ave
 u = AH(0), v = 2AH

0

(0) + BH(0) and w = AH

00

(0) + BH

0

(0) + CH(0).

Nous avons aussi

X

n�t

ng(n) = UtLog t+ V t+W +O

�

(2:5Dt

2=3

H(�1=3))

ave


(

U =AH(0); V = �2AH(0) + 2AH

0

(0) +BH(0);

W =A(H

00

(0)� 2H

0

(0) + 2H(0)) +B(H

0

(0)�H(0)) + CH(0):

Preuve.

�

E
rivons

P

`�t

g(`) =

P

m

h(m)

P

n�t=m

k(n), et toute la r�egularit�e de nos

expresions vient de 
e qu'il n'est pas n�e
essaire d'imposer m � t dans

P

m

h(m).

Nous 
ompl�etons alors la preuve fa
ilement

Pour estimer

P

`�t

`g(`) for t > 0, nous �e
rivons

X

`�t

`g(`) = t

X

`�t

g(`)�

Z

t

1

X

`�u

g(`)du;

et utilisons l'expression asymptotique de

P

`�u

g(`). � � �

Pour appliquer le lemme pr�e
�edent, nous aurons besoin de

Lemme 2. Pour tout t > 0, nous avons

X

n�t

1

n

= Log t+ 
 +O

�

�

0:9105t

�1=3

�

:

Soit d(n) le nombre de diviseurs de n. Pour tout t > 0, nous avons

X

n�t

d(n)

n

=

1

2

Log

2

t+ 2
 Log t+ 


2

� 


1

+O

�

�

1:641t

�1=3

�

;

ave





1

= lim

n!1

 

X

m�n

Logm

m

�

Log

2

n

2

!

:

(�0:072816 < 


1

< �0:072815).
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Preuve. La preuve de la se
onde partie de 
e lemme se trouve dans le papier de in

Riesel & Vaughan 
it�e 
i-dessous (Lemma 1).

Pour la premi�ere partie, rappelons que

j

X

n�t

1

n

� Log t� 
j �

7

12t

pour t � 1:

Pour 0 < t < 1, nous 
hoisissons a > 0 tel que Log t + 
 + a t

�1=3

� 0. Cette

fon
tion d�e
rô�t de 0 �a (a=3)

3

et ensuite 
rô�t. Cela nous donne la valeur minimale

a = 3 exp(�
=3� 1) � 0:9105. � � �

Dans la pratique, la fon
tion g sera multipli
ative et v�eri�era g

p

= b=p+ o(1=p)

ave
 b = 1 or 2. Dans 
e 
as, nous prenons

P

k(n)n

�s

= �(s + 1)

b

et h est la

fon
tion multipli
ative d�etermin�ee par

P

h(n)n

�s

=

P

g(n)n

�s

�(s+ 1)

�b

.

Lorsque h est multipli
ative, nous avons

H(0) =

Y

p

(1 +

X

m

h(p

m

));

et

H

0

(0)

H(0)

=

X

p

P

m

mh(p

m

)

1 +

P

m

h(p

m

)

(�Log p);

ainsi que

H

00

(0)

H(0)

=

�

H

0

(0)

H(0)

�

2

+

X

p

�

P

m

m

2

h(p

m

)

1 +

P

m

h(p

m

)

�

�

P

m

mh(p

m

)

1 +

P

m

h(p

m

)

�

2

�

Log

2

p:

Un exemple.

Lemma 3. Pour tout X > 0 et tout entier d � 1, nous avons

X

n�X

(n;d)=1

�

2

(n)

�(n)

=

�(d)

d

�

LogX+
+

X

p�2

Log p

p(p� 1)

+

X

pjd

Log p

p

�

+O

�

(7:284X

�1=3

f

1

(d))

ave


f

1

(d) =

Y

pjd

(1 + p

�2=3

)

�

1 +

p

1=3

+ p

2=3

p(p� 1)

�

�1

:

Remarque : La somme de gau
he est G

d

(X). Le 
as d = 1 a d�ej�a �et�e �etudi�e plus

haut. La s�erie de Diri
hlet asso
i�ee est

X

n

�

2

(n)

�(n)n

s�1

=

�(s)

�(2s)

Y

p�2

�

1 +

1

(p� 1)(p

s

+ 1)

�


e qui fait que le terme d'erreur O(X

�1=2

) est admissible (notre m�ethode pourrait

donner O(X

�1=2

Log

2

X)), et que nous ne pouvons esp�erer mieux que O(X

�3=4

).
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Rosser & S
hoenfeld (voir 
i-dessous, �equation (2.11) du papier 
it�e) nous donne


 +

X

p�2

Log p

p(p� 1)

= 1:332 582 275 332 21:::

Preuve. D�e�nissons la fon
tion multipli
ative h

d

par

h

d

(p) =

1

p(p� 1)

; h

d

(p

2

) =

�1

p(p� 1)

; h

d

(p

m

) = 0 si m � 3;

si p est un nombre premier qui ne divise pas d, et par h

d

(p

m

) =

�(p

m

)

p

m

pour tout

m � 1 si p est un fa
teur premier de d.

Nous avons alors

X

n�1

h

d

(n)

n

s

�(s+ 1) =

X

n�1

(n;d)=1

�

2

(n)

�(n)n

s


e qui nous permet d'appliquer le lemme 2. Nous v�eri�ons que

Y

p�2

�

1 +

p

1=3

+ p

2=3

p(p� 1)

�

� 8:

� � �

Lemma 4.

(1) Pour z � 1, nous avons G(z) � Log z + 1:4709.

(2) Pour z � 6, nous avons 1:07 + Log z � G(z).

(3) Pour z � exp(18) et � � 1:1, nous avons G(z

�

) � �G(z).

Preuve. La premi�ere partie provient de notre expression asymptotique si z � 146 050.

Finir par des 
al
uls serait assez 
oûteux en temps, aussi modi�ons nous le lemme 2

et prenons l'exposant 0:45 au lieu de 1=3. Nous avons alors G(z)� Log z � 1:4708

d�es que

1

0:45

Log

�

H(�0:45)

exp(�1� 0:45
)

0:45(1:4708� 1:332583)

�

� Log z:

Il nous faut 
al
uler H(�0:45), et pour 
e faire, un 
ontrôle du terme d'erreur est

n�e
essaire. Nous avons

Y

2�p�200 000

(1 +

p

0:45

+ p

0:9

p(p� 1)

) � 20:26

et, ave
 F (t) = (t

0:45

+ t

0:9

)=[t(t� 1) Log t℄ et X = 200 000, nous obtenons

Log

Y

p>X

(1 +

p

0:45

+ p

0:9

p(p� 1)

) � 1:001 093

�

XF (X) +

Z

1

X

F (t)dt

�

� 0:266 47

en utilisant �(t) � 1:001 093t si t > 0 (
f l'arti
le de S
hoenfeld). D'o�u l'in�egalit�e

voulue si z � 42 300. Un 
al
ul dire
t donne alors

max

z�1

(G(z)� Log z) = G(7)� Log 7 � 1:4709:

La se
onde in�egalit�e est dûe �a Montgomery & Vaughan (Lemma 7 du papier 
it�e


i-dessous). La troisi�eme assertion est une 
ons�equen
e des deux premi�eres, � � �
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