CARACTERES DE DIRICHLET, SOMMES DE GAUSS
ET THEOREME DE BOMBIERI-DAVENPORT.

OLIVIER RAMARE

ABSTRACT. Nous rappelons rapidement ce que sont les caractéres de Dirichlet et
nous les exprimons en termes des caracteres additifs de Z/qZ, introduisant ainsi les
sommes de Gauss. Nous donnons alors l'extension grand crible de l'inégalité de
Brun-Titchmarsh donnée par Bombieri & Davenport. Version du 25 Janvier 2000.

I. Les caracteres de Dirichlet.

Nous supposons essentiellement que le lecteur est familier avec la dualité sur les
groupes abéliens finis.

Le groupe multiplicatif de Z/qZ sera noté U, ou (Z/qZ)* ; il s’agit d’un groupe
abélien fini. En ce qui concerne sa structure, rappelons que U, est cyclique si p # 2
et k > 1 et que Usk+1 est le produit direct de Z/27Z par un 2-groupe cyclique.

Nous considérons alors Zj{; le groupe des caracteres de Uy, i.e. le groupe des
morphismes de (U, -) dans (C\ {0},-). Il est facile de voir qu'un tel morphisme
prend ses valeurs dans les racines de 'unité et est donc de module 1. C’est un
tel morphisme que ’on appelle un caractere de Dirichlet. La théorie générale nous
apprend que Zj{; est isomorphe a U, et en particulier est de cardinal ¢(q).

Soit x € Zj{; ou d divise ¢. Nous pouvons bien str considérer x sur U, (en le
composant avec la projection canonique) et le probléme est de définir un d minimum
tel que x provienne de Zj{;. Pour cela, notons le résultat suivant : si x provient de
Zj{; et de Zj{; , alors x provient de I/{(/dlz).

Preuve. Remarquons que y provient de Zj{; si et seulement si 'ensemble E; =
{14 kd,k € Z/qZ} est contenu dans Ker y, tout simplement parce que Eg4 est le
noyau de la projection canonique de U, sur U,;. Notre hypothese nous dit donc
que E4, C Kerx et similairement pour Ey,. Mais il est facile de vérifier que
Eq, - Eq, = E4,.4,), ce qui conclut la preuve. ¢ oo

Nous pouvons des lors parler de conducteur d’un caractere, soit le plus petit
f tel ce caractere provienne de Zj{} En particulier, le conducteur du caractere
identiquement égal a 1, dit principal, est bien stir 1. Un caractere modulo ¢ de
conducteur q est dit primitif modulo q

Si x est un caractere de Dirichlet sur U,, nous 'étendons & Z/qZ en posant
x(x) = 0si (z,q) # 1. Il est alors immédiat de vérifier que nous avons encore
x(xy) = x(x)x(y) pour tout x, y modulo gq. De plus, nous étendons aussi x a
Z en le composant avec la surjection canonique. Il faut toutefois remarquer que
méme si x modulo ¢ provient de x* modulo f, en tant que fonction sur Z, x et x*
sont distincts, tout simplement parce qu’ils ne prennent pas la méme valeur sur les
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entiers qui ne sont pas premiers a q. En particulier le caractere principal modulo ¢
n’est pas, en tant que fonction sur Z, la fonction identiquement égale a 1, ce qu’est
pourtant le caractere principal modulo 1.

Nous ne souhaitons pas entrer dans les détails de la dualité de Pontrjagin dont le
cadre naturel est la catégorie des groupes abéliens localement compact, mais il nous
faut tout de méme faire une remarque. Notre préoccupation ici est de déterminer le
groupe des caracteres de Zj{; . Il se trouve qu’il est possible d’identifier naturellement

ce “double-dual” avec U, en remarquant que x — x(x) est un caractere sur Zj{; des
que x € U;. Un argument de comptage permet de montrer que nous avons bel et
bien exhibé un isomorphisme entre Zj{; et U,.

II. Analyse de Fourier des caracteres de Dirichlet.
Les caracteéres de Dirichlet présentent de remarquables propriétés L? qui viennent
essentiellement de 1’égalité suivante :

Y. @) =

x mod *q

{ </5(Q) si X1 = X2,
0 si X1 7& X2,

dont la duale s’écrit :

Z x(z1)X(72) = { 9(a) S? Ty = T,

~ 0 si T # Ta.
XEUq

Preuve. Si x1 # X2, alors il existe xg tel que x1(xo)xz2(xo) # 1. Comme le produit
par xo est un isomorphisme de U, nous avons

Z x1(@)xz(z) = Z x1(woz)x2(zow)
x mod *q r mod *q
d’ou nous tirons

(1= x1(zo)Xz(z0)) . xi(2)xXa(z)=0.

x mod *q

Conclusion facile. ¢ ¢ ¢

L’égalité duale se comprend mieux en notant que x(z~1) = x(x).

Une fois ceci diment noté, nous nous tournons vers la comparaison des structures
additives et multiplicatives de Z/qZ. Les caracteres de (Z/qZ,+) sont les

x — e(ax/q)

et nous cherchons alors a exprimer les caracteres multiplicatifs en termes de ces
caracteres additifs. Soit donc x € U,. Regardons

(x.a)= Y x(@)e(ax/q).
r mod *q

L’inversion classique de Fourier (que 'on peut prouver ici directement) nous donne

x(n>=$ S nloa)e(-anfa)  (n € Z/qZ).

a mod q

I1 nous faut a présent évaluer ces coefficients 7,(x, a). L’égalité de Parseval nous

donne
> I a)® = qe(q).

a mod q
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Théoreme 1. Soit x un caractére de Dirichlet modulo q et de conducteur f. Soit
d un diviseur de q et soit a’ € Z./qZ premier a d. Nous avons

u(d/f)x*(a’)x*(d/f)%ff(x,1) si fld et (d/f.f)=1,

TQ(X? CLIQ/d) -
0 stnon,

ot X* est le caractere induit par x modulo f.

Preuve. Nous avons

r(dq/d)= Y eldb/dx(b)= Y el@e/d) Y xb).
mod q ¢ mod d bb;lco[?{]q

Introduisons le sous-groupe F4 = {b mod ¢,b = 1[d]}. Si Kerx ¢ Ejy, alors les
sommes intérieures sont nulles. Sinon, i.e. si f|d, x est induit par un caractere
modulo d que nous dénotons aussi par y. Nous avons

S IC)) p o 9(9) :
(X, a'q/d) = o(d) > xle)eldc/d) = de(Xﬂ ).

¢ mod d

Nous avons donc réduit notre probléme initial au cas d = q. Comme alors b — a’b
est une bijection, nous avons

ral,a) = > ele/d)x(e)x(a’) = x(d)ralx, 1).

¢ mod d

Le conducteur de x étant f, nous avons

o) = Y x(b) > elc/d)

b mod f ¢ mod ]*d

c=b[f

La somme intérieure vaut 0 si (d/f, f) # 1 et e(vb/ f)u(d/ f) sinon, ou v est I'inverse
de d/f modulo f. Supposant des lors que (d/f,f) = 1, nous constatons que
I'expression ci-dessus égale pu(d/f)x*(d/f)1s(x) ou x* est le caractére modulo f
induit par y. 0o ¢

Par conséquent seul 7¢(x, 1) importe vraiment. Pour ce qui est de son module,
il nous suffit d’appliquer Parseval, et pour cela, de nous restreindre au cas f = q.
Il vient alors

ITr(x, 1)| = Vf (x de conducteur f).

Notons que lorsque y est primitif, nous avons toujours

(a)rq(x,1)  (Ya € Z/qZ, x primitif),
(a)7q(x, 1) (Va € Uy, x quelconque).

ce qui montre clairement que nous n’avons pas vraiment calculé la transformée de
Fourier de x, mais bien plutot établi une équation reliant cette transformée a .
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ITI. Le théoréeme de Bombieri-Davenport.
Rappelons I'inégalité du grand crible pour la suite de Farey :

(3.1) S 1S/ 9P < lenlP (N + Q%)

g<Qa mod *q n<N

ou

(3.2) S(a) = Z ©n e(na).

M<n<M+N

Ajoutons alors une hypothese (H) sur la suite (¢,) : nous supposons qu’elle est
portée par (U,) jusqu’au niveau @, ou, dit autrement,

(H) Vn €]M,M + N] [pn #0 = Vg < Q(n,q) =1].

Dans ce cadre, nous définissons

(3.3) Go(Qla)= 3 i

d<Q/q #(9)
(d,q)=1
et rappelons que nous avons montré que G,(Q/q) > 2la) 0g(Q/q). Nous posons

enfin

(3.4) S = Y. enx(n)

n€]M, M+ N]
la distinction entre (3.2) et (3.4) étant clair d’apres le contexte.
Théoréme (Bombieri & Davenport —1968). Si (¢,,) vérifie (H), alors

> S56u@/a) 3 ISty S PV Q)

a<Q T ne]M,M—i—N]

ot Ij{;* est I’ensemble des caracteres primitifs modulo q.
En restreignant le membre de gauche a ¢ = 1, nous obtenons :
Corollaire. Si (v,) vérifie (H), alors

N + @Q?
S(0)° < |on? .
S(0)] ne]%+N] G1(Q)

Preuve. Soit ey, (-a/d) la fonction définie par

{ e(na/d) si n €Uy,
0

sinon.

eu,(na/d) =
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Comme U,; forme une base orthogonale de l’espace vectoriels des fonctions sur
Ug, nous pouvons exprimer ey, (-a/d) en termes des caracteres odulo d et plus
précisément :

euy(najd) =Y feu,(-a/d)[x] x(n) avec [ey,(-a/d)[x] = ﬁ > elka/d)x(k).

XGZ{; kel/{d
Par ailleurs, par (H), nous avons
S(a/d) =) eneu,(nafd) = leu,(-a/d)IX] S(x).
n<N XGZ{;

Il vient

Yo IS/ P =Y S(a)She) Z leu, (-a/d)[xa] [a/d]xe]

a mod d mod d

X17X26Md

ou l'on reconnait en somme intérieure le produit scalaire (a normalisation pres) de
X1 et x2 exprimé dans la base (e(-a/d)). Par conséquent

Y. IS(a/d)? ZI

a mod d Xeud

= > ISP

XEU,"

En posant

nous avons donc établi
d
2. ) IS@l’ = oo > W)
)
qld a mod *q fld
Nous utilisons alors la formule d’inversion de Mcebius pour obtenir

> 1S@/g))? Zu /) 505 ZW

a mod *q f|d

=3 (X s/ | W)

fla \fldlq

et il nous suffit & présent de calculer la somme interne. Par multiplicativité, nous
vérifions que

4 _ vpa)—ay _P"_
Z M(CI/d) ¢(d) - H Z M(p )(ZS(pa)

f|d‘q p p|vp(f)|pa‘p’vp(q)

Il nous reste & évaluer les facteurs locaux. Or

(1) Siwvp(f)>1etvy(q) —vp(f) > 1 alors ce facteur vaut 0.
(2) Siwvp(f)>1etvy(q) =wv,(f) alors ce facteur vaut %
(3) Siwy(f)=0etvy(q) > 2 alors ce facteur vaut 0.

(4) Siwv,(f) =0 et vy(q) =1 alors ce facteur vaut 1/¢(p).
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Nous en tirons une expression globale qui nous donne

S S@dPr= Y #ﬁ(q/f)mq/f)w(f)
£l

a mod *q

q
(fa/f)=1

qu’il nous suffit alors d’insérer dans (3.1) pour obtenir I'inégalité annoncée. ¢ ¢ o

Remarquons que contrairement a la preuve usuelle (comme elle est par exemple
reprise dans le livre de Bombieri cité ci-dessous), celle que nous avons présentée
n’utilise pas la valeur des sommes de Gauss et en particulier ignore le fait que les
X soient multiplicatifs.
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