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Abstra
t. Expos�e introdu
tif sur l'in�egalit�e du grand 
rible que nous d�emontrons

�a l'aide d'un lissage. Nous �etablissons aussi la forme arithm�etique du grand 
rible,

due �a Montgomery. Version du 10 F�evrier 2000.

Le le
teur trouvera deux autres appro
hes 
lassiques dans les monographes re-

spe
tivement de Bombieri et de Montgomery 
it�es 
i-apr�es.

I. Une formule de Poisson.

Bien que la formule de Poisson soit d'un usage 
ourant en th�eorie analytique des

nombres, il n'est pas fa
ile de trouver dans 
ette litt�erature une telle formule ave


des hypoth�eses assez larges. Nous donnons i
i une telle formule.

La transform�ee de Fourier d'une fon
tion f : R ! R est d�e�nie au point x par

^

f(x) =

Z

1

�1

f(t) e(xt)dt = lim

T!1

Z

T

�T

f(t) e(xt)dt

ave
 e(�) = exp(2i��). Nous avons, sous l'hypoth�ese suppl�ementaire que f et

^

f

appartiennent �a L

1

(R ),

f(t) =

Z

1

�1

^

f(x) e(�xt)dx:

Dans 
ette partie uniquement, nous posons

X

n2Z

sym

'

n

= lim

N!1

X

�N�n�N

'

n

si 
ette limite existe.

Nous avons alors le th�eor�eme suivant dû �a Bo
hner :

Th�eor�eme. Soit f : R ! R et � r�eel. Supposons que

(1) la fon
tion f est 
ontinue est R ,

(2) la s�erie

P

sym

n2Z

f(t+ n)e(�(t+ n)) 
onverge uniform�ement pour t 2 [�

1

2

;

1

2

℄,

(3) la s�erie

P

sym

k2Z

^

f(k � �) 
onverge.

Alors

X

n2Z

sym

f(n)e(�(n)) =

X

k2Z

sym

^

f(k � �):

Remarquons que sous les deux premi�eres hypoth�eses, la preuve montre que

^

f

existe.

Preuve. Voir le livre de Chandrasekharan, 
it�e 
i-dessous, 
hap̂�tre II, th�eor�eme 1.
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II. Une bonne fon
tion de lissage.

Voi
i notre fon
tion favorite :

Th�eor�eme. Soit N � 1 et Æ > 0 deux r�eels. Il existe une fon
tion b(t) = b

N;Æ

(t)

de R dans R telle que

(1) b est C

1

.

(2) b(t) = O

N;Æ

(jtj

�2

) quand jtj ! 1.

(3) b(t) � 0 pour tout t.

(4) b(t) � 1 pour tout t 2 [1; N ℄.

(5)

^

b(x) = 0 si jxj � Æ.

(6)

^

b(0) = N � 1 + Æ

�1

.

La fon
tion b ressemble �a :

Nous avons aussi b(t) � 2. Pour la 
onstru
tion, le le
teur 
onsultera l'arti
le de

Vaaler 
it�e 
i-apr�es.

III. L'in�egalit�e du grand 
rible.

Soit ('

n

) une suite de 
omplexes. Posons

S(�) =

X

1�n�N

'

n

e(n�):

Un ensemble �ni X � R =Z est dit Æ-bien espa
�e si l'on a

min

�

kx� x

0

k; x; x

0

2 X ; x 6= x

0

	

� Æ;

o�u kyk est pris sur le 
er
le de 
ir
onf�eren
e unit�e (kyk = min

k2Z

jy � kj), et don


Æ < 1=2. Dans le 
as (fortement inint�eressant) o�u X est r�eduit �a un point, on prend

Æ = 1=2. Nous avons alors

(3:1)

X

x2X

jS(x)j

2

�

X

n�N

j'

n

j

2

(N � 1 + Æ

�1

) (X Æ-bien espa
�e)

Preuve.

�

E
rivons

X

x2X

jS(x)j

2

=

X

1�n�N

X

x2X

'

n

S(x) e(nx):

Par 
ons�equent,

 

X

x2X

jS(x)j

2

!

2

�

X

n�N

j'

n

j

2

X

n�N

�

�

�

�

X

x2X

S(x) e(nx)

�

�

�

�

2

�

X

n�N

j'

n

j

2

X

n2Z

b(n)

�

�

�

�

X

x2X

S(x) e(nx)

�

�

�

�

2
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o�u b = b

NÆ

est la fon
tion donn�ee par le th�eor�eme de la se
onde partie. Par ailleurs

X

n�N

j'

n

j

2

X

n2Z

b(n)

�

�

�

�

X

x2X

S(x) e(nx)

�

�

�

�

2

=

X

x;x

0

2X

S(x)S(x

0

)

X

n2Z

b(n)e(n(x� x

0

))

=

X

x;x

0

2X

S(x)S(x

0

)

X

k2Z

^

b(k � (x� x

0

))

=

X

x2X

jS(x)j

2

(N � 1 + Æ

�1

)


e qui permet de 
on
lure fa
ilement. � � �

Notons que

(3:2) jS(x

0

)j �

X

n�N

j'

n

j

2

N


e qui fait que, lorsque Æ

�1

= o(N), l'in�equation (3:1) donne essentiellement la

même majoration que (3:2), alors que l'on majore simultan�ement de nombreux

termes.

Il existe �a l'heure a
tuelle essentiellement quatre preuves de l'in�egalit�e du grand


rible. Celle que nous venons de donner dont l'id�ee se trouve dans un arti
le de

Davenport & Halberstam de 1966, une due �a Gallagher et qui tente de 
omprendre le

membre de gau
he de (3:1) 
omme une somme de Riemann, une (due �a Montgomery

& Vaughan ?) qui passe par l'in�egalit�e de Hilbert et une derni�ere, en fait plus

an
ienne, qui utilisait notamment des disques de Gegenbauer. La preuve que nous

pr�esentons est en quelque sorte la forme a
hev�ee de 
ette derni�ere appro
he. Le

le
teur trouvera aussi des d�emonstration hybrides, 
omme 
elle que pr�esente Vaaler

dans l'arti
le sus-
it�e et qui 
ombine la te
hnique de Selberg et l'id�ee de Gallagher.

IV. L'in�egalit�e du grand 
rible pour la suite de Farey.

Presque toutes les utilisations de (3:1) en th�eorie des nombres se font en prenant

X = f

a

q

; q � Q; (a; q) = 1; 1 � a � qg:

L'in�egalit�e du grand 
rible ((3:1)) s'�e
rit alors :

(3:3)

X

q�Q

X

a mod

�

q

jS(a=q)j

2

�

X

n�N

j'

n

j

2

(N � 1 + Æ

�1

):

En e�et, deux points distin
ts a=q et a

0

=q

0

de X v�eri�ent







a

q

�

a

0

q

0







=







aq

0

� a

0

q

qq

0







�

1

Q

2

:

En fait, si a=q et a

0

=q

0

sont 
ons�e
utifs, il est 
lassique que (q; q

0

) = 1, et notamment

q 6= q

0

si Q � 2. La minoration pr�e
�edente peut don
 être rempla
�ee par

1

Q(Q�1)

,

qui est atteinte entre 1=Q et 1=(Q� 1).



4 OLIVIER RAMAR

�

E

Notons que jXk =

P

q�Q

�(q)

`

a

Q

2

, 
e qui fait que les points de X sont quasi-

ment �equi-distribu�es sur le 
er
le.

La remarque vitale ensuite 
onsiste �a dire que S(a=q) ne d�epend que de la dis-

tribution de ('

n

)

n

modulo q puisque nous avons

S(a=q) =

X

b mod q

�

X

n�b[q℄

'

n

�

e(ab=q):

En parti
ulier, si q = p est un nombre premier, nous avons

X

a mod

�

p

jS(a=p)j

2

= p

X

b mod p

�

�

�

�

X

n�b[p℄

'

n

�

S(0)

p

�

�

�

�

2

:

V. Le 
rible de Montgomery.

Pour 
haque nombre premier p, nous nous donnons un sous-ensemble K

p

� Z=pZ

(l'ensemble des 
lasses que l'on garde).

Nous dirons que la suite ('

n

)

n

est port�ee par (K

p

) jusqu'au niveau Q si nous

avons

(5:1) 8n � N

�

'

n

6= 0 =) 8p � Q; n 2 K

p

�

:

Par exemple, pour 
ribler la suite des nombres premiers 
ompris entre

p

N et N ,

nous prendrons K

p

= Z=pZ n f0g et Q =

p

N . Notons que si (5:1) est v�eri��e pour

un 
ertain Q, elle est en
ore triviallement vraie pour tout Q

0

inf�erieur �a Q.

Posons

(5:2) G(K; Q) =

X

q�Q

�

2

(q)

Y

pjq

�

p

jK

p

j

� 1

�

:

Alors, si ('

n

)

n

est port�ee par (K

p

) jusqu'au niveau Q, nous avons

(5:3)

�

�

�

�

X

n

'

n

�

�

�

�

2

�

X

n

j'

n

j

2

N � 1 +Q

2

G(K; Q)

:

Corollaire. Soit Z le nombre d'entiers n de [1; N ℄ qui v�eri�ent 8p � Q; n 2 K

p

.

Nous avons

Z �

N � 1 +Q

2

G(K; Q)

:

Preuve du 
orollaire. Nous prenons pour ('

n

) la fon
tion 
ara
t�eristique des n 2

[1; N ℄ qui sont tels que 8p � Q; n 2 K

p

. L'in�egalit�e (5:3) nous donne alors le

r�esultat annon
�e. � � �

Preuve de (5:3). Nous pro
�edons �a re
ulons en trois �etapes. Histoire se simpli�er

la typographie, nous posons :

g(q) = �

2

(q)

Y

pjq

�

p

jK

p

j

� 1

�

:
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Tout d'abord, il suÆt de d�emontrer l'in�egalit�e suivante (pour ('

n

) v�eri�ant

(5:1)) :

(5:4) g(q) jS(0)j

2

�

X

a mod

�

q

jS(a=q)j

2

:

En e�et, 
ombin�e �a (3:3), 
ela nous donne bien l'in�egalit�e attendue.

Se
undo, pour prouver (5:4) pour qq

0

, il suÆt de le prouver pour q et pour q

0

si

(q; q

0

) = 1. En e�et, dans 
e 
as, nous aurons :

X

b mod

�

qq

0

�

�

S

�

b

qq

0

�

�

�

2

=

X

a

0

mod

�

q

0

X

a mod

�

q

�

�

S

�

a

q

+

a

0

q

0

�

�

�

2

�

X

a

0

mod

�

q

0

g(q

0

)

�

�

S

�

a

0

q

0

�

�

�

2

obtenue en appliquant (5:4) �a q et �a la suite ('

n

e(na

0

=q

0

)) qui v�eri�e bien (5:1).

Nous r�eappliquons (5:4), mais 
ette fois-
i �a q

0

et �a la suite ('

n

), 
e qui nous donne

X

b mod

�

qq

0

�

�

S

�

b

qq

0

�

�

�

2

� g(q

0

)g(q)jS(0)j

2

= g(qq

0

)jS(0)j

2

;


e qui prouve notre assertion.

Finalement, il nous reste �a prouver (5:4) pour q = p, un nombre premier. Dans


e 
as, nous avons

(5:5)

X

a mod

�

p

jS(a=p)j

2

=

X

a mod p

jS(a=p)j

2

� jS(0)j

2

= p

X

b mod p

�

�

X

n�b[p℄

'

n

�

�

2

� jS(0)j

2

= p

X

b2K

p

�

�

X

n�b[p℄

'

n

�

�

2

� jS(0)j

2

:

Mais l'in�egalit�e de Cau
hy-S
hwartz nous donne :

jS(0)j

2

=

�

�

X

b2K

p

X

n�b[p℄

'

n

�

�

2

� jK

p

j

X

b2K

p

�

�

X

n�b[p℄

'

n

�

�

2


e qui 
ombin�e �a (5:5) nous donne bien 
e que nous souhaitions. � � �
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