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Abstra
t. Expos�e introdu
tif au 
rible sup�erieur de Selberg. L'exemple 
hoisi est

bien sûr le th�eor�eme de Brun-Tit
hmarsh. Version du 17 Janvier 2000.

Th�eor�eme de Brun-Tit
hmarsh.

Si 2 � y < q, x � 0 et a est premier �a q, nous avons

(?) �(x+ y; q; a)� �(x; q; a) �

2y

�(q) Log(y=q)

:

Rappelons que �(x; q; a) d�esigne le nombre de nombres premiers inf�erieurs �a x

et 
ongrus �a a modulo q.

Tit
hmarsh a d�emontr�e un r�esultat plus faible que le pr�e
�edent dans les ann�ees 30

en utilisant le 
rible de Brun. La d�enomination \th�eor�eme de Brun-Tit
hmarsh"

est dû �a Linnik et date des ann�ees 40.

Nous allons montrer une version un peu plus faible de (?) et utiliser 
e probl�eme

pour illustrer la fa�
on dont le 
rible de Selberg fon
tionne. Ce 
rible date des

ann�ees 47-50. Le le
teur en trouvera une pr�esentation 
lassique dans le livre de

Halberstam & Ri
hert 
it�e 
i-dessous.

Posons

(1) S = �(x+ y; q; a)� �(x; q; a) =

X

x<p�x+y

p�a[q℄

1

et 
onsid�erons

(2) � =

X

x<n�x+y

n�a[q℄

�

X

djn

�

d

�

2

o�u les (�

d

) sont des nombres r�eels qui v�eri�ent �

1

= 1 et �

d

= 0 si d > z o�u z est un

param�etre. Si p est un nombre premier dans ℄x+ z; x+ y℄, p n'admet pas d'autres

diviseurs inf�erieurs �a z que 1 et par 
ons�equent

�

X

djp

�

d

�

2

= 1:
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Il vient alors

(3) S � �+ z:

Il nous reste �a �etudier � et en fait �a obtenir le minimum de 
ette forme quadratique

des (�

d

). Pour 
ela nous d�eveloppons le 
arr�e et obtenons

� =

X

d

1

;d

2

�z

�

d

1

�

d

2

X

x<n�x+y

[d

1

;d

2

℄jn

n�a[q℄

1;

o�u [r; s℄ d�esigne le pp
m de r et s et (r; s) leur pg
d. Comme (a; q) = 1, seuls les

d tels que (d; q) = 1 interviennent, 
e qui fait que nous pouvons imposer �

d

= 0 si

(d; q) 6= 1. En utilisant maintenant

(4)

X

x<n�x+y

n�b[q℄

1 =

y

r

+O

�

(1);

nous obtenons

(5)

� =

y

r

X

d

1

;d

2

�z

�

d

1

�

d

2

[d

1

; d

2

℄

+O

�

�

X

d

1

;d

2

j�

d

1

jj�

d

2

j

�

=

y

r

�

0

+O

�

��

X

d

j�

d

j

�

2

�

disons.

Nous diagonalisons alors �

0

par un pro
�ed�e mis au point par Selberg.

�

E
rivons

�

0

=

X

d

1

;d

2

�z

(d

1

; d

2

)

�

d

1

d

1

�

d

2

d

2

:

Or d =

P

`jd

�(`), d'o�u

(6) �

0

=

X

`�z

�(`)

�

X

`jd�z

�

d

d

�

2

;


e qui est la forme diagonale annon
�ee. Posons

(7) y

`

=

X

`jd�z

�

d

d

:

La matri
e de passage des (�

d

) aux (y

`

) est triangulaire ave
 des �el�ements non nuls

sur la diagonale et est don
 inversible. De fa�
on expli
ite, nous avons

(8) �

d

= d

X

dj`�z

�(`=d)y

`



LE TH

�

EOR

�

EME DE BRUN-TITCHMARSH PAR LE CRIBLE DE SELBERG. 3


e que l'on v�eri�e en introduisant 
ette expression dans (7). Cela nous permet

notamment de traduire la 
ondition �

1

= 1 en terme des (y

`

). En d�e�nitive, notre

probl�eme devient :

(9)

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

minimiser

X

`

�(`)y

2

`

;

sous

8

>

<

>

:

X

`�z

�(`)y

`

= 1;

y

`

= 0 si (`; q) 6= 1:

Nous utilisons un multipli
ateur (�) de Lagrange et obtenons

(10)

8

>

<

>

:

2�(`)y

`

� ��(`) = 0 (`; q) = 1;

X

`�z

�(`)y

`

= 1;


e qui donne

(11) y

`

=

�

2

�(`)

�(`)

;

�

2

X

`�z

(`;q)=1

�

2

(`)

�(`)

= 1:

Remarquons, 
e qui est �evident sur (9), que y

`

= 0 si ` est divisible par un 
arr�e,


e qui �equivaut �a la même propri�et�e sur les (�

d

).

Posons

(12) G

f

(z) =

X

`�z

(`;f)=1

�

2

(`)

�(`)

:

Alors

(13)

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

y

`

=

1

G

q

(z)

�(`)

�(`)

(`; q) = 1;

�

d

= �(d)

d

�(d)

G

dq

(z=d)

G

q

(z)

(d; q) = 1;

�

0

= 1=G

q

(z):

Il nous faut �a pr�esent �evaluer G

q

(z) et nous 
ommen�
ons par un lemme de van Lint

& Ri
hert (voir les r�ef�eren
es) :

Lemme.

Soit f et h deux entiers tels que (f; h) = 1. Nous avons

f

�(f)

G

fh

(z=f) � G

h

(z) �

f

�(f)

G

fh

(z):

Preuve. Nous �e
rivons

G

h

(z) =

X

rjf

X

`�z=r

(`;fh)=1

�

2

(`r)

�(`r)

=

X

rjf

�

2

(r)

�(r)

G

fh

(z=r)
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et il nous suÆt alors d'utiliser G

fh

(z=f) � G

fh

(z=r) � G

fh

(z) ainsi que

X

rjf

�

2

(r)

�(r)

=

f

�(f)

pour 
on
lure. � � �

Ce lemme nous donne notamment

(14) j�

d

j � 1;

et ram�ene l'�evaluation de G

q

(z) �a 
elle de G

1

(z). Il nous suÆt d'ailleurs de minorer

G

1

(z), 
e qui se fait tr�es fa
ilement de la fa�
on suivante :

(15)

G

1

(z) =

X

`�z

�

2

(`)

�(`)

=

X

`�z

�

2

(`)

`

Y

pj`

1

1� 1=p

=

X

k

tel que le noyau sans

fa
teurs 
arr�es de k soit �z

1

k

o�u l'on obtient la derni�ere �egalit�e �a partir de

1

1� 1=p

= 1 +

1

p

+

1

p

2

+ : : :

Il vient alors

(16) G

1

(z) �

X

k�z

1

k

� Log z:

Le le
teur pourra 
onsulter l'arti
le et/ou le livre de Halberstam & Ri
hert 
it�es


i-apr�es pour une �evaluation 
ompl�ete de G

1

(z).

Rassemblant (3), (5), (13) et (14), nous obtenons

(17) S �

y

�(q)

1

G

1

(z)

+ z

2

+ z

et ave
 (16) :

(18) S �

y

�(q)

1

Log z

+ z

2

+ z:

Il nous suÆt �a pr�esent de 
hoisir z. Nous prenons

(19) z =

y

q

(Log(y=q))

�1


e qui nous donne

(20) S � (2 + o(1))

y

�(q)

1

Log(y=q)

(y=q !1):

La d�emonstration que nous avons donn�ee est insuÆsante pour �etablir (?) puisque

nous n'avons que (2 + o(1)) au lieu de (2). On trouvera une preuve de (?) dans

l'arti
le de Montgomery & Vaughan 
it�e 
i-apr�es.
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