LE THEOREME DE BRUN-TITCHMARSH
PAR LE CRIBLE DE SELBERG.

OLIVIER RAMARE

ABSTRACT. Exposé introductif au crible supérieur de Selberg. L’exemple choisi est
bien siir le théoréeme de Brun-Titchmarsh. Version du 17 Janvier 2000.

Théoreme de Brun-Titchmarsh.
Si2<y<q, x>0 eta est premier a q, nous avons

] a) — T\T; a 2—y
) @ tyiga) —(@ige) < ¢(q) Log(y/q)

Rappelons que 7(z;q,a) désigne le nombre de nombres premiers inférieurs a x
et congrus a a modulo q.

Titchmarsh a démontré un résultat plus faible que le précédent dans les années 30
en utilisant le crible de Brun. La dénomination “théoreme de Brun-Titchmarsh”
est di a Linnik et date des années 40.

Nous allons montrer une version un peu plus faible de (x) et utiliser ce probléeme
pour illustrer la facon dont le crible de Selberg fonctionne. Ce crible date des
années 47-50. Le lecteur en trouvera une présentation classique dans le livre de
Halberstam & Richert cité ci-dessous.

Posons

(1) S=n(z+yqa) —m(xiga)= Y 1
z<p<z+y
p=alq]

et considérons

(2) =) <Z)\d>2

z<n<z+y " dn
n=alq]

ou les (Ag) sont des nombres réels qui vérifient \y = 1 et Ay =0sid > z ou z est un
parametre. Si p est un nombre premier dans |z + z,z + y|, p n’admet pas d’autres
diviseurs inférieurs a z que 1 et par conséquent

(5 -

dlp
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Il vient alors
(3) S<¥+z

Il nous reste a étudier X et en fait & obtenir le minimum de cette forme quadratique
des (\g). Pour cela nous développons le carré et obtenons

> e Y. 1,

d1,da<z z<n<z+y
[d1,d2]|n
n=alq]

ou [r, s| désigne le ppcm de r et s et (r,s) leur pged. Comme (a,q) = 1, seuls les
d tels que (d,q) = 1 interviennent, ce qui fait que nous pouvons imposer \y = 0 si
(d,q) # 1. En utilisant maintenant

(4) > 1=2ro,

r<n<z+y
n=b[q]
nous obtenons
y AdAdy
n=2 Ady |[|A
L i or (S )
dl,d2 SZ d1,d2
(5) 2
) .
=X * .
20 +0 <<Z |)\d|> ) disons
d
Nous diagonalisons alors ¥y par un procédé mis au point par Selberg. Ecrivons
Ad, \d
Yo = dyi,d L2
0 Z (d1,da) di ds

Ord= Z£|d ¢(¢), d’olt
A’
(6) m=Ye0( ¥ %)
<z d<z
ce qui est la forme diagonale annoncée. Posons

A
(7) Yo = )
£ld<z

La matrice de passage des (\g) aux (yg) est triangulaire avec des éléments non nuls
sur la diagonale et est donc inversible. De fagon explicite, nous avons

(8) Aa=d Z (¢/d)y,

dle<z
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ce que l'on vérifie en introduisant cette expression dans (7). Cela nous permet
notamment de traduire la condition A\; = 1 en terme des (y¢). En définitive, notre
probleme devient :

( minimiser Z o(0)y;
12

sous <z
\ Yye =0 si (qu)%l
Nous utilisons un multiplicateur (f) de Lagrange et obtenons
(10) > nOye =1,

<z
ce qui donne
0 1u(6) 0 1 (0)
11 =_—= , = =1.
1 U360 2 2 o)
(e,q_):1

Remarquons, ce qui est évident sur (9), que y, = 0 si ¢ est divisible par un carré,
ce qui équivaut a la méme propriété sur les (Ag).

Posons
(12) “
<z
(¢, =1
Alors
( Yo = qu(z) % (Ea q) = 1)
(13) b= ) s S () =1
[ 2o =1/Gy(2).

Il nous faut & présent évaluer G, (z) et nous commencons par un lemme de van Lint
& Richert (voir les références) :

Lemme.
Soit f et h deuz entiers tels que (f,h) = 1. Nous avons

%afh(zm < Gu(z) < %th@-

Preuve. Nous écrivons

1 p%(r)
RAPIP I 5~ 2 G e
(¢,fh)=1
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et il nous suffit alors d’utiliser Gfp(z/f) < G¢n(2/r) < Gfp(z) ainsi que

u _L
o(f)

pour conclure. ¢ ¢ ¢

Ce lemme nous donne notamment
(14) [Aa| <1,

et ramene I’évaluation de G,(z) a celle de G1(z). Il nous suffit d’ailleurs de minorer
G1(z), ce qui se fait tres facilement de la fagon suivante :

13( 13 ( 1
1=S 5 -2 Iy
1
— Z .

tel que le noyau sans
facteurs carrés de k soit <z

(15)

ou 'on obtient la derniere égalité a partir de

1 =1+ L + L +
1-1/p p p?
I1 vient alors
1
(16) Gi(z) = A > Log z.
k<z

Le lecteur pourra consulter l'article et/ou le livre de Halberstam & Richert cités
ci-aprés pour une évaluation complete de G (z).
Rassemblant (3), (5), (13) et (14), nous obtenons

Y 1
) = 90 G ()
et avec (16) :
(18) S < Y + 22 + 2.
¢(q) Log z
Il nous suffit a présent de choisir z. Nous prenons
(19) 2= (Log(y/a))

ce qui nous donne
Y 1
¢(q) Log(y/q)

(20) § < (2+0(1)) (y/q — o0).

La démonstration que nous avons donnée est insuffisante pour établir (x) puisque
nous n’avons que (2 + o(1)) au lieu de (2). On trouvera une preuve de (x) dans
l’article de Montgomery & Vaughan cité ci-aprés.
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