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Résumeé

Nous affinons le crible asymptotique de Bombieri afin d’obtenir un asympto-
tique en variables localisées. Comme conséquence, nous démontrons, sous la
conjecture d’Elliott-Halberstam, qu’il existe une infinité de nombres presque pre-
miers jumeaux, c’est a dire tels que pour tout £ > 0, p est premier et p — 2 est soit
premier, soit de la forme p;p, ou p; < X¢, et nous en donnons un asymptotique.

A ce travail s’ajoutent deux chapitres : d’'un c6té, une preuve montrant com-
ment une méthode sans crible préliminaire donne un résultat plus faible en né-
cessitant une hypothése plus forte, ce qui nous permettra de détailler plusieurs
estimations et de souligner I'intérét de notre approche. D’un autre coté une expo-
sition pédagogique d’'une méthode donnant un acces facile et explicite a plusieurs
estimations de moyennes de fonctions multiplicatives.

Mots clés : crible de Bombieri, conjecture d’Elliott-Halberstam, polynémes de
Bernstein, méthode de convolution.



Abstract

We improve Bombieri’s asymptotic sieve to localise the variables. As a con-
sequence, we prove, under a Elliott-Halberstam conjecture, that there exists an
infinity of twins almost prime. Those are prime numbers p such that for all ¢ > 0,
p — 2 is either a prime number or can be written as p;p, where p; and p, are
prime and p; < X¢, and we give the explicit asymptotic. In addition to this main
work, there are two other chapters: the first one gives an asymptotic of prime
numbers p such p — 2 is either a prime number or a product of three primes with-
out using a preliminary sieve and so a stronger conjecture was needed. Hence
this part shows the strength of the preliminary sieve and presents a few detailed
sommations, most of them involving the Mobius fonction, that could be useful.
The second one presents an easy and explicit method to calculate an average
order of multiplicative functions.

Keywords: Bombieri’s sieve, Elliot Halberstam’s conjecture, Bernstein’s poly-
noms, convolution method
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Introduction

La conjecture des nombres premiers jumeaux affirme qu’il existe une infinité
de nombres premiers jumeaux, c’est a dire de nombres premiers p tels que p + 2
soit aussi premier. A ce jour, personne n’a été capable de la démontrer mais de
nombreux résultats nous en rapprochent, et certains d’entre eux, comme celui
de cette these, nécessitent une autre conjecture qui porte sur la distribution des
nombres premiers dans les progressions arithmétiques. Elliott et Halberstam ont
introduit en 1968 une telle conjecture, voir ELLIOTT et Heini HALBERSTAM 1970.
Nous utilisons une hypothese de ce type pour notre travail.

Conjecture. Pour tout § > 0 et pour tout 0, il existe une constante Ay(0,0) telle
que

Y X
E d,2) ———| <A e E—— 1
= uEX Vy:d 2) <p(d)|_ 000 Glog X7 0-1)
(d,2)=1

Rappelons rapidement que v est la fonction sommatoire de la fonction de
von Mangoldt définie par A(p®) = log p pour tout p premier et pour tout entier
a > 1. Et dans ¥(y; d, 2), la variable est congrue a 2 modulo d. La fonction ¢ est
I'indicatrice d’Euler. Le théoréme de Bombieri-Vinogradov établit cette conjecture
lorsque § > 1/2 et on sait qu’elle est fausse pour § = 0.

Et sous cette conjecture, nous démontrons le théoreme suivant.

Théoréme. Sous la conjecture (0.1), pour tout € > 0, pour tous 5 >0 et v > [3,
il existe un réel X, tel que pour tout X > X,

S AMAR LD+ — Y Atz Y AdDA)

n<Xx v =B a=x dida—=n logn
nf<di<n?Y

—26,X (1+0())  (0.2)

\ —2 . .
ol Sy = [[)>3 ](015111)3 est la constante des nombres premiers jumeauz.

Ce résultat est le théoreme 2.5.3, et en particulier, en prenant 5 = 0 nous
obtenons le résultat suivant :

Théoréme. Sous la conjecture (0.1), pour tout € > 0, pour tout v ou 0 < vy < 1,
il existe un réel X tel que pour tout X > X,

> AmA(n+2)+ Iy An+2) 3 W
) = ey

= 2G,X (14 0O(e))).



Ces deux théoremes sont énoncés dans la partie 2.5.4 (Théoréme final) en
application de tout ce qui précede. Les sommes impliquées ont pour support les
nombres premiers jumeaux et les nombres n produits de deux nombres premiers
dont I'un des deux est relativement petit (inférieur a un n”) et tels que n + 2 est
premier. En outre, de fagon conjecturale >, - x A(n)A(n +2) ~ &, X (en consé-
quence de la conjecture de Hardy-Littlewood), ce qui permettrait de déduire que
les deux termes de la somme ont en fait le méme poids.

Ces théorémes comportent également les puissances de nombres premiers qui
contribuent pour une part négligeable de la somme. En effet, nous démontrons
le théoréme suivant ot A;(n) = logn sin est premier et 0 sinon.

Théoréme. Sous la conjecture (0.1), pour tout € > 0, pour tous 5 >0 ety > 3,
il existe un réel X tel que pour tout X > X,

A1 (dy)A1(d)
Ai(n A1n+2)+— Ar(n+2) Aaldr)Baldz)
nP<di<n?
_ 28, X (140().  (0.3)

C’est le théoréme 2.6.2 dans la partie 2.6 (Théoreme sans puissances de nombres
premiers). Et son application au cas 5 =0 :

Théoréme. Sous la conjecture (0.1), pour tout € > 0, pour tout v ou 0 < vy < 1,
il existe un réel Xy tel que pour tout X > X,

Ay (dy)Aq(d
ZAI A1n+2+ ZAIn—}-Q) Z M
n<X n<X didoen logn
di1<n”
=26,X(14+0(e)).

Les constantes impliquées dans les O sont explicites en fonction du ¢ de (0.1).
Nous pourrions obtenir un résultat similaire pour n et n + 2k premiers, et en fait,
le cceur de la preuve est encore plus général et s’applique non pas a A(n) et A(n+
2) mais a A(n) et f(n) ot f(n) est une fonction qui vérifie une liste (assez longue)
d’axiomes. Il s’agit d’'une version en variable localisée du crible asymptotique
d’Enrico Bombieri et c’est 'objet du premier chapitre de cette thése.

Chen Jing-run a prouvé en 1966 qu’il existe une infinité de nombres premiers p
dits de Chen, c’est a dire tels que p+2 est soit un nombre premier, soit un produit
de deux nombres premiers, mais il n’en donnait pas un asymptotique. En 1973,
il démontre que le nombre de nombres premiers de Chen inférieurs a X est
supérieur a 0.335I1(X) ot II(X) = 26,X/log? X, voir CHEN 1973. Depuis, la
constante 0.335 a été plusieurs fois améliorée par différents mathématiciens.

En 1975, Enrico Bombieri donnait un asymptotique de )°, - x A(n+2)Ax(n) ou
A, = ,u*logk est la fonction généralisée de von Mangoldt d’ordre %k (k entier > 1).

10



Il fit remarquer que cette somme est nulle pour les entiers comportant plus de &
facteurs premiers, voir BOMBIERI 1975, et son résultat s’énonce ainsi :

> A+ 2)Ax(n) =26, (k+ O(k"3275%)) X (log X)*! (0.4)

n<X

dont on voit que plus k est grand et plus 'asymptotique est précis. Friedlander et
Iwaniec en ont donné une version explicite dans FRIEDLANDER et IWANIEC 1978.

En 2004, Jie Wu donne la meilleure amélioration a la constante trouvée par
Chen en 1973 et démontre que pour un X assez grand,

m12(X) > 1.104I1(X) (0.5)

ou IT est défini plus haut et m»(X) = [{p < X : Q(p +2) < 2}|, Q étant la
fonction donnant le nombre de facteurs premiers avec ordre de multiplicité d’'un
entier n, voir Wu 2004.

Pour démontrer (0.2) et (0.3), nous avons utilisé un résultat d’Olivier Ramaré
qui a approximé

> AB ) f(n) + 3 AV« AV (n)f(n)

n<X n<X

N . . k—1
ol f est une fonction, v est un entier et A(¥) = A((ff)l)! ,

par

> AP () fo(n) + 3 AV % AV (n) fo(n)

n<X n<X

ou fy est une fonction plus simple a évaluer et le terme d’erreur est explicite,
voir RAMARE 2010. En appliquant ce théoreme a f(n) = A(n + 2), on peut se
convaincre qu’on obtient déja une semi-localisation autour de /n des deux fac-
teurs premiers dans la décomposition de n.

Le premier chapitre de cette these consiste en fait a « désymétriser » le travail
d’Olivier Ramaré, nous établissons d’abord un théoréme qui justifie 'approxima-

tion de :
Z A(”1+”2)(n)f(n) + Z A1) *A(”2)(n)f(n)
n<X n<X

ol f est une fonction, v; et v, sont deux entiers par

Z A(”1+"2)(n)fo(n) + Z A *A(”Z)(n)fo(n)

n<X n<X

ol f; est donc une fonction plus simple a évaluer qui « approxime » f.
Il est a noter que les fonctions f et f, doivent avoir des propriétés de régularité
et de majoration qui seront précisées. Cette approximation nécessite d’utiliser un

11



crible préliminaire, la somme est d’abord calculée pour tous les entiers n’ayant
aucun facteur premier inférieur 4 » = X°, c’est a dire les entiers premiers avec
P(z) = [lp<.p. Nous retirons ensuite le crible en majorant la contribution des
termes ayant au moins un facteur premier < 2. Notre terme d’erreur dépend
donc de § qui est amené a tendre vers 0.

C’est en appliquant ensuite cette approximation a la fonction f(n) = A(n + 2)
(et fo(n) = 1), sous la conjecture (0.1), que nous pouvons, dans le deuxieme
chapitre, déterminer un asymptotique de

3 A(n +2)A(n) LY Am+2) (A1) 5 A2)) ()

nng X (10gn)u1+y271

Le produit de convolution étant égal a

A(dl) logmfl(dl) A(dQ) 10gy271(d2)
dldzz::n (Vl — 1)! (VQ _ 1>! )

cette expression multipliée par (14 + v, — 1)! fait apparaitre dans le terme de
droite un polynome de Bernstein en %, d’ou l'idée d’utiliser ces polynomes
pour approximer une fonction caractéristique (notre objectif étant d’avoir d; <
n?). Il y a deux contraintes a cela, fixer v; + v, et faire varier v; de 1 a un
certain v/, mais aussi la fonction approximée par ces polynomes de Bernstein
devant étre continue, et a variations bornées, elle ne peut pas étre constante par
morceaux. Nous avons utilisé une fonction continue trés proche d’'une fonction
caractéristique (fonction "plateau") et par ce genre de manipulation, la norme

étant préservée, il en résulte un coefficient 7%5 dans notre asymptotique.

Une approche pédestre

Pour mesurer l'efficacité des résultats (0.2) et (0.3), nous avons d’autre part
calculé un asymptotique de

> (A log® +-(A % A) log +A % (Alog) + A x A * A) (n)A(n +2) (0.6)

n<X

sans utiliser de crible préliminaire. Le résultat obtenu est donc plus faible et a
nécessité une hypothése plus forte de type Elliott-Halberstam, nous avons eu en
effet besoin de la conjecture suivante :

Conjecture. Il existe un entier positif B et un réel Xy tels que pour tout X > X

Y
1d,2) — . .
2, max(yd2) go(d)‘ < (log X)° (0.7)
— (log X)B
(d,2)=1

12



C’est I'objet du chapitre 3. Il faut savoir cette conjecture a été démontrée par
Friedlander et Granville comme étant fausse, voir FRIEDLANDER et GRANVILLE
1992. Toutefois, nous n’avons pas réussi a nous en passer sans utiliser de crible
préliminaire.

Il semblerait, au vu de I'asymptotique obtenu avec des A; et donc des en-
tiers comportant au plus 3 facteurs premiers, qu’il ne soit pas possible d’obtenir
un résultat comme celui de Bombieri ou celui de cette thése sans utiliser de
crible préliminaire. Nous faisons remarquer que ce troisieme chapitre comporte
de nombreux calculs de sommations qui peuvent étre utilisés par des lecteurs
débutants indépendamment du travail global de cette these.

Une méthode de calcul d’ordre moyen

Lors de ces calculs nous avons notamment utilis¢é une méthode efficace de
détermination d’ordre moyen de fonctions multiplicatives : la méthode de convo-
lution, qui est explicitée dans le quatrieme et dernier chapitre. Cette méthode
consiste a exprimer la série de Dirichlet D(f, s) comme le produit de deux séries
de Dirichlet D(g, s)D(h,s) ou g est une fonction dont 'ordre moyen est plus fa-
cile a calculer et "proche" de f, tandis que h est une fonction "plus petite", percue
comme une perturbation. g et h sont également des fonctions multiplicatives. Par
le théoréme d’unicité de la série de Dirichlet et les propriétés de calcul, on en dé-
duit que f = g x h et on utilise I'ordre moyen de g pour trouver celui de f. Les
deux exemples qui sont détaillés pas a pas nous donnent les résultats suivants :

Théoréme. Pour tout réel o €]1/2,1],

— Zﬂp+2 CoX + O(X7)

n<X p|n

ot Cp = ;Hp22<1 + p(;+1)> = 1.3684...
et
Théoréme. Pour tout réel o €] —1,0],

Lo

n<X n

Il se trouve que cette méthode efficace fonctionne également pour des fonc-
tions non positives, elle nous permet notamment d’évaluer un certain nombre
de sommes partielles faisant intervenir la fonction de Mobius, notamment nous
montrons que :

13



Théoreme. Pour tout X > 1,

< 0.082 n 30
“logX @ X3

(0.8)

p(n)
2 o)

n<X (p(n

Cette partie peut étre considérée indépendamment du reste et s’adresse a un
plus large public. Des rappels sur le produit de convolution et le développement
en série de Dirichlet sont notamment présentés, et elle est rédigée en anglais en
tant qu’article indépendant.

14



1Crible de Bombieri en variables
localisées

1.1 Cadre et hypothéses

Dans beaucoup de problemes, on a besoin de calculer des sommes sur des
entiers qui sont premiers avec un certain nombre. On notera que le * sur les
sommes et produits signifie qu’ils sont restreints aux entiers premiers avec un
certain entier {. Par exemple, comme dans la partie suivante, lorsqu’on s’'intéresse
aux nombres premiers jumeaux on utilise ces sommes avec f = 2. Le ’ sur les
sommes et produits signifie quant a lui qu’ils sont restreints aux entiers n’ayant
pas de facteurs premiers inférieurs a z. C’est le cas ou f =[], p.

Soit f une fonction positive ayant une certaine régularité :

> fldn) = a(d)F(y) +ra(f.y) (1.1)

n<y/d

ol o est une fonction multiplicative, F' une fonction quelconque et r, un terme
d’erreur.

On cherche a approcher f par une fonction f; positive également mais "plus
simple" et ayant cette méme régularité :

Z* fo(dn) = 0'0(d)F<y) + T’d(f(), y)

n<y/d

Et pour la gestion des termes d’erreur, c’est sur la somme

R(f,D,r) = 3 7(d) max |ra(, )| (1.2)

d<D

qu'on fait une hypothese pour chaque fonction f et fy, elles sont appelées (H,)

et (Hy) dans la section suivante. Ces hypotheses seront validées, dans le cas des

nombres premiers jumeaux par une hypothése de type Elliott-Halberstam (Hy).
Pour quantifier 'erreur de notre approximation de f par f, on pose :

Vo (2)
Voo (2)

f=1r- Jo (1.3)

ou V,(z) = [1<.(1 — o(p)). Et on utilisera les notations suivantes :

rh(w,y) = > w(n)f(dn)

n<y/d

15



ol ici w est a comprendre comme une fonction "poids" et

R.(w, f, D) = 37 7(d) mae 1 (w, )]

d<D

Enfin, f = O*(g) signifie | f| < g.

1.2 Enoncé du théoreme

On considere 14 et v, deux entiers non nuls tels que 14 < v, pour les hypo-
theéses ci-dessous, méme si dans la premiere partie de notre travail, nous avons
souvent gardé un cadre général et utilisé min(v, ) et max(vy, ). Nous utili-
sons le parametre § et z = X° ol § est supposé petit. Nos hypothéses sont les
suivantes :

Vn < X, fo(n) < ByF(X)/X, (H1)
IT t=a() ™+ I 1 —o00p)™ <clogu/logv (2<v<u)
v<p<u v<p<u
ol c est une constante > 2. Et également :
Var(2) < (1)
20\%) = log 2 2
ol nous rappelons que V,(z) = [[,<.(1 — o(p)).
Une hypothese fondamentale concerne la positivité de f et fj :
=0 et Jo=0. (Hs)
L’hypothese sur les termes restes est la suivante :
Vo(2) -
R(f7D072V2)+ R(f07D072V2) S AF(X)/IOgX (H4)

foo(z)

ou R(f,D,r) = X q<p 7r(d) maxy<x |r4(f,y)|- Et (voir RAMARE 2010) cette hypo-
these peut étre remplacée par

vd < Do, max (Ira(f,y)l, [ra(fo, y)|) < CF(X)/d
-V, (2)
Voo 2)

(Hy)

R(f, Do, 1) + R(fo, Dy, 1) < A'F(X)/log? X

16



Ou le A de (H,) est alors donné par A = \/0(2 log X)4"§A’.
Le controle des grandes valeurs de o est assuré par :

I > ool

2<p<X a>0

log X
log z

Le controle des grandes valeurs de o est assuré par le choix de A ou

A=Y o) — ool
pi<X
pzz
Lors du retrait du crible préliminaire, nous aurons besoin des hypotheses sui-
vantes :

max (o (p")p", oo(p")p") < ¢, (Hg)

p<z

i.e. les valeurs prises par o et o, pour les puissance de nombres premiers ne
varient pas trop. On suppose aussi que :

v, (X4 < € 0
0( ) lOgX ( 7)
Et enfin nous avons besoin des deux bornes suivantes :

F(X) > VX677 max(|| fllso [l follso) < B (Hs)

Théoréeme 1.2.1. Sous les hypotheses précédentes,

3 AC ) f(n) + 30 A % A (n) ()
n<X n<X
(ZZ) (Z AC) () fofm) + 30 AC) *A(”)(n)fo(n))
0'0 n<X n<X
Vo(2) A (log X )vitra—t
MR P L e
ot

c

1 2v9
p| < 2 x (14909)"1 772 x <A62 + (00(0)663”2 + A43) (6) )
et

1 v1+2v2
10] < 2 x (2415)" By <3y§ log 5) 5

+2 x A1+ ™) (14 Cylc)) (46)2v + A,

log X

Les notations sont celles ci-dessus et nous en introduisons d’autres dans la
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partie 1.4.

1.3 Premier lemme

Nous généralisons le lemme 5.2 de Steinig et Diamond de leur article G.DIAMOND
et STEINIG 1970 établi pour un entier n et son double 2n au résultat suivant va-
lable pour deux entiers quelconques n; et n, (associés a leur somme n; + ns).

Lemme 1.3.1. Soit F' une fonction continue et infiniment dérivable. Soit m un
entier naturel non nul. On note FU™ la dérivée m-iéme de la fonction F, et soient
ny et no, deux entiers naturels non nuls.On a

1 Fr\ (mtne=1) 1 Fr\ (= 1 Fr\ (21
(m + 12 — 1) (F) - (F) (12— 1)! (F)

— P”IMQ(Fa F/, ....,F(”l+n2)>

Fmax(nhng)
ot P, n, est un polynome dépendant de ny et ng a coefficients rationnels.

Démonstration. On note

1 )l (n1+n2—1)
- (1)

(n1 + ng — 1)' F
1 F’ (n1—1) 1 F/ (n2—1)
o) (F) (2 —1)! (F) |

Or pour tout entier j strictement positif, il existe un polynéme R;(Yy,Y1,...,Y;) a
coefficients rationnels et indépendant de F tel que

1 ' (-1 | |
(1)'<F> :Rj(F,F/"“’F(]))Ffj'
J—1)!

Et ainsi
Srmg(F) = Spymy (F, ' .. Fmitn2)y p(nne)

ot Spymy = Rnygny, + Rny Ry, est un polynoéme, qu’on peut exprimer en fonction
des puissances de la premiere variable :

ni+ng—1

Sn17n2(}/0a}/1a“'7yn1+n2) = Z }/OjQ?Lm(lev“'?Ym-&-m) (14)

J=0

ol les Q7" sont des polynémes indépendants de F.
On va montrer que Q;‘“"Q est identiquement nul pour tout j lorsque 0 < j <
min(nq,ny) — 1.
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Clest a dire que pour tous Y1, ..., Yn, 4n, réels, Q7" (Y1, ..., Yny4ny) = 0.

Pour cela, on considére f un polynéme tel que f(x) = xg(z) ot g est un polynoéme
qui ne s’annule pas en zéro.

Le lecteur montrera aisément par récurrence que pour tout j,

1 <f/>(j—1) B (—1)i-1 . 1 <g/>(j—1)
=D o (U —D'\y

et donc
ni+nz— ni+nz—1 ni— ng—
5, () = ! g\ )Jr(—l)ll(—l)z’1
ni,n2 pnitng (nl + ng — 1)! g xn xrne
R B 7 S o VIS WU 07 R o Vil
(np — D!\ g "2 (ng— 1)\ g ™

(n2—1) ni—1
1 g (=)™
— (< e Y m(9):

g ™

Remarquons que pour tout entier j on a f(x)? = z7g(x)? et sachant que g(0) # 0,
on a dans un voisinage de 0 ne contenant pas 0, pour tout & € {0;...; min(n;, ny)—1}

[f (@) 728y (F(2))] < aglamintmene) = (1.5)

ol oy est une constante dépendant de g et du voisinage. Or, en prenant k£ = 0, le
membre de gauche de cette inégalité est égal & Sy, n, (f, [/, ..., f1F2))].
Donc, en faisant tendre z vers 0 et par continuité on a :

Sorns (F(0), F/(0), .., FOF72(0)) = 0
Et comme f(0) =0,
ni+ngs—1

> FOYQF(f(0), .. f(0)) = 0.

D’aprés I'identité (1.4) on a Qg™ (f'(0), ..., f(M+m2)(0)) = 0.
Sachant que cette égalité est vraie quelle que soit f, on peut choisir n’importe
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quels réels (Y1, .., Yny1ny) = (£/(0), ..., f™1+72)(0)) avec la seule contrainte que ¥,

est non nul, mais par continuité on en déduit que Q3" est identiquement nul.
Supposons maintenant qu’on a montré Qy*"’,...., Q-] identiquement nuls pour

tout k € {0, ..., min(nq,ny) — 1}.

Alors,

ni+ngs—1

F @)D 0y (f (7)) = E;; Fay =R Q5 (f (@), o fOH2) (2)).

Gréce a I'inégalité (1.5), utilisée de méme dans un voisinage pointé de 0, on trouvera
en procédant comme précédemment que Q""" est identiquement nul.
Et donc Q7" est identiquement nul pour tout j lorsque 0 < j < min(ny, ng) —1.
Ainsi on en déduit que

ni+ng—1

Fratrey,  (Fy= Y FIQUF... Fmin)

J
j=min(nq,n2)

Maintenant, en posant

nit+ngo—1 ) .
Pm,nz(YEbe ""7Yn1+n2) = Z ij_mln(nl’m)Q?Ln2(}/la --'7Yn1+n2) (16)
j=min(ni,n2)
on a bien ( / - ))
P, (FVFY L Fimne
Em,m (F> - Frmax(ny,nz)
ce que nous voulions démontrer. O

1.4 Application : formule de Selberg généralisée

On applique le lemme précédent (1.3.1) a la fonction ¢ de Riemann. On notera
D(f,s) la série de Dirichlet d'une fonction f. Notamment ((s) = D(1,s). On rap-
pelle que D'(f,s) = D(—flog, s) et ainsi pour tout k& > 1, ((¥)(s) = D((—log)*, 5).
En outre, on sait que

¢ 1
E(S) =—D(A,s) et Z(s) = D(u,s) (1.7)
ol A est la fonction de Von Mangoldt et y la fonction de Mobius.

On rappelle également que pour deux fonctions f et g, la somme D(f,s) +
D(g,s) = D(f + g,s) et le produit D(f,s) x D(g,s) = D(f % g,s) ol x est
le produit de convolution : f x g(n) = >4, f(d)g(n/d). Le lecteur trouvera si
besoin un exposé plus détaillé sur les séries de Dirichlet et la fonction ¢ dans le
chapitre 4.
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Ainsi le terme de droite de notre expression est

Pnl,nz (C, C/, ceeey C(n1+n2))

C‘max(nl ,n2)

= P(D(1,5), D(log, 5),..D((log)" """ 5)) D(pt 5 ... % s, s)

ol . est convolée a elle-méme au plus max(ny, no) fois. Et donc ce terme est égal
a D(P*(log,log?, ...1og™ ™! 1), s) ott P* est un polynéme en produits de convo-
lution dont le degré sur i est au plus max(n;,ny) et dont une expression précise
est donnée ci-apres en utilisant les calculs de G.DIAMOND et STEINIG 1970 (une
formule de la dérivée n—1-ieme de F’/F est démontrée par récurrence dans leur
lemme 5.1).

Le terme de gauche quant a lui est égal a

D(=A(=log)" "7, 5)  D(=A(=log)" "), 5) D(~A(~log)"™", 5)

—A(—log)mtm2=t  A(—log)™~t A(—log)"~!
A rTEr—T T R )

On remarque que

—A(—log)m 2=l A(—log)™~! . A(—log)m2—!

(n1 +mng —1)! (ny — 1)! (ng —1)!
A(log)mtm2=1 A(log)™ ! A(log)"2—1>

= (= <(n1—|—n2— D =1 1))

Par identification, on en déduit la formule fondamentale suivante :
Soient v, et v, deux entiers supérieurs ou égaux a 1,

A(log) 271 A(log) ! . A(log)r2~!

(v + 19 —1)! (1, —1)! (ry —1)! = (1) (B 4 Bs) (1.9)

ou

J!

¥1=2 (1 + ) ekl ke oo 1 R

k vi+urgs j=1

(=D)*(k — 1) ”ﬁW((log)z’)m

ol py = pi* pu*....x i la fonction p convolée k fois par elle méme et k décrit tous
les vecteurs (ky, ks, ..., k,, 1.,) de v1 + v, entiers positifs tels que :

ki +2ko + ...+ (1 + vo)ky 10, =11 + 119 (1.10)
ki 4 oo+ kyyyo, = k < max(vq,1s) '
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et

'K max (v ,v N
(—D)F (K — D)I(K” —1)! 2) [ (1og)i\ ot
N = It K
’ é;;,”ly? Rk WYLk ‘ll J!

ol k' décrit tous les vecteurs (ky, ks, ..., k;, ) de v, entiers positifs et k” décrit tous
les vecteurs (k7, kY, ..., k! ) de v, entiers positifs tels que :

ey oy

Ry 42k, 4 .+ ik, =1
Ky 2k + ...+ k) = 1n (1.11)
R4k, k4. k), =K+ K < max(v, ).

On notera K I'ensemble des vecteurs k décrits précédemment et H I'ensemble
des vecteurs h = (k’, k") de taille 14 + 1 tels que décrits ci-dessus.

Avec la convention suivante : si v; = max(vy,v;) alors k:;-’ = (0 pour tout j > v,
et inversement si v, = max(vy, o) alors k:; = 0 pour tout j > 1.

La clé de cette égalité est que p; avec k > max(vy,1,) s'annule a cause du
lemme précédent.

On remarque que sous la convention précédente, on peut aussi écrire :

max(v1,v2) (log)J k;+k‘3./ 1 (10g)] k; Vo (10g>] k;_/
(%) i) i)

j=1 7! j=1\ J:
On définit les fonctions ¢ et w sur K qui a tout vecteur k de longueur k asso-
cient :

Notations

(—1)F1(k — 1)!

c(k) =
1 1

w(k) = 11k1 91k W(Vl + V2)!k:l,1+y2

et les fonctions ¢ et w sur H qui a tout vecteur h = (k',k”) de longueur % asso-
cient : ) ,

G ) Gt O L G D Gttt O

B kil K KV kN

2
11 1 1 1 1
LRIk T ke IR QIR 1R,

w(h)
On note également pour tout entier m > 1, ou ky, ks,... k,,, sont des entiers,

L(ki, ..., kp) = log*... x log xlog® x... % log? x... % log" *... x log™ (1.12)

ot chaque log" est convolé k; fois par lui-méme.
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A(log)k—1

Ainsi en notant A®) = G

ona

Avrtr2) A1) o A (r2)
= (1 +v2) > c(k)w(k)py * L(k) + 1o > e(h)w(h)pu, » LK) » L(k”)

keK heH

qu’on notera plus simplement

A(V1+V2) 4 A(Vl) *A(VQ Za oy, *L (113)
4

1.5 Premiéres estimations

1.5.1 Majorations diverses

Lemme 1.5.1. Pour une longueur ko fixée et vy et vy entiers naturels non nuls

fixés,
o — DI(ky —1)! -1
> fety| = =S =D (Vl . VQ) (”1 o ) (a)
hel IZZ) 0 0 — 1
h=ko
et
Zl 1 <V1+V2—1><1<I/1+l/2—1> (b)
keK (V1—|—V2—k0)! k’o—l - k’o k’o—l ’
k=ko

Démonstration. Pour montrer I'égalité (b), on exprime (1 + XY + XY? + ... +
XYywntrz itz de deux manieres différentes (voir G.DIAMOND et STEINIG 1970) et
on identifie le terme en X*Y"1+v2,

(14+ XY + XY? + ..+ Xyrtve)yate
_ Z ( vy + )ch1+...+k,,1+,,2 ykrt2kat A (v1tv) kg 4oy
kla .

0<k1,k2,.... k| +ug <1412 s Kty
0<ki+ko+...+ kv vy <vitv2

D’autre part,
(1+ XY + XY? + ..+ Xy»nte)ymte

est égal a

1+ XY +Y? 4. g ynim)pte

XY v+

v1+v2 _ ; ]
_ Z (I/l _II; V2> (XY)kZ (k k 1 +]>Y] 4 O(XYV1+V2+1)-

k=0 §>0 -1
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On notera que O(XY"12+1) désigne une série entiere en X et Y multipliée par

XYV1+V2+1.
On identifie donc le terme en X*Y"1 %2 dans les deux expressions, c’est a dire
j =11 + 15 — k dans la seconde. On trouve pour tout k :

V1 + s V1 + s V1—|—V2—1
= 1.14
Z (kla ) ku1+u2> ( k ) < k—1 > ( )

kl +k2++kul +vg =k
k1 +2k‘2+...+(1/1 +l/2)k,/1 +ro=V1 +v2

d’ou

S Jek)| = Z( o )

keK keK kl’ "'kl’l'H’Q
k=ko k=ko

. (ko-l)' Z < V1 + 1o )
(1/1 + 1/2)! vzt ko iy =k k’l, P k’,,l+V2
k1+2k2+...+(l/1+1/2)k1/1+1/2:V1+V2

_(ko—l)' v+ Vs I/1+V2—1
(1/1 -+ 1/2)! ]ﬂo k[} —1

- ! (”1 v 1). (1.15)

ko(l/l + 1y — ko)' ko -1

On raisonne de maniére similaire pour 1'égalité (a), avec cette fois-ci quatre
variables :

(14 X1Yi + X024 X0V (14 XY + XYy + .. X0Y52)

_ 5 ( V) )Xf/1+...+k;1 1k’1+2k§+‘..+1/1k’ul
/ k/
k‘{, <l/1
1

0<E] Ko 1y s Ky
0< k| +ky+..+K, <11
" 3 Vo Rkl o K2R okl
" k// 2 2 :
1=y Vo

0<KY kY ,.oskl), <vo
0<ky+ki+...+k}, <vo

D’autre part, comme dans la démonstration précédente, ce produit est égal a :

X7 \" . XoYs |7 1
V1 yv2
<<1+1_Y1> oY ) (1420 ) oy

X\ X5, \ 7
(e Y (4 Y o,

(1.17)
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On identifie ensuite le terme en XY X¥"Y;2 ot k' + k" = k (longueur fixée) dans
ces deux expressions. Le lecteur pourra s’assurer en développant en séries entieres
que ce terme n’apparait pas dans le O en raison des exposants de Y; et Y5.

On trouve donc en prenant finalement X1 = Xo =X et V1 =Y, =Y :

Z 1 Z Vs (it (rtre—1
k! / / ’ i,...7k3/ " " " " i’,...,k” k: k_ ]- .
R T vi/ Rk kD =k va

E{ 42k, +.. 4v1ky, =11 EY 42K +.. Fvokyy =12
Mais :
/ 1
S e =3 (o) (P!
/ k/ " kl/
hecH hcH 1y -2y 1y oMy
h=ko h=ko

_ (kg —1)!(kg —1)! 3 2 2
N I 1o Kl 1y KL,

Ky thy+.. ki, =k
k:ll +2k’/2+...+l/1 ki’l =v
kY +ky +...+ky, =ky
k’1’+2k’2’+‘..+y2k’u/2 =vs

_ (kg = Dkg — 1)! (Vl - w) (ul oy — 1)

v !vy! ko ko — 1

[
Ainsi,

(K = DU — 1)1 _ (ko — D! _ (4 + 1)l — Dl + v — o)!

V1!l/2! - I/l!VQ! N (Vl —+ vy — k’o)!l/llyg!(yl + VQ)!

en majorant % par (v; + vy)(v1 + v — 1)¥~1 on trouve
max(v1,v2) max(v1,v2) _ 1\ko—1 .
ko—1 }’:Ek]l;l - ko—1 ]{?0 VI!VQ! ]{?0 — 1
=Fo

IN

vi+ro—1 o 1
v+ vy <V1 ;‘ Vo 1 ><V1 oy — 1)k0—1
0 —

vitra—1 _ (1/1 + ]/2)V1+1/2

V1!V2!

1/1!V2! ko—=0

V1 + 1y

V1!V2!

(11 + 19)

En utilisant le fait que n! > (%)n on en déduit :

vitv2 V1 vo min(vi,v2)
Wg(e) (6) (2 max(vy, vg)) = (26) (mx(vﬂ@)) ,
vy v) 2 Vs min (v, V)
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Et ainsi,

max (v ,v min(v1,v2)
i ’ > le(h)| < 67t max(v, va) ) T (1.18)
Tl hem min(vy, 1)
h=Fky

Cette majoration nous servira dans la démonstration des lemmes (1.5.4) et (1.5.3).

Lemme 1.5.2. Pour k appartenant a K, w(k) <2~ min(iv2) ot pour h appartenant
i H, w(h) < 2-minw1wa)

Démonstration. En exprimant w(k) = €°8“®) on minore S = —log(w(k)) =

S kv log X

vitv2 J
S>log2 Y ki) 1
j=1 =2
vitv2 vi+v2
j=1 j=1

> (v + 1») log 2 — max(vy, 2) log 2 > min(vy, 1») log 2.

Par un raisonnement tout a fait analogue, en minorant S = —log(w(h)), on trouve :
S > logQZk:' Zl —l—log;QZk‘”Zl
j=1 {=2 j=1 /=2
Vo
> log 2(2 ik + Z jkY) — log 2(2 K+ k)
j=1 j=1

=1 =1
> (v + 1) log 2 — max(vy, v2) log 2 > min(vy, vs) log 2.

On en déduit la deuxieme inégalité. O
Lemme 1.5.3.
min(vy,v2)+1
(4 00) X Jek)] + v Y Jeh)] < gt X IR )
keK heH (min(vy, vy))mintr2)=

Démonstration. D’apres le lemme (4.2.3),

max(v1,v2) VL4 vy — 1\ 1
ko

(i +v2) Y lek)] < (1 4+1) D bo— 1

keK k()=1

V1+V2—]_ 17 1 vy + 1
ko — 1 ]{70—1/1+V2 ko

or
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et
max(v1,v2) v1+v2
V1 + Vs i )
§ : < E : — Qriti2
ko=1 < ]{70 ) < )

donc, en utilisant cette majoration et (1.18), on obtient :

max (v, Vo) ) min.vz)

(1, +v + v c(h)| < 2ntve 4 gitrzy, ( .
! 2 k%;‘{’ ) ! 21%;{’ ) min(vq, V)

(max(ul ’ Vz))min(ul,uz)Jrl

< gt . '
- (min(vy, vy) )min(irz)—1
]
Lemme 1.5.4.
min(vy,v2)42
Vl + 12 Z ’ ! + 119 Z ] | < gute (maX‘(Vla Vz)) '
keK heH (2min(vy, vy))min(ire)

(1.20)

Démonstration. Cette majoration se déduit aisément des lemmes précédents en
majorant un min(vy, vy) par un max(vy, vs).

]

Le Lemme 16 de RAMARE 2010 comporte une erreur que nous corrigeons ici,
et pour la démonstration duquel nous utilisons les deux lemmes préliminaires
suivants :

Lemme 1.5.5. Pour 300 <a <b on a

11 <1 - 1>_1 < 104087

aZp<h P loga

Voir le lemme 14 de RAMARE 2010.

Lemme 1.5.6. Soit H une fonction multiplicative positive vérifiant
> H(p)logp<ay  poury >0

YN HE ) los(r®) <

P a>2

alors pour x > 1 on a

ZH <(a+p+1)

< > H(n)

n<X log T <z
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Voir le lemme 15 de RAMARE 2010.
Le lemme 16 s’énonce ainsi :

Lemme 1.5.7. Pourr >1 et z > 300 on a

- log N\" log N)™—1
3l (n) (1.04 o8 ) et S r(n)< ngr s M)
=N n log z N (log z)"

Démonstration.

s oW (o) <1 )

1
n<N n 2<p<N p

puis on utilise le lemme 1.5.5. Pour la seconde inégalité, on applique le lemme 1.5.6
a la fonction 7, en remarquant que r%(2.08)" < 3". O

Nous proposons ci-apres des démonstrations plus détaillées de certains lemmes
de RAMARE 2010.

1.5.2 Autres majorations

Dans ce qui suit sont établies un certain nombre de majorations utiles pour
établir notre Théoréme 1.6.1 obtenu avec un crible préliminaire. On rappelle
que si g est une fonction C' sur [1, X1, ||g||cc = maxi<i<x |g(¢)|- Et on notera ||.||
au lieu de ||.||oo- Et si w = wy * ... x wy, on pose ||w|| = [Jwy||...||wk]|.

Lemme 1.5.8. w étant une fonction C* sur [1, X],
R.(w, f,D,r) <3R.(1,f,D,r)uwl.

C’est le lemme 19 de RAMARE 2010 dont la démonstration est claire (page
1168). Le lemme suivant (lemme 20 de RAMARE 2010) est repris avec une dé-
monstration un peu plus détaillée.

Lemme 1.5.9. Soient wy, ..., wy k fonctions C* sur [1, X], et w = wy * ... x wg.
Alors, pour 1 < D < X, on a

R.(w, f,X(D/X)* r) <32 = DR.(1, f,D,r + k — 1)|jw].

Démonstration. On le montre par récurrence, le lemme précédent (lemme 1.5.8)
nous donne le cas k = 1. Supposons que l'inégalité soit vraie au rang k — 1, c’est a
dire

R(w, f, X(D/X)F1 ) <321 = DRL(L, f,D,r + k — 2)|Jw]|.

<
On note ici w = wy ... xwy_1 et D(k) = X(D/X)* pour tout k.
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On utilise la formule de I’hyperbole de Dirichlet avec M N = y/d pour calculer

M wrw(i)f(di) = Y wn)w(m) f(dmn)

i<y/d mn<y/d

Y ) X wm) fdmn)
n<N m<y/dn

+ 3 wp(m) S w(n) f(dmn). (1.21)

m<M N<n<y/dm

En supposant que dN < D et dM < X(D/X)*'=D(k—1) on a

Ta.(w* wy,y) = Z/ wW(N)ran, (Wi, y)

7 + 3w (m) (Fam, - (0, y) — a2 (w, Ndm)).

m<M

En prenant M = D(k —1)/d et donc N =y/D(k —1) < X/D(k — 1), on a donc

R.(w, f,X(D/X)* )= 3" 7.(d) max |rg..(w w, )] (1.22)
d<D(k) ysX
< Y m(d) Y fwn) max|ra,(w.y)]
d<D(k) n<X/D(k—1) y=
+2 3 ) Y [wi(n)| max |rgm - (w, y)|-
d<D(k) m<D(k—1)/d y=

On remarque que dN < dX/D(k—1) < D d’oun X/D(k—1) < D/d et D(k) < D,
ainsi

Y m(d) 3w ma fran(we )] < 37 7(d) 32 Jw(n) | ma|ran(wn y)|

d<D(k) n<D(k—1) d<D n<D/d
/
- Z Tr % |w|(€) max |Tdn,z<wka y)|
<D ysX

Et d’autre part, puisque D(k) < D(k—1) on a

> nld) T fwn(n) magg|ra,s(w,y)]

d<D(k) m<D(k—1)/d

< E / Ty x ’wk’w) max"’"dm,z<way)" (1‘23)
y<X
¢<D(k—1)
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Donc

R (w, f, X(D/X)*, 1) < 3 7 5 |w|(£) maxlrdn,z(wk7y)l

(<D
+2 > mwfunl( ) max [7am, (w, y)].
(<D (k— 1)
Remarquons que
H wl|(€) < Jlwillos- - [[wr-1llsoTrrr—1(£). (1.24)

En effet, on majore chaque w; dans w par ||w;||«1. Et ainsi

!/ /
g}n * [wl (&) max [rgnz (wi, y)| < Jwnl]...[lwes | gjmkl(f) mAx [7an,s (W, )|

< | lwpi | R, (e, , D7 4k — 1)
< sl llwiill x Bllewe || RL(L, F, Dyr 4+ k = 1)

d’apres le lemme précédent (lemme 1.5.8).
Et d’autre part,

Z/ 7 % |wie|(£) m<a)>(< |rdm,z(wa y)| < lwe | Z/ Tr+1 m<a)}(< |Tdm,Z(w7 y)l.
(<D(k—1) y= (<D(k—1) y=

Or Z/ZSD(k—I) Tr41 MaXy<x |rdm,z(w7 y)| = Rlz(w7 fu D(k - 1)7 T+ 1) donc d’aprés
notre hypothese de récurrence,

/
> ok wil (0) max |rgp, . (w, )|
(<D (k—1) ysX B
< Jlwell x 327 = DR, f,D,r + 1+ & = 2)[Jw]|. (1.25)
Avec bien str ||w|| = [|wy]]...||wk_1]|. Et donc enfin
R.(w, f, X(D/X)",7) <
3 x (14228 — D|jwy||... |wi—1]| * [Jwi||RL(1, f, D)7+ k — 1),

ce qui est bien le résultat attendu au rang k. ]

1.6 Résultat avec un crible préliminaire

Pour tout ce qui suit, on notera MT = (( ))F(X ) (lo(gy fi):;f), S
O'O .
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Théoreme 1.6.1. Sous les hypothéses précédentes, voir 1.2,

V(,(z) L Vi(2) - (log X )vitra—t
1/1 l/2(f X) Vao(z) l/1 V2(f07 ) (p+p>VUO(Z)F(X (V1+V2—1>!
SR X) = YT AN ) () + YA w A () (),
n<X n<X
et ou

o] < 2 x (149 max(iy, 1))+

log % 1 2 max(v1,v2)
x <A02 + <Co(c)e_logz +A(e+emax(1/1,y2)5)6> (g) )

1 <10g % ) v1+ve+max(vi,v2)

- max(v1,v2)
et 1Pl < 2024 max(vr, o))" Bo- s | og X0

On verra apres le choix du parametre D et donc de T, et en prenant v, < 15

que
C

1 2v9
Ip| <2 x (14909)1 2 x <A62 + (00(0)663”2 + A43) (6) )

et 1 v1+2v2
15| < 2(2415)" By <3u§ log 5) 5.

Le principe de la démonstration du théoreme 1.6.1 est le suivant : avec les
notations précédentes,

X, (X)) =Y al) (Su(f.T.0) + O*(S(/.T.2)))

L

ol on va approximer

Si(f,T.¢) = ;T pe(n m;{;nL@)(m)f (mn) (1.26)

par y= 551 (fo, T,€) et
So(f, T, €) = mg/TL R;}’(/m 7o(n) f (mn) (1.27)

par =% S2(fo. T £).
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Car en effet,

SO(AC) L ACD S A () f(n) = S5 @) e+ L(€) (n) f (n)
J4

n<X n<X

On remplace d par n puis on divise cette somme en deux sommes, I'une jusqu’a T’
et autre entre 7' et X :

S peln) X L) f(mn) =3 pe(n) Y L(€)(m) f(mn)

n<X mg% n<T mS%

+ 2 3 pe(n)L(O)(m) f(mn)

T<n<X <X
- n

—S(LT0+ Y Y um) L) (m) f(mn).

T<n<X <X
- n

Or

< 3 Y wn)LE)(m)f(mn) = S(f,T.8).

T<n<X ;<X
- n

S ST we(n)L(€)(m) f(mn)

T<n<X <X
- n

Et on cherchera une majoration de Sy( fo, 7', £), ainsi notre estimation sera :

X (1.X) =3 al@) (Su(f.T.0) + O (Sa(£,T.8)))
4
Vy(2)
= a(l Sl 0,T,£
; O7 S o 1.0

V,(2)
Voo (2)

+R1+Za(€)(9*< 52<f0,T,e)> + R,
L

Car on approche S (f,T,¢) par Si(fo,T,£), le terme R, est donc le reste résultant
de cette approximation. Et on approche Sy (f, T, £) par Ss(fo,T,£), ainsi R, est le
terme reste résultant de cette seconde approximation.

0]
r E/VlaVQ(f[)’X) = Za(£)<‘sl(f07 T»@ + O*<S2(f07 T»@)
V4
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donc

S a0 (0 70 = A L0 )+ a0 (A 5000 T0)).

£

Or les O* sont des valeurs absolues, ainsi

VU(Z) Vo (2)
u1 VQ(f7 ) - VUO(Z) 1/1 2 an +2Z (VUO(Z)SZ(fb)TaK))
+ Ry + R2
B Va(z) R
S S e (fo, X) + (p+ p)MT
ol p est tel que :
Ry + Ry = p x MT (1.28)
“ 25 a(€) 7= S5(fo, T, £)
p=0 v : (1.29)

et ce sont ces termes que nous allons évaluer.

1.6.1 Quelques lemmes

Pour les démonstrations de ces lemmes, nous renvoyons le lecteur a RAMARE
2010 ou G.DIAMOND et STEINIG 1970.

Lemme 1.6.2.

2w Y le(k)yk)] + 12 Y feh)ah)] < (v +2)2° .

keK heH
Voir RAMARE 2010, lemme 7.

Lemme 1.6.3.
V,(2) 1
> _
Voo (2) — 2¢2

ot on rappelle que c est une constante telle que [T y<pcy(1 — ()™ + [Tyepeu(l —
oo(p))~t < clogu/logv ot 2 < v < u.

Voir RAMARE 2010, lemme 8.

Lemme 1.6.4. Pour tout n > 1 il existe un 0, €)0, 1] tel que

n! = (2mn)%(n/e)mef+/ (120,



Voir G.DIAMOND et STEINIG 1970 p203 (2.3 Estimates), c’est également le
lemme 9 de RAMARE 2010.

Lemme 1.6.5. Soit m < M un entier n’ayant aucun facteur premier < z. Alors
pour tout £ appartenant a K ou H,

elogm "™ 1
X .
w(l)

l/1+7/2

L(E)(m) < o(m) (

Voir RAMARE 2010, lemme 17.
Un lemme qui servira plusieurs fois par la suite :

Lemme 1.6.6. Si Dy/D > z et Ale+erd)'® < 1/2, le reste R (w, f, X(D/X)*,r)

est majoré par

Vo (2)

Voo (2)
s 1/5 +h—1 7

+ [ 2Co(c)e” == 4+ 2A(e + erd) Vo (2)(e/0) ™ F(X)].

32k||w||[R(f’D0ar+k)+ R<f07D07T+k)

Voir RAMARE 2010, lemme 24.

Lemme 1.6.7. -t |
v- —1)!
S A <2 )
h>1 p (1 - 1/p>

Voir RAMARE 2010, lemme 25.
Et enfin :

Lemme 1.6.8. (Lemme Fondamental du crible linéaire) Soient deuz paramétres
M>2etz>1.
I existe deux suites (N) et (A) ayant les propriétés suivantes :

AN =) =1, NP I <1, A=), =0 pourm > M.

Pour tout n, si (n, P(2)) #1 on a

S <0< YA

et si (n,P(2)) =1 ona

YA =2 AL =1

Pour toute fonction multiplicative & telle que

log u

0<e<1 et ]I (1—6(p))_1§610gv

34



on a
log M

> Notm) < (1+Coere” ) [T 01— o(0)

m|P(Z p<Zz

5> Natm) = (1= Co@e B [T (- 5()

m|P (%) p<z

ot Co(¢) est un nombre qui ne dépend que de la constante ¢.

Voir FRIEDLANDER et IWANIEC 1978 p. 732, Lemme 5.

1.6.2 Evaluation du premier terme reste R,

On majore la valeur absolue de S, (f,T,¢) — “//"((ZZ)) S1(fo,T,¢€) ou

SI(f,T0) =3 meln) Y L(E)(m) f(mn). (1.31)

n<T m<X/n

En utilisant le lemme 1.6.6 avec ¢ < max(vy, 1»), les hypotheses (H,) (Hy4). Avec
T = X(D/X)™xn22) donc k = max(vy,v,) et en remarquant que ||L(£)|| <
(log X)"***2 on trouve comme majorant :

3.2mexr2) T B X) (log X)) 2

A C _ log % A 65 1 V I E—i—max(ul 7I/Q)—l
log z K —
><<210gX+< o()e™ T + Ale+e )) (z)<(5> )

En effet, en utilisant toujours les notations de RAMARE 2010, le lemme 1.6.6 a
permis ici de majorer R,(L(£), f,T, (). our}, .(L(£),y) = X <x/n L(£) f(mn).

Ensuite on somme sur £ en multipliant par a(¢) sachant que ¢ < max(vy, 15) et
on utilise le lemme 1.5.4. On trouve que R; est inférieur a

max(l/l, y2)min(yl,u2)+1 (log X)V1+V2_1 VO-(Z)
min(l/l, VQ)min(ul,zzg)fl

A log % ¢\ 2max(v1,v2)—1
X (2VU(Z) + (O()(C)e_ logz 4 A(e + €IIlELX(V1 + 1/2)(5) ) Vgo (Z) IOgX <5> )
VU()(Z)

min(vy,v: 1
= MT (v + v — 1)! x 3 x 2max(vie2) 5 grits max(vy, v,) , et X | ...
min(ul, VZ)mln(lll,llg)—l

3 x 2maX(V1,V2) % 8V1+V2 F(X)

=

(le facteur entre parenthese reste identique). Or d’apres le lemme 1.6.3,

A 2
T < Ac”.
Voo (2)
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D’apres (Hy), ona V,,(z) < donc

_c
d/log X

c>2max(1/1,1/2)1 c? max(v1,v2)

Voo (2) log X ((5

— 52 max(vi,v2)

On majore ensuite

max (v, vp)min(1v2)

min(l/l, Vz)min(lq,ug)fl

(11 4 vy — 1)] x 3 x 2max(virz) o gritre (1.32)

par (149 max(vy, vg))" 2.

Démonstration. En effet, on utilise le lemme 1.6.4 qui permet de majorer (v + vs)!
par

v + v vi+v2 1
! 2) 612(V1+V2)7

27 (vy + 1) < .

et on passe au logarithme.

On minore min(vy, 1) par 1, v1 + v, par 2 et on majore le max(vy, v5) en facteur
par v + v, on majore log(v; + 15) par log 2 4 log(max (v, 15)) et on trouve que le
logarithme de tout c¢a est inférieur a :

8 logm + &=
(v + 1) <log(e) + 2log(2) + %

) + (11 + 12) log(max (1, 1))
< (v1 + o) (5 + log(max (v, 19)).
O
Ainsi :

Ry < MT x (149 max(v1, 1))

s 20

X <A02 + (Co(c)e_ ez + Ale + emax(ul,y2)5)§> (c/6)2max(”1’”2)>.

1.6.3 Evaluation du second terme reste R,

On veut majorer la valeur absolue de Sy(f,7,¢€) — ‘Z" ((ZZ)) Sa(fo,T,€) C’est a dire
S2(f_7 T7 K) Oﬁ

So(f, T, 0) = LE)(m) > m(n)f(mn). (1.33)

mg% T<n<X/m

Pour cela, on va majorer L(¢)(m) par ||L(£)|| < (log 2)"**2 et utiliser encore le
lemme 1.6.6 avec cette fois-ci r = 1, w = 7y et k = max(vy, 1»).
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Le lemme 1.6.6 permet donc de majorer R. (7, f,T,1) en supposant T <

X (%)max(vlm). On trouve :

STY mn)f(mn)

mS% T<n<X/m
max(v1,v2) VU(Z)
<3x2 V2L R(f, Do, max(vy,va) + 1) + T )R(fo,Do,maX(Vl,l/g) +1)
oo \R

Dgo
log —

+ (200(0) - +2A(e+ea)%)v @)(E)mxwhvﬂﬁ(m).

Ainsi, en utilisant (H,) et la majoration de ||L(¢)|| on trouve :

_ X vi+v2
S:(J.7,0] <3 x 2712 (108 7
AF(X) _los 1 ¢ R
Tog » A = max(zq,ug)F X
(e + (o B+ A+ W I(E) )

) X\ VL (2)
<3 x 2max(u1,ug)+1F(X) <10g ) o
Voo (2)

T
A VJO (2) - lO1g % 1 c max(v1,v2)
<2logX V(o) T (Colee +Ale+ed)3) Vo, (2)(3) .

(HQ) On
multiplie par a (2) et on somme sur ¢ en utilisant le lemme 1.6.2 pour majorer.
On trouve un reste qui est donc inférieur a

On majore par 2¢* d’apres le lemme 1.6.3 et V,(2)
O

min(vi,v2)+1 X vitvz—l1 V. (Z)
3 2maX(V17V2)+1 8V1+y2 maX( ) F X <l ) o
X % mlH(Vla 1/2) n(v1v2) ( ) o8 T Voo(z)
Ac*log = tog 7 1 c log 7
Ac” log 7 C -2 A 5)F Vo- “\max(v1,v2)
( e X + (Cole)e +Ae+ed)7 )V (2)(5) 10g2>

On cherche a rapprocher cette expression du majorant de ;. On note que cest
vitve—1 NET \
(log %) "7 3 1a place de (log X )1H72=1 et qu’a l'intérieur de la parenthése

plusieurs majorations peuvent étre faites :

Ac? logT < A2
log X

S
|=

(e +ed)s < (e+ emax(vy,12)d)
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car 1/0 > 1.

X
E ) max(v1,v2) log T

( < (7)maX(V1,I/2)CIOgX (E)max(yl,yg)—i-l < (E)Qmax(ul,ug)—f—l
) logz = 6 2logz = 0 )
car 7? > X.

Ainsi on trouve que R, est inférieur au majorant de R, multiplié par

log% vitve—l 1\ vitra—l1
2 <2
(logX) - ( )

<1

(1.34)
1.6.4 Majoration de 3, a(e)“//”—(é))sg(fo, T,0)

D’apres (H,), f, est majorée par BO% donc il suffit ici de majorer Sy(1,7,£)
On utilise pour cela le lemme 1.5.7 et le fait que X/m > T > v/ X

S L S n(n) (1.35)
m<X/T T<n§X/m
3'(log 5:)! - L(€)(m)
=X (log 2)* mSZX/T m
3(log vVX)! + L(€)(m)
(log z)* 2 '

m<X/T m
En utilisant le lemme 1.6.5 et en rappelant que § =

So(1,T.,8) =

log z

on obtient :
ST, 0) < 2X (3 )Z Z/ T¢(m) elog% vitva y 1
T log X \26/ = m \n+uw w(f)
M=
2X ax(v1,2) 610g% vitv2 . 1 . 041 g% max(v1,v2)
logX V) + vy w(f) log 2 '

(1.36)

En ayant utilisé pour la derniere ligne le lemme 1.5.7 et le fait que ¢ < max(vy, 1)
On remplace log z par 0log X dans le dernier facteur et on majore vy + vy par
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2max(vy, 19) pour trouver :

So(1,7,8)
2X 12 max(v1,v2) 1 1 X v+ lOg X max(v1,v2)
< <) : . . (log > . T
log X \ 2 (v) + o)1tz w(l) T log X

ainsi, on trouve que :

w(l)Sz(fo, T'€)

max (v ,v v1+v2 max(v1,v2) n
2X (12) (v1,v2) 1 ( X) + (10g§> BOF(X>.

< < log =
~ log X \ 62 (11 + vg)ritre e log X X

Voo (2)
Vo (2)

On somme enfin sur £ en multipliant par ¢(€) x et on utilise la majoration

du lemme 1.5.3. Ainsi :
VU(Z)
Z a(e> Vao (Z) S2(f07 Tv e)

L

2X 192\ max(v1,v2) 1 X\ itz lOg X \ max(vi,v2)
-2 k) ]
log X \ 62 (v + vy)itre T log X
max (v, vy )min0rr2) Ly (2)
min(vy, v )min(ir2)=1 V()
max (v, X

T \6? (v1 + )1tz \log X
max(yl, V2)min(ul,l/2)+1

Hlin(l/l, y2)min(ul,ug)fl

A

F(X)

81/1 +v2

XBO

) v1+vo+max(vi,v2)

X 8V1 +v2

BQ.MT.(V1 + vy — 1)‘

Ici on a simplifié les X, et en réintroduisant MT on a divisé par (log X )" 27!
donc un log X s’est simplifié et les autres sont regroupés.
On obtient finalement :

v1+ve+max(vi,v2)

V,(2) 1 log X\ 2"
07 T,¢) < Cste.By.MT L

%:a( )VUO(Z)S2(fO’ ,£) < Cste.By <logX

52 max(v1,v2)

(1.37)

ol la constante est inférieure ou égale a (24 max(vy, v,))™**1:*2), En effet, en
utilisant le lemme 1.6.4 pour majorer (v, + 15)!, on trouve que

1
el2(vi+v2) |

8>V1+V2 max(ul, Vz)min(ul,ug)—l—l /9

Cste < 2 x 12max(v2) o ( - - X
€ min(vy, vp) " EYITE T () 4 1)

N[
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On passe au logarithme, on majore log(Cste) par

8
log 2 + max(vy, v5) log 12 + (14 + v5) log — + (min(vy, v5) + 1) log(max(vy, 1))
e
1 1 1
— (min(vy, v2) — 1) log(min(vy, 1s)) + 5 log(2m) — 5 log(vy + 1) + 201 7 14)

2 24

< max(vy, ) <1 + log <<§>2 max (v, V2)) )

on a minoré v, + v, par 2, min(vy, v,) par 1, et on majore v, + v, par 2max(vy, vs)

1 1
max(v1,v2)

On trouve donc :

1 1 8?2
<log2+ = log(m) + — + max (v, 1») log ((e) max (v, V2)>

log(Cste) < max(vy, ) (log(24 max(vy,12))) .

1.6.5 Choix du parameétre D (et donc de T)
On cherche ici a minimiser simultanément les majorations |p| et |p|. Tout

d’abord, rappelons que

log Dy = (1 —6)log X (1.38)

{ log z = dlog X
Aussi, on a supposé

D ) max(v1,v2)

XZTZ\/XzzetTZX<X

Posons 7 telle que
logT = (1 — nmax(vy,14)) log X

ainsi on a log D = (1 — n) log X. Lorsqu’on cherche a minimiser |p| avec

o < 2 % (149 max (v, )" 2

log% 1 2 max(v1,v2)
X <A02 + <C’0(c)e oez + Afe + emax(m,w)c?)é) <§> ),

A étant typiquement tres petit (voire nul) (ainsi que A) on cherche a minimiser

e—wé—Qmax(ul,ug) — 677’7—5572111%(1/1,1/2). (139)
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Et en méme temps, on cherche a minimiser || avec

1 lOg X v1+ve+max(vy,v2)
T
(log X ) '

|p| < (24 max (v, VQ))maX(lll,llg)BO

: 52 max(v1,V2)

Donc ici on cherche a minimiser

X \ V1+ve+max(vy,v)
(10g T ) 5—2 max(v1,v2)

= (77 max(yl V2))V1+l/2+max(y1,y2)6_2 max(v1,v2)
) .

log X
On choisit X
n = 3max(vy,2)0 log 5 (1.40)
Alors

_ 1
e*nTS(S*zmaX(”l”’z) = exp(—3 max(vy, 112) log 5 + 1)(5*2max(”1”’2) — eymax(vir2)

tandis que

(77 max(z/l 1/2))1/1+1/2+max(1/1,1/2)5—2 max(v1,v2)
)

1\ ¥ +vo+max(vi,v2)
) 5—2 max(v1,v2)

= (3 max (v, 15)%6 log 5

1 ) v1+ve+max(vi,v2)

= (3 max (v, vy)? log 5

5min(y1,1/2).
On obtient donc
Ip| <2 x (149 max(vy, vy)) 2

) 2 max(v1,v2)
% <A02 + (CU(C>653maX(V1,V2) 4 A(e + emax(l/l, y2)5)3) <§> )

et

5min(y1,yg) )

1\ “+vo+max(vi,v2)
5)

15| <2 x (24max(uy, 1) )mex2) By (3 max (v, 15)? log ~

Ceci conclut la démonstration.

1.7 Retrait du crible préliminaire

Dans cette partie, nous retirons le crible préliminaire en majorant tout ce qui
n’a pas été majoré précédemment, c’est a dire la somme sur les entiers ayant
un facteur premier inférieur a z, mais en utilisant ici notre expression initiale, a
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(n’

savoir

S AT g+ Y AL A m)g(n)

n<X n<X
(n,P(2))#1 (n,P(2))#1

ol on le rappelle, A (n) = % et oll g peut étre f ou fo.

On est dans le cas ol dlog X > vy + vy + 1 et 2 > errtretl,

La premiere somme contient peu de termes et on majorera f ou f; en utilisant
(Hs). La seconde somme sera calculée en trois parties : on sait que n possede au
plus deux facteurs premiers. On écrit n = pm avec p < z et on consideére le cas
n < X'/2, puis le cas o1 m est une puissance d’un facteur premier < X'/? et enfin
le cas ot1 n = p"m > X'/? avec m premier > X'/? (et donc p* < X'/?). Dans les
deux premiers cas on majorera encore f ou f, en utilisant (Hg). Le troisieme cas
est plus délicat.

Deux majorations nous seront utiles, voir ROSSER et SCHOENFELD 1962 (p.
1175) (pour X > 1) :

1
S B g X et (X)) <1.26

p<X

(1.41)

log X

Enfin, on rappelle que MT = F/(X) (1"5 ﬁ:;i:jfl ‘Z"O ((ZZ)).

Remarque : dans toute la suite, on va considérer que v; < 1, et donc v; =
min (v, vy) et v, = max(vq,v2) afin de ne pas alourdir les notations. Le lecteur
pourra vérifier que les calculs restent corrects quels que soient v et v, mais ainsi

la majoration finale est plus évidente.

1.7.1 Premier terme : majoration de x> A1*2)(n) f(n)

Les seuls termes non nuls de cette somme sont les puissances d'un facteur
premier n = p"* < X et auquel cas A(n) = log p.

Z A(n)(logn)ylﬂ@*lz Z Z (logp)l’l+l’2h1/1+l/2*l

n<X p<z p<logX
— logp

P(2))#1

log X vitvs
< z:(logp)”lJr”2 = < 126(10gX)”1+”2

logp log 2

p<z
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On divise par (v; + v, — 1)! et on utilise le lemme 1.6.3 “//"((22) > %
0
par B d’apres (Hg) et ainsi

log X
Z A V1+V2)(n)f(n) S MT.B.62 X 2.52 - 08
n<X
(nPC)#1

F(X) log 2

o2
< 2.52BMT .
- VX

On a utilisé (Hy) pour minorer '(X)

Notons qu’on peut en déduire la majoration

>

A () f(n) < D
n<X

MT672.
log X ¢
(n,P(2))#1

1.7.2 Majoration de »= A « At2)(n) f(n) pour n < X'/?

Dans ce cas n s’écrit comme le produit p"m tels que p" et m sont < X2, Le
calcul du produit de convolution ne se fait que pour les p < z. Il sera égal a

> Alog)" ' x Allog) M n) = > >
ngxl/2
(n,P(2))#1

p<z h< log X
—2logp

o)

P<z p log X

(logp)* k"=t > A(m

Neq
mgh

(logp)”*h™~1 Y A(m)(logm)" .
—2logp mg \{;
On va donc majorer le premier terme de cette somme qu’on appelle ", puis on
gardera la méme majoration en échangeant v, et v, pour le deuxieme terme

Z Z Z (logp)"*h"t~ ! Z A(m
P<z p< log X

—210gp

Y(logm)»2~*

mg\ﬁ

(1.44)

VX VX"

<> > (logp)th! <h> (logh> :

p<zh< logX p p
2logp

En utilisant la majoration de 7 (\F) comme précédemment, on aura

vo—1 V1 v1—1
<126 (;ng) ﬁz(logpp) v h
p<z

h—1"
h<logX p
logp
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Or d’apres le lemme 1.6.7, 32451 Tt WAL < 9%1(y — 1)! (on utilise cette majoration

dans le facteur tout a droite) et de plus 3 <. h’ng)l < (log2)" 1>« loﬁp <
(log z)* ainsi :

$1<1.26 x 272 (1 — 1)1V X (log X))} (log 2)”

< 2,52 x 272 (y — 1)V X (log X )12 17,
On divise cette somme par (v, — 1)!(rn — 1)},

- vX
S < 2.52MT .26 x 2172 v —1) \/_ 5. (1.45)
(e =1D! F(X)
Ici encore on utilise la majoration (Hs) et le lemme 1.6.4 qui permet de majorer
(r1+vp)! par /27 (vy + 1) (’/lﬂ:fw)”ﬁ”z e+ et de minorer v,! par /271, (”—;)VQ
ainsi notre majorant devient :

5.04MT.c? x 2v1—v25%1 \/V_Q <V1 + 1/2>V1+V2 N <
NIZE) e
< 5.04MT.c? x Qvi—ve ((Vl + 1/2)5)1’1-1‘112 \/V_Q

zet1vy? NS

e )y2 (')‘max(yl,ug)

1%} z

En effet, on a majoré §*1+max(m.22) par §17%2 (en fait ils sont égaux puisqu'on a
considéré que v, = max (v, 12)).
Le deuxiéme terme

S Y oaphe Y Alm
PS2 <98 m< X

)(logm)

sera quant a lui majoré par

5-04MT,C2 X Q21 ((Vl + 1/2))”1+V252y2 \/V_1 |
S N e

Et comme §*2 < §“*2 et en majorant f(n) par B dans les deux expressions
précédentes, on a aisément :

ST AW * A" (n) f(n) < 0.0IMT.B.c*((vy 4 1,)8)"1 72,

nSX1/2
(n,P())£1

Mais la majoration suivante sera plus utile (dans notre application au cas
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f(n)=An+2)):

B ANE
S AV« AW () f(n) < 11MTﬁc2 <> (v + 1)8) 2, (1.46)
TLSXI/Q €
(n,P(2))#1

En supposant X suffisamment grand pour avoir 11/X° < 1/log X, on en déduit :

S A L AL () f(n) < MT—_¢? (2> (v +w)d) 472, (147)

o1/ log X e
(n,P(2)#1

1.7.3 Majoration de = A « A2)(n) f(n) pour m < X1/2

Dans cette partie on majore 3 ,<x A®) x A (n)f(n) dans le cas oll n =
(n,P(2))#1
phm ot m = p'* < X2,

On notera Y., cette somme.

On majore le produit de convolution de facon similaire a la partie 1.7.1 et
en utilisant la majoration de 7(n) énoncée plus haut. Toujours en raison des
facteurs n’annulant pas la fonction A et en notant que m = p’* < X'/2 équivaut
Ak < X 13 somme (sans les factorielles) sera égale

logp’?
Z Z logp Vthl 1 Z Z logp I/2k1/2 1
p<zhglogx l<\/7k§ logX
log p 2log p’
+Z Z 1ng)ughyg—1 Z Z (ZIngl)ulkyl—l
or
Z Z (logp)"* 1 3 Z (log p/)2k"> 1 (1.48)
R ks
log X\ Y log X \” y
§Z<1 > (logp)™ > (21 (logp")*
p<z \ 108D N ogp'
VX
< 272 (log X)" 21 (2) (VX)) < 1.26227 (log X)"1+v2 =
<27 (log X) (2)m(VX) < (log X) log = log /X
02V X
< 1.26° X ——(log X)"** QT' (1.49)
L’autre terme sera majore par la méme expression avec un 2U1 ——. Donc finalement
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on prend comme majorant :

vitre—2 Z\/Y
5

1.26% x (log X)

21/1—2

On divise cette somme par (v; — 1)!(v, — 1)!, on majore cette fois encore f(n)
par B et on utilise le lemme 1.6.3.

Ainsi,

(v + g —1)! 0.2 VX
(v = Do = DI §F(X)log X

(V1 + vy — 1)' 02
(v1 — Dy — 1)!og X

1
o <126° x o MT.B.

1
< 1.26% x mc2MT.B. (1.50)

En effet, on utilise (F/5) et on majore 5= par 4, et grace encore au lemme 1.6.4

)Vl +v2

17 .
on majore (v; + 1o)! par /2w (vy + 1) (% e™+72) et on minore (v;)! par

V27, (”;)V pour i € {1;2}.

S < 1262 x AMT.B.— o VNV oty (v
m < log X v/2r/in F s s
< 32MT. B g /P2 ()"
- N e

B 1)) V1
< 3¢*MT.—— () 46)".
s 3¢ log X \1y (49)

1.7.4 Majoration de > A1) x A2)(n) f(n) pour m premier > X'/

Remarquons que la condition m > /X implique p" < v/ X. On calcule mainte-
nant

> (logp)*h"=t > (logp')= f(p'p")

VX VX<p <X

p<z P

+ > (logp)2h=t ST (logp) f(P'P"). (1.51)
ph§<\/y \/Yép’ép%
p_Z

Ces deux termes sont symétriques en v, et v, donc on majore I'un des deux puis
on échangera v; et v, pour obtenir la majoration de I'autre terme. En pratique
on prendra le double du plus grand comme majoration finale.
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On a

> (logp)2h~" > (logp)* f(p'p")

ph<VX \/YSP/S%

p<lz

< Z (log p)2h">! /maxh(logp ) Z f'p"). (1.52)
hgf <X/ p'SX
p<z Pl

A p fixé, on majore la seconde somme sur les p’ premiers par la somme sur tous
les entiers n tels que n premier avec P(Z) mais pas avec p, on note P,(Z) le produit
de tous les nombres premiers inférieurs & Z sauf p, ot # = X'/4, Autrement dit on
utilise un nouveau crible et on fera appel au lemme fondamental (lemme 1.6.8)
avec M = 2 = X'/*, 6 = o et du coup la constante ¢ = c. On fera intervenir les
A\l ainsi générés, d’une part :

Yoorwr < Y fh)

p< n<X/ph
(n,P(2))=1
(n,p)=1

et notre crible s’écrit donc :

Z f(np ) < Z Z /\+f np )\(Jj Z f(nph). (1.53)
n<X/ph n<X/ph d|Pp(2) d|Pp(2) n<X/ph
(n,P(2))=1 dfn il
(n,p)=1

En posant n = dm (puisque d | n) dans la seconde somme, on obtient > o< X f(mdp™).
—d
On utilise enfin 'approximation (1.1), a savoir ’

Y. fldn) =o(d)F(y) +ra(f,y)

n<ly/d

avec ici y = X et les d sont nos dp”.

En outre, les A} sont nuls pour tout d > M = X'/* et majorés par 1, ainsi si on
considere la partie « reste » :

> (logp)2h! max (logp")™ > Ajrapn(f, X)
v/ PSX/ph dPy(2)

< > > (logp)h*- ' max (logp' )" ry(f, X) (1.54)

q<Do ph|q pX/pt
< > (logp)”~ 'h2=1 max (logp' )" > (logp)ry(f, X)

/ h
q<Dg p'<X/p h‘q

olt Dy > X3*(=+/XX'*) et on a posé q = dp".
La somme sur le p” est une somme sur p et sur k. En étudiant les variations de
la fonction y — (log(y))**~" (log($))"* pour y < VX, le lecteur vérifiera que le
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vo—1
maximum est atteint sur Reny = X ZEGEEN v X (on suppose que v > vy + 1)
or y < VX, et en utilisant le fait que >° ., logp = logq < log X, on majore le
terme précédent par

(log X )" t2 " og X Z ro(f, X) <

5 - 21/1+I/271
q=Lo

(log X)"* " R(f, Dy, 1).

2V1+1/271
(1.55)

On notera que d | P,(Z) implique d premier avec p, et o étant multiplicative,
o(dp") = o(d)o(p").

Ce qui fait, apres application du lemme fondamental, que notre quantité ini-
tiale est inférieure a :

V(X4 L
(o X)" Y (logp*t (") 7L FCO( + Cule)
ph<VX a\p
p<z
1 v+
+ et 108 X) "2 R(f, Do, 1).

En effet on aici e~(o8M)/logz — =1 < 1 et le produit eulérien de la majoration est

v;l,g z;; ) (il manque éventuellement le facteur 1 — o(p) dans le

cas oll p < X'/4 car (n,p) = 1). Dans le premier terme, on a majoré simplement
max,, < y/p» (log p')"* par (log X)™.

En ce qui concerne ce premier terme, 'hypothese (H;) implique en prenant
u=1v=paque (1—o(p))~! <c, et en utilisant 'hypothése (Hs) on majore o(p")
par ﬁ.

Le premier terme est donc inférieur a

inférieur ou égal a

(log X4V, (x4 3 LB 2 B o )14 G,

h—1
p<z p h>1 p

On utilise ensuite le lemme 1.6.7 d’une part. D’autre part, 'hypothése (H>)
permet de majorer V,, (z) par c/log z, on majore V, (X'/*) grace a I'hypothése
(H;) par ¢/log X mais pour majorer V,(X'/*) on laissera le lecteur lire (44) et
(45) de RAMARE 2010, il vient une constante u égale a ¢ dans le cas de oy et
égale & cec® dans le cas de o et notre majorant devient :

Vo(z) wu
Voo (2) log X

(log X)) (log 2)"22"2 (1y — 1) F(X)(1 + Cy(c)).

On divise ensuite ces deux termes par (v; — 1)!(v, — 1)! en encadrant encore
une fois les factorielles selon le lemme 1.6.4 pour obtenir le majorant suivant
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>0 AU A (n) f(n)

P/ <X
ph<VX
p<z
. (Vl + V2)V1+V2 1 1 (logX)”ﬁ”Q
< MT.u(2)" 28— (14 Cole) + gy ity =y AU Do)
i\ (v + 12\ 4 1 1 (log X )»1tv2
< MT.wu (20(1 4+ — 1 Dy, 1
<ML (2000 + ) (P72) 7 e 04 Coo) + oy o~y = iR Do)
1 1 (log X )1 +ve
1Z vy .2
< MT.u(40)"?(v5)" ¢*e2i (1 + Cy(c)) + 2t (i — D)l(ry — 1)!R(f, Do, 1).
Le second terme sera donc majoré par
1 1 (log X )v1tve
v vo 2
MT.u(40)"* (v1)"?c"e2 (1 + Cy(c)) + 2 (o — D)l(vs — 1)!R(f, Dy, 1)
et ainsi le produit de convolution sera majoré par
! 1 log X )ritvz
2MT.u(46)" (11)"2 e (1 4 Cy(c)) + (log X) R(f, Do, 1).

Qritr2—2 (1/1 — 1)'(V2 — 1)'

1.7.5 Bilan

On additionne les majorations obtenues dans les quatre parties précédentes
pour fy et f, en utilisant (Hy) pour majorer les contributions des R(f, Do, 1) par
A'F(X)/(log X)? et on trouve un majorant global (¢; + 6)MT ou

B
161] < 41()ch3(1 + 2 (1 + Co(c))(46) v (1.56)
et .
1 -1 v, A
0, < brtrs =1 Vo 4 (157)
2ritre=2 (y — D)y — 1) 'V, log X
Et, en utilisant le lemme 1.6.4,
(Vl —+ vy — 1)' < \/V_l\/V_Q 6i (Vl -+ V2)V1+V2’
(=Dl =1~ Vi +1n vty”
on majore encore VVL;’ par 2¢? et on trouve :
1 v1+uvo A/
165] < 4V g (1 F 1) (1.58)

Vit e (2u)n (2u)v ¢ log X
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En posant v; = z(v; + 1»), majorer 'expression précédente revient a majorer
exp(h(z)) ou
1 1
h(z) = 5 log z + B log(1 — ) —z(vy + o) logz — (1 — ) (11 + 12) log(1 — x)

= (; —z(n + VQ)) log x + <; — (1 =2)(n + V2)> log(1 — z)

dont la dérivée est

(&) = (1 + ) log(1 — ) —log(a)) + o (- = ).

Le maximum de h est donc atteint en = = % ainsi v; = v,. On obtient finalement

!/ /

= = 52/ + Viog X <0.014". (1.59)

1 A
‘92| S 402\/ vy + Vgeﬂl
O

1.8 Résultat final
Le résultat final, voir 1.2 est donc :

Pour tous 1 < v < 1y,

S0 A m) () + 32 A < A () ()

n<X n<X

_ (Z A(V1+V2)(n)f0<n) + Z A1) *A(Z’?)(n)fo(n))

n<X n<X

Vo (2)
Voo (2)

(log X )vitra—t

F(X) (Vl —+ vy — ].)'

+(p+0)

ou ; 2 3 e
Pl < 5 % (1490) 7 x (Ac + (Colc)ed® + Adt) (5) )

et on majore || en gardant d’'une part la contribution de Restel et Reste2 du

crible (p) et en regroupant d’autre part 'autre contribution du crible (p) et celles

des termes 0, et #, obtenus lors du retrait du crible. Dans le deuxieme terme la

derniére ligne, 2¢?(1 + ) (1 4+ Cy(c)) peut étre considéré comme majoré par
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v1+2v2 » .
) 0¥, Ainsi,

une ¢ Y21y
onstante et Cste x (40)"2vy" < (24v,)"2 (31/22 log

Vo v1+2v
0] < 2(2415)"* By (31/3 log 1) o 4o

2 c
5 A1+ e) (14 Cole)) (49)=v5" + A’

log X

< v . 211 +5v B nt
< 2 X 648 21/2 +5 2(@ + Bo)(SVl (log (S) 1 ’ + A,.

(1.60)
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2Une avanceée vers le théoreme des
nombres premiers jumeaux

2.1 Conjecture

Nous travaillons sous la conjecture suivante :

Conjecture 2.1.1. Pour tout 0 et pour tout 0, il existe une constante Ao(0,0) telle
que

Y X
d.2) — 4| < Ay(6,0)——— 2.1
2 eV d D) = o) < Al e < 21)
(d,2)=1

C’est une conjecture de type Elliott-Halberstam forte (mais sur une seule classe
de congruence). Cette hypothése est a rapprocher de ZHANG 2014,

Y. W(Xig,0) = X/e(q)] < X/(log X)°

q<X0.5+2w
plg=>p<X*

pour w = 1/1168 et pour tout entier a tel que pla = p < X¥.

2.2 Application du théoreme 1.2.1 au cas
f(n) = A(n+2)
Ce théoréme s’applique aux nombres premiers jumeaux en prenant f(n) =

A(n+2) et fo(n) = 1.
On commence par calculer les asymptotiques impliquant fj.

2.2.1 Asymptotiques de référence
Nous avons besoin dans cette partie des définitions et lemmes suivants :

Définition 2.2.1. Pour tout entier k > 1,
X
Fu(X) = / log™ tdt. (2.2)
1

Alors on a
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Lemme 2.2.2.

Fo(X)=X zk: (—1)t E: : ]3: log"™ ™ X 4 (—=1)"(k — 1)!

Voir RAMARE 2010, lemme 26. Et ainsi
Fo(X) < Xlog" ' X. (2.3)
On a également les résultats suivants (voir RAMARE 2010, lemmes 27 et 28) :

Lemme 2.2.3. [l existe une constante positive c telle que, pour X > 3 et X > > 1,

> AW ) = 2 (14 O(L)

n<X

ou L¢ est le terme d’erreur du théoreme des nombres premiers, pour une cer-

. 3/5
taine constante c et £ = exp (_Jginx)'

Lemme 2.2.4. vy et vy étant des entiers positifs, on a pour X > 1,

/X LgZ.Vl(X/w’gZzig(t) t — gm-ﬁ-Vz(X)
1 (=Dl =1 (-1

On en déduit le lemme suivant :

Lemme 2.2.5. [l existe une constante positive c telle que, pour X >3 et X > > 1
on a

2’951/1 +v2 (X)

Z*A(u1+l/2)(n) 4 Z*A(m) *A(V2)(n) — i (1 + O(ﬁc)) . (2.4)

n<X n<X (n+v2—1)

Démonstration. Le lemme 2.2.3 nous donne le premier terme de la somme de
gauche. Pour le second terme (produit de convolution), on utilise le principe de

'hyperbole de Dirichlet : 3 < x Xmax/e = X jcyx T Xmav® — 2 1<V -
m<X/¢ <X/m m<vX

S 3T AMOA (m). (2.5)
<VX m<X/¢

D’apres le lemme 2.2.3, il existe une constante c; telle que ce dernier terme soit
égal a

Ainsi on calcule :

S A<”1>(€)f”2_(fl)), (1+0(Lm)).
1<VX 2 '

En utilisant le lemme 2.2.2 et le lemme 1.6.4, on s’apercoit que le terme reste sera
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de l'ordre de

X logV1+V2 X c1 LQf’/l‘f'VQ( ) ECQ
(Vl — ].) (1/2 — 1) (1/1 + vy — 1)

oll ¢o est une autre constante. Quant au terme principal, on le calcule de la fagon
suivante :

5 A 2ale) 5 A0, / QAL
(1/2 — 1)' (VQ - ].)‘ 1 V2
<VX <VX

= /1X Z* wdt

€<min(%, X) (V2 N 1)

X Z, (min(, VX)) F, (t
= y(min(5, VX)) 7,0 dt + terme d’erreur.
1 (v, — 1)! (ry — 1)!

Or

[ FalminE.VE) F0)

1 (v, — 1! (1/2\;1)! ) 5 "
X7, (VX <) Z(t

/1 (v —1)! Vg—l dt+/ V1—1 Vz—l)'d

t =

t

ou

[ IAlD) ), Fal D)V

1 (Vl - ].)' (VQ - ].)' (1/1 — 1) (VQ — 1) ’

On reprend le principe de ’hyperbole de Dirichlet, par symétrie sur £ et m on
trouve :

: ¥ Fuy) FL) X Z,%) 7,0
AP % AP (n) = = val it wy) Zut)
EX . (n) /\/Y ) : +/\/X (VQ - 1)‘ (1/1 — 1)'

+ %V1<ﬁ)yuz(ﬁ) + O ((ym-l—l/z(X)) [:02) '

Vl—]_)!(l/g—l)! I/l—f-l/g—l !

On a utilisé ici aussi le lemme 2.2.3 pour le terme a soustraire

Z* A(Vl)(g)A(Vz)(m> _ yyl(ﬁ)yyz(\/y)

ES\/Y (Vl—l)(l/g—l)
m<vX

(1+0(L)).

Ensuite, en utilisant une intégration par parties, puis en posant le changement de
variable u = X/t, on trouve que

x a (X FZ! VX' FZ! () T, (=
/ Fn (XY F1 (1) dt:/l (a‘,,l() Fy (li)du (2.6)

\/Y(Vl—l)'(l/g—ly 1/1—1>'( )
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et ainsi on trouve que le terme principal est égal a

/X ﬁuz(%)ﬂzil (t) t — yuﬁ-w (X) (2 7)
1 (V1—1>‘(U2—1)' (V1+V2—1)! .
d’apres le lemme 2.2.4. Ce qui conclut la démonstration. m

2.2.2 Utilisation du théoréme 1.2.1

On applique maintenant notre théoreme dans le cas

_ L= 1

f=2o(d) Uo(d):ga foln)=1, F(X)=X

et F'(y) =y.Pour f(n) = A(n+2) et fo(n) =1,ona B =log X et By = 1.
La conjecture 2.1 appliquée au cas 6 = 5(v; + 15)? + 5 nous donne 'hypothese
suivante : pour tout ¢ il existe une constante A, ne dépendant que de J, telle que

Y Ao X
d,2) — < : H
(d,2)=1

Et pour la suite on pose A” = A,/ log” X.

Corollaire 2.2.6. [l existe une constante ¢ > 0 telle que pour X assez grand,
sous la conjecture 2.1, pour tout 6 > 100/+/log X, et pour tous vy et vy, tels que

v1 < vy < (log X)Y10 et 126 1og (1) <1

5 37 on a

ST AR+ 2) AV 4 A AP2)) ()
n<X

o 262}7’/1-!—1/2 (X)
N (Vl —+ vy — ].)'

(14 O(LE + VA" 4 3+ 52y

ou &y =[5, ’(’(’:7_1?3 est la constante des nombres premiers jumeaur (So = 0, 660...).
Ou plus simplement,

ST A(n A+ 2) (AL 4 AV s AC2)) ()

n<X
269.%,, 11, (X) 1 9 v
_ vi+va 140 —— V1+5V25 A
(v + 19 —1)! * logX—iFV2

car par définition L et /A" sont tous les deuz des O (1/log X).
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Démonstration. On veut appliquer le théoreme 1.2.1 qui s’écrit
S A(n+2) (A2 4 ALY S AW ()
n<X

V,(2) -, (log X)rtva—t
— A@itr2) A1) A () +(p+0 X
Vo) 2 A )+ 4 O X G

ORIy = . | 1’@_2):62(1+0(i)):62(1+(9(X—5)).

sip<e 1T zla spes (P —1)°

(2.8)

Pour cela, on vérifie toutes les hypotheses.

Notamment (Hyg) qui vient d’une part du théoréeme de Brun-Titchmarsh avec
C = O(log(log X)) et d’autre part de I'hypothése (Hyp). En effet, elle nous donne la
majoration de R(f, Do, 1) ou Dy = X' ™% et f(n) = A(n +2). De plus, (en gardant
les notations de la partie 1) on vérifie également la majoration de R(1, X'79 1)
car fo(n) = 1, et sachant que r4(1,y) est la partie fractionnaire de y/d puisque
oo(d) = 1/d et F(y) =y et X,cpal = 2 X y+re(l,y). Dou R(1, X', 1) <
X1 < ﬁ pour tout @. Et enfin notons que V,(2)/V,,(2) = &,(1 + O(X~°))
d’apres le calcul ci-dessus.

Ainsi il nous faut A’ tel que

A > A"(6log X))l 1 L &, X 0 log? X. (2.9)
En outre, d’apres le lemme précédent,

Qﬁl/ﬁ-l@ (X>

S (MG A S A () = (1+0(£9)) (2.10)

n<X (l/1+l/2—1)

et on notera que

(log X)" =~ Fur 415 (X)
X—"—— =0 —7".
(V1—|—I/2—1>! (U1+V2—1)!

Et enfin, dans le théoreme 1.2.1 et (1.60) nous avions

1 2v9
lp| + 0] < 2 X (1491)1 72 x <A02 + (00(0)663”2 + A4s) (g)

B v1+2v2
2 X 648" y§”1+5”2(71 + + Bo)d” <log 5) + A’
og
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avec

1 1 1 1
A= |o") — o)l = > -—|= — X ——
X sy o)l it p—1
P2z P>z p>z
(p,2)=1 (p,2)=1
1
<-> - <X ’logX
ZnSX

Et ici % + By = 2. Nous voulons simplifier cette majoration.

Montrons d’abord que 45 A est inférieur a 532 pour X assez grand.
On a d’une part

3v
%logX 100 ? e
X0 Viog X

. . 100
en passant au logarithme et en minorant encore d par Tog % O montre que

A5A < 4

log X _ (100 e
X0 — \VIog X

A5

équivaut a

3 1
log(log X) (1 + 21/2> < 3wy log 100 + (100 — 25) \/1og X.

D’autre part, A’ est clairement (tres) inférieur a §(14915)" 2 Ac? donc pour les
contributions en A et A’ on gardera simplement 2(14915)" T2 Ac?.

En prenant A = ¢;(14915)1~*2y/A” et en majorant log(log X) par log X dans
la constante C, on trouve que

A" < (1495) 2 2) ¢4 (21og X) 2T A < (6log X )5 HA!

en supposant 4 < vy < (log X )% et encore v; < vs.
Enfin, pour 4 assez petit on a

v1+2v
64872 1/22V1+5V2 Sv1 (10g 5) ! 2 < y221/1+51/2 5%1
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2.3 Conséquence : Un théoréeme sur des nombres
presque premiers jumeaux

2.3.1 Simplification de I’'asymptotique

Dans cette section, on note
B () = (A5 A0 s A0 )
et
A AV1,V2 (n)

R0 = Qg

On remarque alors que

Ropos(n) = Am) | Eaaz=n Aldr)(log d1)" " A(d>) (log dp)”* "
N (pp 4 vy — 1) (r1 — Dl (e — 1)!(log n)vitva—1 '

(2.11)

Et ainsi le corollaire 2.2.6 peut s’écrire

269 %, 11, (X) 1 ) v
A(n+2)A,, ,,(n) = = 1 —— e ) ).
Té;( (n+2) A () (v + 15 —1)! 0 logX%—V2

On travaillera ici sous les conditions
1 1
d > 100/4/log X v,y < ( logX)l/lo vaé log <5> < 3

On s’intéresse a

~ Ay, (0)
A 2)A,, 1, = A 2)—A2 L 2.12
5 A+ = 3 A+ D (2.12)
or
Ay, (n) X (n+wv—1)dt 1
A 9y v\ A( Ay, /
2 An+2) log n)vi+ra—1 2 At wal n t(logt)itve - log X )ritra—t
n<X n<X

1
= log X1 2 Z A(n+2)A,, 1, (n)

- / S A+ 2T 2= D) ),
o<t t(logt)vitve

Cette derniere integrale va en fait étre un terme d’erreur. Pour I’estimer on utilise
le fait que [;* = f2 + [ x eton peut utiliser le corollaire 2.2.6 pour le deuxieme
terme car on a bien la condition vy, v, < min 5.,y (log )10 = (1 log X)1/10.
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Ainsi

X (Vl + vy — 1)/\”171,2(71)
/ﬁZA(n TR

n<t
X 262? + (t) 1 2 Y1
_ v1+uv2 1 O V1+5V25 3 dt
/\/Y (1 + 12 — 1)lt(log t)vrtve * log X e

D’apres le lemme 2.2.2,

Fys,(t) ~ t(logt) 21, (2.13)
Plus précisément, .%#,, ;,,(t) étant une somme alternée on a méme

9V1+1/2 (t> < t(logt>yl+y271 + (yl T2 — 1)'

Cette intégrale est donc un O (lo‘gx).
D’autre part,

/Zx/f Z Aln 1 2) (1 + 12— 1)A,, 1 (n) gt

<t t(logt)vitve
123 (1 + 19— 1)A,, 1, (n)
< log(t + 2 e
et d’apres le lemme 2.2.5,
2%, 40, (1)
Ay iy(n) = 220 (1 + O(L 2.14
5= () = 2 (14 (L) (2.14)
avec encore ici .%#,,.,,(t) ~ t(logt)"**2~! donc cette seconde intégrale est un
O(VX).
On peut donc écrire maintenant
Ay (1) 1 X
A 2 - = A 2)A,, . O :
X A el e 5 A D)+ O (g
(2.15)

Pour évaluer le terme principal, on utilise encore le corollaire 2.2.6 :

2627, 11, (X) 1 2 2
A 2 Ay 1% - - 2 ]_ . ~ V1+5V26 2
n;{ (n 4+ 2)A,, 1, (n) (it — 1)l +0 log X + 15
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et comme %, ,,,(X) ~ X (log X)"**2~! et plus précisément, d’apres le lemme 2.2.2

yl/1+l/2 (X) = X(logX)Vlerzil - (yl t e — 1)yl/1+l/2*1<X)
= X(log X)"" 271 + O(X (log X )22,

on obtient :

> A(n+2)A,,,,(n)

n<X

26, (X (log X)"Ht2=1 + O(X (log X )1 t+272)) 1 5 v X
— 1 v1+5v2 55
(v1 4+ v2 — 1)!(log X )v1tre—t o log X e g o log X

26,X 1 vy X
= (1+0| —— 21512 55 @)
(v + g —1)! ( + (logX%—y2 >> + <logX>

26, X 1 vy
— 1 O 2V1+5l/25
(1 + vy — 1) ( * (logX—i_V2 2))

Cest a dire :

26, X 1 9 vy
== 1 - vit+brz 55 ) 21
(1 + 19 —1)! < —i_(l)<10gX—i_y2 )) (2.16)

Or 21752675 = O((1; + 1)1 2)§32). Notre résultat peut donc s’énoncer ainsi :

Théoréme 2.3.1.

A(n +2)A(n) (A®) % AC2))(n)
— An+2
ng( (Vl + vy — 1)' n;( ( ) (log n)V1+V2—1
26,X S 1 1
= — |1 vitr2) 53 .
(s —1) ( +O((m +w) o X)

En multipliant les deux membres de I'égalité par (v; + v, — 1)!, ce théoreme
peut s’écrire :

Théoreme 2.3.2. Pour tous v1,v5 > 1,

S A+ DAm) + Y Ant2) Y AWA) <log d1>

n<X X didyen logn logn
1 1
= 262X (1 -+ O((Vl + V2)5(V1+V2)5§ + logX)>
ou
-2
Forwa(@) = (1 + 15 — 1) (”1 ;r "2 : >x”11(1 — )L, (2.17)
L —
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En effet, le produit de convolution peut s’écrire :

>

A(dy)(logdy)' =t A(dy)(log dg )2t (v + v — 1)!

didz=n <V1 - 1)' (Vz - 1)' (log n)V1+u2—1
=Y mme (TR (el " (logn —logdi\* 1
B drdz=n s v —1 logn logn logn’

On peut déduire immédiatement du théoréme 2.3.2 le lemme suivant (on re-
trouve ici un résultat bien connu) :

Lemme 2.3.3.
> Aln+2)A(n) = O(X)
et
S An+2) Y W _ O(X).

Démonstration. D’apres le théoréeme précédent, la somme de ces deux termes
positifs étant un O(X), on a Y,.x A(n + 2)A(n) = O(X) et pour tous vy, vy,

Snex A+ 2) gy gy 2D £ (logd1> = O(X). On l'applique a fi2 et fo;.

logn logn
Par définition de ces fonctions on a fi o+ fo1 = 2 (= v1+1v2—1). D’ou le résultat. [

2.4 Application par approximation d’une fonction

2.4.1 Lien avec les polynémes de Bernstein et résultats
utiles sur ces polynémes

On remarque maintenant que
fu1,y2 (CC) = (Vl + vy — 1)[?,,1,1,1,1+1,2,2(.I‘) (218)

ot by, ,, est le polynome de Bernstein :

Do = (Z”) 2k (1 — ) *, (2.19)

Le résultat essentiel sur ces polynémes (voir M.PHILLIPS 2003) est le suivant :

Théoréme 2.4.1. Pour toute fonction f continue sur [0, 1], la suite (Bp(f;.))men
converge uniformément vers f, avec

Bu(fi) = 321 (o )bl = o1 (1) () a1 =
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Nous démontrons ce résultat dans le sous-chapitre suivant.
Un autre résultat remarquable est que quel que soit £,

1 1
b ()t = ——. (2.20)
0

Ainsi )

; Jorw(t)dt = 1. (2.21)

On pose pour la suite v/ = vy + v, — 2 et ainsi f,, ,, () = fo,—n2(x) = (V' +
Dby 10 (2).
Pour toute fonction F' continue sur [0; 1], on pose

v +1

Fl//(x) = Z ayl,u/+1fu1,u’71/1+2(x)

vi=1

ol
F ()
V41
Alors, d’apres le théoreme sur les polyndémes de Bernstein, la suite (F,/) converge
uniformément vers F sur [0, 1].

Ay /41 =

2.4.2 Convergence de la suite des B,,(f;.) vers f
2.4.2.1 Calcul préliminaire
Pour tout = € [0, 1] et pour tout m,
UL k 2 my\ m—k “ k2 k 2 m\ i m—k
kzz%)(m—x> <k>x(1—x) :kz:%)<<m> _QE:U—HE i (1 — )
= B, (2%, ) — 22B,, (v, 2) + 22 B,,(1, 2).

Or, voir M.PHILLIPS 2003,

Et donc

f: (k - 37>2 (7;;) P (1 =) = ia:(l — ). (2.22)
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2.4.2.2 Démonstration de la convergence

Démonstration. Soit une fonction continue sur [0, 1] et bornée sur [0, 1] par M.
f est donc uniformément continue. Ainsi,

Ve >0, 30>0, Vz,2' €[0,1], (Jz—2|<d=|f(x)— f(2")] <e). (2.23)

Soit € > 0.

Soit ¢ qui satisfait les inégalités ci-dessus de 'uniforme continuité.

Nous allons démontrer la convergence uniforme de (B,,(f;.)) vers f sur [0, 1].
Soit un entier N' > 2. Pour tout m > N et pour tout « € [0, 1] on considére

S5 = (ke (0.1, om} |- —a] > 5).

Autrement dit s5 est 'ensemble des k tels que % n’est pas proche de z.

2
On remarque que |£ — 2| > ¢ implique 35 (% — :c) > 1, et ainsi

= 512?0 (:1 - x>2 (7:)93'“(1 —a)m Tt < 512;9:(1 "

d’apres le calcul préliminaire (2.22).
Or Vz € [0,1], (1 — z) < { donc on en déduit :

m m— 1
> <k>xk(1 — )" h < ysE (2.24)

kESs

On évalue maintenant la différence :

m

f(x) = Bu(fi2) = 3. (f(x) - f(i)) (7:)9&(1 — )k

k=0

= ;;5 (f(w) — f(:)) 7:) 21— )k
+ 3 (10— 1(5)) (3)a o

k¢S5

en remarquant que k ¢ Ss équivaut a \% — x| <.
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Et donc,

|f(x) = Bu(f;2)] < )

k€ESs

fa) - f (7’;)‘ (";j) (1~

O, (7’;)| (72>xk<1 g

k¢Ss
) | <2M, et donc d’apres (2.24),

Comme f est bornée, |f(x) — f(

&
m

=1 (2)] (1)t -armr < 20 <

car on avait choisi m > N > H%.

>

kESs

Et Vk ¢ Ss, |[£ — 2| < § donc |f(:r)—f(%) | < 5, donc
k m € m
> |- £(5) (7)ot < g 5 () - o
ness m k 2 Pyl k
e (m €
<Z< )xk(l—x)m_k—
2\ k 2
et donc c .
VIG[O,H, |f(l')—Bm(f7l')|<§+§:€
Ce qui conclut la démonstration. n

2.5 Résultat final

2.5.1 Création d’une fonction "plateau” et de fonctions "pics"

On considere une fonction infiniment dérivable qui vaut 0 en 0 et 1 en 1 et qui
passe tres rapidement de 0 a 1 (avec dérivées nulles en 0 et 1). Par exemple soit
la fonction définie sur [0, 1] par f,,(x) = (4z(1l —x))™ et F,,(z) = ﬁ Iy fm(t)dt ou
am = Jy fm(t)dt. (Remarque : a,, = 4™ X7, k(;i)jl (’:)) Plus la valeur de m est
grande et plus la fonction passe rapidement de 0 a 1 mais cette valeur importe
relativement peu pour le résultat (on peut supposer m > 10 par exemple).

On construit maintenant une fonction "plateau" I’ qui est nulle pour tout z < 3
et pour tout x > ~ et constante sur un intervalle proche (et intérieur) de [5, 7]

de la facon suivante :
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Soit tout d’abord la fonction h définie par :

h(z) =0 sur [0, 3]

h(z) = F, (%2) sur [3, 5 + €]
h(z) =1 sur [3 4 ¢€,v — €
h(z) = F, (22) sur [y — €, 7]
h(x) =0 sur [y, 1]

On appelle ensuite Az, = [, h(t)dt et on pose F(x) = %. On a, par définition
de h,
Ay =7— 08+ 0(e)
et donc
1 1

y el (O] (2.25)

Ainsi l'intégrale de F' sur [0, 1] vaut exactement 1 (voir graphique ci-dessous
pour un exemple de fonction "plateau").

=018
14 -

T8

a4

Et on construit une fonction "pic en 5" de la fagon suivante :

Fs(z) = sur [0, 5 — €]
Fy(z) = g Fn (“2)  sur [ —¢,f]
Fal) = - P (£552) sur (5,944
Fs(z) = sur [5 + ¢, 1].

La fonction F, ("pic en ") sera définie de facon similaire. Ces deux fonctions
sont donc des "pics" ayant la méme hauteur que la fonction "plateau” définie
précédemment et toutes ces fonctions sont dérivables sur [0, 1]. On peut voir un
exemple de fonction "pic en 5" ci-dessous.



p=01a
14 &

T8

a4

2.5.2 Théoréme pour une fonction continue d’intégrale 1

Soit F' une fonction continue sur [0; 1] telle que F(t) = 0 pour 0 < ¢t < [ et
poury <t <1.000 < 3 < < 1. Et telle que [, F(¢)dt = 1.

Soit ¢ > 0. D’apres ce qui précede, il existe un entier N tel que pour tout
vV >Nonal|F—F,| <e.

De plus, dans le théoréme 1.2.1, pour tout v; > 1,ona [p+ 6| < e.

Soit v/ > N, alors F' = F,, + O(e). Et d’apres le théoreme 2.3.2,

s A(dy)A(dy) 7 log d
Z Qyy /41 Z A(n)A(n +2) + Z A(n +2) Z M Z Qg1 for 12 ( 08 1)

v1=1 n<X n<X dide=n 1Og n v1=1 1Og n
v A(dy)A(d log d
= Y aa Y AMAR 2+ Y AN +2) Y ﬂ”<”@<fl>
=1 n<X n<X dida=n ogn ogn
V’-‘rl 5( N ) i 1
= 4126, X [1+ O Tzl .
5 a2 (14 0(0n -5t 4 )

Or, d’une part,

v +1 V/JrlF(LTl)
Oy ] = — v/ 2.26
1/12:1 e 1/12:1 V/+1 ( )
ou
vl Pt 1 su F'(t 1
S )_/ Fyat] < "Preoall 7O —o(d).
gt v 0 v v

Dans le cas ou la fonction considérée est a variations bornées.
Remarque : lorsqu’on considérera la fonction "plateau" définie plus haut, le

membre de droite sera égal a — car F'(z) = -—F) (z) et le maximum de
F! (x)est F! (1/2) = 1/ay,,.

1
amAg,€ - Age
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Donc

" % "R+ o
mp'+l = t)at - 2.2
Vlzzla e (V’ + 1) (/0 ( ) + (V/)) < 7)
donc
V41 1
Z O‘/V17V'+1 =1 + O(*}) (228)
v1=1 1%

Et d’autre part d’apres le lemme 2.3.3,

Yo An+2) Y

n<X dido=n

Ald1)A(dy)

= 0(X).
logn OX)

On cherche a approximer

ST AMAR+2)+ > An+2) >

A(d)A(d:) . <log d1>

n<X n<X dida=n IOg n log n
A(d)A (3 log d
= S AmAM+2)+ Y An+2) 3 (dl)F<°g 1)
n<X n<X 1<d1<n logn logn
di|n
ou ' = F,, + O(e), ce qui nous donne un deuxieme terme égal a
A(dy)A (2 log d A(dy)A(d
S An+2) % ! (dl)FV/ ( og 1) + S An+2) ¥ M@(&«)'
n<X 1<d,<n logn logn n<X didoen 08T
diln
On obtient
v Ald)A (4 log d
St S AMAN+2)+ Y An+2) Y 1(d)F <Ogl> +O(eX)
) neX n<X \<dn logn logn
di|n
v/ +1
+ (1= ay 1) D A)A(n+2).
vi=1 n<X
Et d’apres le théoreme 2.3.2, cette expression est égale a
v +1 L
VlZZI Oél,lyl,/+1262X (1 + O((Vl + 1/2)5(V1+V2)(5§ + logX)> + O(&X)
v+1
+ (1= a 1) Y An)A(n+2)
v1=1 n<X
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Cest a dire

Uidbws) o1 1 1
26,X (1 + O((1 + )71 252 4 logX)) <1 + O(y,))

+ O(eX) +(9 ) Y A(n)A(n+2).

n<X

D’apres le lemme 2.3.3

S Am)A(n +2) = O(X) (2.29)

n<X

Et v/ = v + 1, — 2 donc finalement notre théoreme peut s’écrire

Théoréme 2.5.1. Soit F' une fonction continue et a variations bornées sur [0; 1]
telle que F(t) =0 pour 0 <t < f et poury <t<1. 000 < <y <1, vérifiant
Uhypothése (Hyo) et telle que [y F(t)dt = 1.

Pour tout € > 0 il existe un entier N’ tel que pour tout vy + vy > N' 4+ 2,

5 A(d)A(ds) . <1og d1>

STAMAMR+2)+ > Aln+2)

n<X n<X dida=n logn logn
nf<di<n?
1
=26,X [1+0 5(vitv2) 53 .
2 ( * (V1+V2—2+8+(V1+V2) +logX)

Et on en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2.5.2. Soit F' une fonction continue et a variations bornées sur [0;1]
telle que F(t) =0 pour 0 <t < f et poury <t <1. Ou0< <~ <1, vérifiant
Uhypotheése (Hyo) et telle que [y F(t)dt = A.

Pour tout ¢ > 0 il existe un entier N' tel que pour tout vy + vy > N' + 2,

A AWAN+2)+ 3 Aty Y AdA) (10g dl)

n<X neX didoen logn logn
nf <dy<n?

1 1
= 2A62X <1 + O( +e4+ (Vl + V2)5(V1+I/2)5§ + )) )

v+ g — 2 log X

Dans les calculs suivants, lors de I'utilisation de ce corollaire, on gardera les

ZZl 1a1/1u+1 A(1+O($))

2.5.3 Vers I'asymptotique final

On considere maintenant la fonction presque caractéristique de l'intervalle
[3,7], qu’on note 17, ,, qui est nulle sur [0, 3] et sur [y, 1] et constamment égale
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a ﬁ sur [3,7] (c’est pour cela qu’elle est "presque" caractéristique, sinon elle
devrait valoir 1 sur [3,7]). On a alors |13, — F| < F + F, ou F, Fj et F, sont
les fonctions "plateau" et "pics" définies précédemment.

On applique le théoréme 2.3.2 et le corollaire 2.5.2 précédents aux fonctions

F et G = F3 + F, de la facon suivante :
On appelle
, _G(=)

(0] ’ =
v,V +1 V/ + 1
et G, définie de fagon similaire a F,,. On remarque que

V41 / SUP¢¢(0,1] [(Fp + Fv),<t)’>

V 1
D W < ] (/0 (F + F)(t)dt +

v1=1

V/

v de 1 1
=T <A5,7 + (9(1/)> =0(e+ —).

Le théoréeme 2.3.2 s’appliquera comme suit a la fonction G, :

o A(dy)A(dy) <log d1>
Al A(n)A(n +2) + Aln +2 Gy
VIZ:1 1,0/ +1 n;( ( ) ( ) n;( ( >d1§n 10gn 10gn
V41 . (01 4v) i 1
- lez=1 aV1,V’+1262X <1 + O((Vl + VQ) Tz + lOgX)> ‘
(2.30)

Et comme on l'a vu précédemment pour la fonction F,, on aura de la méme
maniere G = G, + ¢ a partir d’'un certain N’, et de plus

1[/377} = F + G + O(E) (2.31)

donc :

SAMAMR+2)+ > An+2) >

A(dy)A(dy) 1 (log d1>

neX X didoen logn logn
A(di)A(d») <1ogd1>
= An)A(n+2) + Aln+2 ———— = (F+G+O(e
n;{ (n)A( ) ng( ( )dld%:n og 1 ( (€)) o 1
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ce qui est égal a

Vi1 A(d)A () (log dl)
= Qyy An)A(n +2) + An+2 Y FE,
Vlzi:l o n;C ( ) ( ) n;X ( )1§§1:§n 1Ogn logn
di|n
V41
+O0EX)+ (1= > aps1) >, An)A(n+2)
v1=1 n<X
A(d1)A(d2) log d;
+ ;{ A(n +2) dleQIn gm0 \ogn )+ O(eX) + O(eX).

En opérant de la méme maniere pour introduire les «, ., les deux derniers
termes deviennent :

vl Ad)A () log d
Vlzz:l 1, —i—ln;X ( ) ( ) n;{ ( )1§%:§n logn lOgn
di|n
V41 v/ 41
P st = 3 ) ¥ AMAM +2) + O (¢ +OX)
=1 v1=1 n<X
Or
V41 V41 . 1
1= s — 3 0l ) S AMA(R +2) = O ((e 4 V,)X) L (2.32)
v1=1 v1=1 n<X

Et apres application du théoreme 2.3.2 et du corollaire 2.5.2 aux fonctions F,,
et GG, on obtient :

STAMAR+2)+ > An+2) >

n<X n<X dideo=n

=26,X (1 + O(

A(dl)A<d2) 1 lOg dl
B
logn logn

1
tede+ (Vl + V2>5(u1+uz)§% + )) )

v+ g — 2 log X

Et ainsi, d’apres la définition de la fonction 15 ,), on obtient

1 A(d1)A(dy)
A(n)A(n+2) + A(n+2) _
ng( AB?'Y ng( dlgzn logn
nP<dy <n?
1 1
=926,X (1 S(ritr2) 53 (2
Ss < +O(V1+V2_2+€+E—|—(V1+V2) J +logX)> (2.33)
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2.5.4 Théoréme final

On détermine maintenant les parametres exacts pour un résultat pratique.

Soit e > 0. On pose € = ¢ dans les définitions de 2.5.1. Et et soit v = max(N, 1),
ou N est tel que pour tout v/ > N, |F' — F,,| < ¢ dans le théoréme (2.4.1).

Soit 6 tel que (v + 1,)°"1F2)51/2 < c oli v + vy — 2 = v/ > v. Autrement dit

82

En prenant X, = e’ on a pour tout X > X,

L . et 5> 0
g .
log X Viog X

Remarque : La conjecture 2.1 reformulée hypothese (Hy,) appliquée au ¢ ci-
dessus (et, on le rappelle, § = 5(v; + 1) + 5) nous donne l'existence d’'une
constante A, qui ne dépend plus que de ¢ et on en déduit A” qui reste un
O(1/1og X).

Ainsi, dans I'égalité (2.33), le terme de droite devient 26, X (1 + O(g)).

En outre, d’apres (2.25), on remplace ﬁ par ﬁJrO(g) et on utilise le lemme
2.3.3:

O(e) > A(n+2) Z:_ W = 0(eX).

On obtient donc le théoréme suivant :

Théoreme 2.5.3. Sous la conjecture 2.1, pour tout € > 0, pour tous B > 0 et
v > B, il existe un réel Xq tel que pour tout X > X,

1 A(d)A(d
Z An)A(n+2)+ —— Z Aln+2) Z M
n<X T Fon<x dida=n logn
nP<dy<n?

=26,X (1+0(e)).
En particulier, en prenant 5 = 0 on obtient le théoréme suivant :

Théoreme 2.5.4. Sous la conjecture 2.1, , pour tout € > 0, pour tout v ou
0 <~ <1, il existe un réel Xy tel que pour tout X > Xy,

A(dy)A(ds)
logn

> AR)A(n+2) + L Y An+2) >

n<X n<X dida=n
di <n”

= 26,X (14 0(e))).
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On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2.5.5. Sous la conjecture 2.1, il existe une infinité de nombres n tels
que n + 2 est premier et n est le produit d’au plus deux puissances de nombres
premiers dont ['une des deux est relativement petite, c’est a dire inférieure a une
petite puissance de n, et il est possible d’en donner un asymptotique exact.

Cas particulier : Un théoréme sur les nombres premiers
jumeaux en variables non localisées

Théoreme 2.5.6. Sous la conjecture 2.1, pour tout € > 0, il existe un réel Xy tel
que pour tout X > X,

A(d1)A(dy)
logn

%A(n +2)A(n) + %A(n +2) d d};

= 26,X (1+ O(e)).

Démonstration. On applique le théoreme 2.3.2 a f1 2 et fo1, par somme des deux
asymptotiques et on simplifie par 2. En utilisant 1'égalité

A(dy)A(d
STAMA+2)AMR) + Y AR +2) Y Ad)A(ds)
n<X n<X ddpen  log7
1 1
=26,X (1 319572
&, ( +O( 2+logX))
avec 0 et Xy choisis comme précédemment. O

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2.5.7. Sous la conjecture 2.1, il existe une infinité de nombres n tels
que n + 2 est premier et n est le produit d’au plus deuxr puissances de nombres
premiers, et il est possible d’en donner un asymptotique exact.

2.6 Théoreme sans puissances de nombres
premiers

On veut maintenant se rapprocher du théoréme des nombres premiers ju-
meaux en "retirant" les puissances de nombres premiers. On évalue donc leur
contribution dans cette partie.
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Posons A;(n) = logn si n est premier et 0 sinon. On veut montrer que

1 Ay (dy)A (d
> Miln A1”+2)+7ZA1n+2) > Ay(d)Ai(ds)
n<X n<X didyen lOg n

nf<d, <n?

— 26,X (1+ O(e))

On montre ci-dessous qu’en effet, la contribution des puissances de nombres
premiers est un O(X/log X).
En effet, on a d’'une part

Z M)A (n+2) = > Am)A(n+2) — > (A= A)(n)A(n +2)
) oS M)A - AN +2)

n<X

or
STA = AD)A(n+2) <log(X +2) Y (A= Ay)(n)

n<X n<X
et (voir TENENBAUM 1990 par exemple)

> (A= A)(n) = 9(X) - 0(X) = O(VX)

n<X

(¢ et 6 sont ici les fonction de Tchebychev). Et de méme,

ZA1 A1)(n+2) <log(X) D (A—A)(n+2)
On trouve
Z M)A (n+2) =Y An)A(n +2) + O(VX log X). (2.35)

Pour l'autre terme, on utilise le lemme ci-dessous

Lemme 2.6.1. a étant un nombre premier ou une puissance de nombre premier, le
nombre de nombres premiers p inférieurs ou égaur a X tels que ap + 2 est premier
est inférieur ou égal a € ot € est une constante indépendante de X et a. (En

X
conséquence, ce nombre est un O ( ))
logZ X

Démonstration. 11 s’agit du théoreme 3.12 de Heini HALBERSTAM et RICHERT
2011 appliqué au cas k =1 = 1 avec b = 2 et a une puissance de nombre premier.

On remarque que Hp>2 E— ne comporte qu'un facteur pour tout a puissance de
p[2a”

nombre premier, ce prodmt est donc < 2. La constante € est donc bien indépendante

de X et a. O
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Ainsi, on a

Ar(dr) A (ds) A(d)A(dy)
Ai(n+2) —_— = = A(n+2) e
n;( 1 d1d22:=n logn n;( d1d22:=n logn
nf<dy <n? nf <dy <n?
A A —A A
— Z A(n +2) Z (dy) (d2)1 1(d1)A1(dn)
n<X dida=n ogn
nP<d; <n?¥
Ay (dr)A(ds)
— (A—=Ay)(n+2) —_— =
n%( d1d22:=n logn
nf<di<n?¥
A(d)A(d
=Y An+2) 3 (dy) (2)+T1+T2
n<X dido=n logn
nB<d;<n?

Pour majorer |7,|, on majore A;(d;) par log X7 = vlog X et A;(ds2) par log X,
et de plus, pour chaque n, le nombre de termes de la somme sur d; et ds est
inférieur a deux fois le nombre de facteurs premiers de n (puisque d; et d, sont
nécessairement premiers). Or d’apres JEAN-LOUIS NICOLAS 1981, le nombre de
facteurs premiers de n est inférieur a

logn logn

1+0(1)) <2

— loglogn

log logn
On trouve donc

4logn log? X
n<x loglogn logn

(A= Ay)(n+2)

Et on a vu précédemment que 3, x (A — A;)(n) = O(VX). Ainsi

Ty < O(VX log? X) (2.36)
Pour majorer |7} |, on remarque que
A(di)A(dz) = Ar(di)Ar(da) = A(d2)(A = Ar)(dr) + Ai(di)(A = Ay)(d2)
et on calcule

A(dy) (A — Ay)(dy)
logn

Yo Ain+2) >

X<n<2X dido=n
nB<di<n?Y

(2.37)
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Cette somme est inférieure ou égale a 2 fois la somme :

> An+2) )

Aldz)(A — Ay)(dy)

X<n<2X dida—=n logn
d1<d2
1
< Y oM@ Y A+ 2A@)

08 A L VX X<n<2X

- n=dydsa
On a

A(dz) = Ai(d2) + (A — Aq)(d2) (2.38)

La contribution du deuxieme terme (différence A—A;) étant inférieure ou égale a

1
2 (A=A)(d) 3 (A= A)(da)log(2X +2)
0% di<VX %<d2§%
1 [2X
8t 4<vx !
1
< g X\/QX log(2X +2)V VX = O(X3%)

On cherche donc a évaluer

1
%8 asvx X<n<ax

Qui est inférieure ou égale a

1
o X S (A=M)(dr) D log(X +2)log X
og di<VX pe[dé.%}
17dy
p premier

d1p+2 premier
1
<
log X

X/d1
dlgzﬁ(/\ — Ay)(dy)log(X +2)log X x O (WW)

d’aprées le lemme (2.6.1) appliqué a a = d;. Et donc on a un terme

=55

di1<VX

(A - Al)(d1)€, X
dy log X

Ou ¢’ est une constante indépendante de d;.

En outre la série ) % converge donc les sommes partielles sont bornées.
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On pose

A—A
Q:// = Z (70(,”)@:/
n>1 n
on a donc
A A—A X
X<n<2X dydaen logn log X
nP<di<n?

Ou ¢” est indépendante de X.

Enfin, on a
A(ds) (A — Ay)(d

S An+2) > ( 2)(1 () _ oo+ Y Lt
n<X dydz=n ogn X <X X X

nf<di<n?

X X
1! 1! Q://X
2log(X/2) 4log(X/4) e %X 2k log

log 2

Or pour tout k < logX , 2% log(X/2k) > 2*='log X donc on divise cette derniére
somme en deux partles

1 1

Y gx = ¥ gmext X

k k k X
k<10gX 2 lOg 2k k< log X 10g 2k log X <k< log X 2 lOgQT

1

log 2 2log2 2log2— log 2
1 1 1 1 5
< Z Z - <
= 9k—1 k -
05X s B 08V S T X
Et donc .
A(ds) (A — Ay (d 10€¢” X
Y AMn+2) Y (d2)( )(dy) < (2.40)
X<n<2X dide=n logn log X
nf<dy <n?¥
On aura de la méme maniere
A (d)) (A=A (d 10¢” X
Yo Mr+2) Y 1(d)( (da) (2.41)
X<n<2X dida=n logn log X
nf<di<n?Y
Et au final
20¢" X X
=0 2.42
T3l < log X <logX> ( )

On peut donc énoncer le théoréme sans les puissances de nombres premiers :

Théoréme 2.6.2. Soit Ai(n) =logn sin est premier et 0 sinon. Sous la conjecture
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2.1, pour tout € > 0, pour tous 3 > 0 et v > 3, il existe un réel Xy tel que pour
tout X > X,

1 Ay (dy)Aq1(dy)
A(n)Ai(n+2)+ —— Ai(n+2 —_ =
n;X 1 1 ) v _6 n%( 1( ) d1§n IOgTL
nf<di<n?

=26,X (14 O(e))
Et en prenant = 0 on obtient le théoreme suivant :

Théoréme 2.6.3. Sous la conjecture 2.1, , pour tout € > 0, pour tout v ou
0 <~y <1, 1l existe un réel Xqy tel que pour tout X > Xy,

Aq1(dy)Aq(d
S MMM n+2) 423 Mtz Y Aldhild)
n<X n<X didy=n logn

—26,X (1+ 0(c))

On rappelle que pour ces deux théoreme, X est choisi tel que @ < e.
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3Un résultat plus faible obtenu
sans crible préliminaire

Ce chapitre montre comment une méthode plus simple de calcul d’asymp-
totique est nettement moins intéressante puisque nous avons nécessité
une hypothése plus forte (et fausse) de type Elliot-Halberstam "faible" et
que Uasymptotique obtenu est moins bon que celui obtenu avec un crible
préliminaire. Néanmoins, son intérét, en plus de mettre en avant Ueffica-
cité du crible, est qu’elle comporte de nombreux calculs de sommations,
notamment impliquant la fonction de Mébius. Ces calculs sont volontai-
rement tres détaillés et donc utilisables par un lecteur débutant.

3.1 Introduction

La somme

S =3 (Alog” +(Ax A)log +A x (Alog) + A x Ax A) (n)A(n + 2)

n<X

nous intéresse parce qu’elle a pour support les entiers n ayant au plus 3 facteurs
premiers et tels que n + 2 est une puissance d’'un nombre premier, ainsi n est
nécessairement impair ou n = 2, et elle est égale a (formule de Selberg, voir
FRIEDLANDER et IWANIEC 1978, lemme 1) :

S= 3" (uxlog*)(n)A(n +2)

n<X
(n,2)=1
+ (A log? +(A « A)log +A % (Alog) + A+ A % A) (2)A(4)

Cest a dire

S= > (uxlog®)(n)A(n+2) + 3log®2 + 3log® 2 + log* 2.

Nous en calculons un asymptotique sous la condition suivante :

Conjecture 3.1.1. Il existe un entier positif B et un réel X tels que pour tout
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Y X
id,2) — : C
<Z; max 19 (y; d, 2) gO(d>‘<< (log X? (©)
~ (log X)B
(d,2)=1

Remarque : elle est a rapprocher de la conjecture faible d’Elliot-Halberstam
avec ici encore une seule classe de congruence. Il a été prouvé qu’elle ne peut
pas avoir lieu.

Notre théoréme s’énonce donc ainsi :

Théoréme 3.1.2. Sous la condition (C), on a

> (Mlog® +(A* A)log +A x (Alog) + Ax Ax A) (n)A(n + 2)

n<X

= 66,X log® X + o(X log® X)
ot Gy est la constante des nombres premiers jumeau.
On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.3. Sous la condition qu’il existe un entier positif B tel que

X

)~ | < o

>, max
y=
X
< (log X)B
(d,2)=1

il existe une infinité de nombres n comportant au plus 3 facteurs premiers tels que
n 4+ 2 est un nombre premier. Et il est possible d’en donner un asymptotique exact.

Nous calculons dans cette partie beaucoup de sommes, notammentdes ), -, @ log® n

permettant ensuite d’obtenir des 3~ -, % log® n. Ces sommes sont calculées suc-

cessivement pour tout entier n > 1, pour tout n < X et sur les entiers impairs.

o . s . _p)w(m
Dans cet objectif, nous avons eu besoin de définir une fonction hy(n) = W

qui est en fait un élément correctif de 'approximation de % par @ On trouve

ho en appliquant la méthode de convolution qui est décrite dans la partie 3.4.

3.2 Résultats préliminaires

3.2.1 Des sommes partielles utiles

Ces deux résultats nous serviront a établir quelques lemmes suivants sur des
sommes impliquant la fonction de Mobius restreintes aux entiers impairs.
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Lemme 3.2.1. Pour tout n > 1,

"k n n+1 n+ 2
=2 on  on on

Démonstration. Pour tout réel z # 1 non nul, on a

Y kit =2 kat! = zP(x).
k=0 k=1

1

Or P(z) = Q'(x) ot Q(z) = Y72k = lj’ﬁn; , ainsi

n n+2 1 n+1
S kot = 2Q(z) = - (n+ )2:(; Tt
= (1—x)
et on applique ce résultat a x = % O

Corollaire 3.2.2. Pour tout n > 1,

"k n
Y —=2+0 (> :
k:02k on
Lemme 3.2.3. Pour toutn > 1,

k2 n®>+4n+6

2 —6
E: 2k omn
Démonstration. Avec les notations précédentes, pour tout réel x # 1 non nul, on a
STk =22 > k(k— 1)2F 2+ Y kat = 22Q"(x) + ) kat
k=0 k=1 k=1 k=0
ou Q" (x) est égal a

(n? —n)z" 2 + (=3n* + n+2)z" " + 3n? +n — 2)2" — (n* + n)a" ' — 2z + 2
(1—x)! '

On multiplie par 2% et on applique le résultat & x = % On trouve

nz—n+—3n2+n+2 2+n—-2 n?4+n 9% 242 x4
2n 2n—1 2n—2 2n—3

auquel on ajoute
94 n n-+1
on 2n—1’
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et ainsi on trouve

6+n2+—3n2+1+3n2+n—2 n2+n_6 n? 4+ 4n + 6
on 2n71 2n72 2n73 - on :

Corollaire 3.2.4. Pour toutn > 1,
n k2 n2
3.3 Sommes partielles avec la fonction de Mobius

3.3.1 Valeurs des ¥, © M

Lemme 3.3.1.
n)l n)l
Zu ogn _ 4 7 Zu ogn:_27
1<n n 1<n
lo n
et Z 28— 6(n+9)
1<n

ou~y = 0,577... est la constante d’Fuler et v, = —0,072... est la deuzieme constante

de Stieltjes, voir FINCH 20035.

Démonstration. Rappelons que le théoréeme des nombres premiers équivaut a
n)logn
Z p(n ot Z p(n) log -1
1<n 1<n n
p(n)logn

mais pour montrer que » <, = —1 on peut également reconnaitre au signe
pres la valeur en 1 de la dérivée de la série de Dirichlet

p(n) 1
2 T

S
1<n T

e

S
1<n n

donc
Et plus généralement, pour tout k£ > 1
(k)
wuin log n 1
e !

1<n n’
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Si on donne un développement limité de 1/¢(s) en 1, ou de e en 0, on trouve

s+1

a0 v8®+ (11 +77)s® + o(s?).

Et ainsi on en déduit :
1 1 !/ < 1 ) " ( 1 ) (3) )
=0 - N=1 _ 1) = —2v — 1) =6(mn+7~
50 (Hw 0 H) =66+
(3.1)
donc d’apres les propriétés de dérivation des séries de Dirichlet on en déduit :

Zu logn _ Zu logn _ 9y Zu 10gn — 6(p +2).

1<n 1<n 1<n

]

3.3.2 Sommes partielles des “°2"" oiy | ¢ {0; 1;2; 3}

Lemme 3.3.2. Pour tout réel X > 1 et pour tout entier strictement positif A,

wu(n 1
n;( n ((logX + 1)A>

Démonstration. Soit A > 0, on sait que pour tout X > 1 on a

n<X
En effet, on trouve dans LANDAU 1955 qu’il existe une constante strictement positive
a telle que Y-, «x pu(n) = O (X exp(—ay/log X loglog X)) (et de fagon élémentaire

dans LAVRIK et SOBIROV 1973, ona Y, «x pu(n) = O (X exp(—(log X)7 (log log X)*Q))
pour un loglog X > 100 ). Ces deux majorations nous permettent d’en déduire que

pour tout Aona >, oy pun) =0 (ﬁ)'

Et donc v
Z p(n) =0 ((logX + 1)A+1>

n<X
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et

X1 1
uin) = > p(n) Sdt+ —
1 X1
== S+ [ 5 Y pmar
n<X 1 n<t
Ainsi, le premier terme est un O (W) et en ce qui concerne le second
terme : X 1 M(t) M(t)
- dt = / dt — / dt
/1 2 gu(n) 1 t? x t?
or o
oo M(t 1
——dt=—~==0 3.2
ey (32)
En effet, pour tout s > 1,
1 wu(n) © g
(s) i<n T lz<;z () tot

ainsi

oo M(t) o0 t 1
<[ —  @p=0(— .
/X t2 dt’ - /X t2(log t)A+1 dt=0 ((logX - 1)A>

Ainsi, >, <x p(n)/n = 0O ((logX + 1)*‘4).

Lemme 3.3.3. Pour tout réel X > 1 et pour tout entier naturel A > 0

Z/W’L:_lJrO((lOng)A)’

n<X n
n(n)log®n 1
P08 B 9 -
o 7O\ loax)7)
et (n) 5
p(n)log”n B : 1
E( wo o HO((logX)A)'
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Démonstration. Soit A > 0, on a

M) = 52 ) < o (33
3 u(n)nlogn _y M(”)/ log:; 1dt M(X)lOiX

Et de la méme maniere, on a

wu(n log n /X loght — klogh~'t 1
= Mt dt — | -
n;( 1 ®) 12 +0 (log X)A-F

Or [;7°° M(t) logt lal=1Jt converge absolument car |M(t)| <
ce A de (3.3) par A+2,0na

logt — 1 b0 logt—1 foo logt—1
/ M8 = Loy = M gt =1 - [ ) gt~ 1
1 t2 1 t? X 2

. Donc en réajustant
(log t)

olt [;7°° M (t)™EL=1dt est une constante :

/+oo S <logt )

n<t

ZM / <log;—1>dt

et
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De la méme maniere, on a

+oo loght — klogh=1t 1
Mt dt = —_—
/X (t) 12 © (log X )A-1-F

et en ajustant ici aussi le A de la majoration (3.3) et en utilisant le lemme 3.3.1 pour
J 19 5
ces sommes, on trouve Y,y pmlog™n — oy 4 O (m) et Y <x % =

_6(71+7 )+O(1ng )

3.3.3 Mémes sommes partielles restreintes aux entiers
impairs
Lemme 3.3.4. Soit A>1. On a
> Moot )
nx (log X +1)4
(n,2)=1

Démonstration. Tout d’abord, remarquons que

n<X n<X n<x M
(n,2)=1 (n,2)#1
or
3 (n) _ 3 p(2k) 1 3 (n)
n<x 1 K<X/2 2k 2 n<x/2 "
(n,2)#1 (k,2)=1 (n,2)=1

En effet les x(2k) sont nuls pour les k pairs.

Donc
1 n
n<x T n<x M 2,Xp
(n,2)=1 (n,2)=1

D’apres le lemme précédent 3.3.2 appliqué a A + 2, il existe une constante K
strictement positive telle que

K

wu(n
3.5
n;( n (logX + 1)A+1 (3.5)
donc e .
o n (log X + 1)A+1 2 X2 T
(n,2)=1 (n,2)=1
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avec

y A K | > u
n<X/2 (log(X/Z) + 1>A+1 n<X/4
(n,2)= (n,2)=1

Donc on aura de proche en proche

pn)
5
(n,2)=1

_ K 1 K 1 1 1
= log X + 1) 2\ (log(X/2) + 1)+ " 2 ((log(X/4) A 2)

donc

p(n) 1 1

— <K — 3.6
S | 5N 2 F e (36)
(n,2)=1 = log2

Or chaque terme de cette somme est inférieur a ( on peut étudier a X

el
log X +1)A+1

W pour constater qu’elle est

} 4+ 1 termes. Donc

fixé les variations de la fonction © —

strictement décroissante), et il y a [kz)gX

u log X K K’
3 | <
nx log 2 (log X + )AL = (log X + 1)4
(n,2)=1

Lemme 3.3.5. Pour tout réel X > 1 et pour tout entier naturel A > 0

R Rl (e eat)

n<X
(n,2)=1

Démonstration. Le principe de la démonstration est un peu différent de celle du
lemme 3.3.4 pour lequel on aurait pu faire la méme.
On cherche a calculer

3 —M -y £ logn % 1n2y_1(n) (3.7)
n<x 1 n<X
(n,2)=1

ol 1(,2)=1 est I'indicatrice des nombres impairs.
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Or la fonction f; multiplicative et définie par

fi(l) =1
filp) =0 pour tout p # 2 (3.8)
f1(28) =1 pour tout k>0
est telle que p X 1, 2)=1 = f1 * . Nous laissons au lecteur le soin de le vérifier
rapidement.
Ainsi

Z M = Z Mlogn = Z fl(é);i(m) log(¢m)

n<X n<X n tm<X
(n,2)=1
1
= Y 5 % M it
0<k<PES T m<X m
0g2
S klog2 3 wu(m 3 1 p(m)logm
= — AT e T
wily P et Ty
et d’apres le lemme 3.3.2, -, X M est un O (W) et d’apres le lemme
u(n)logn 1
3332 %Tg— 1+O(W> POUI‘tOUtk,QkWS
Tog X+1) 5 (idem avec A+ 1) etily a [lﬁ)gg);] + 1 termes dans les sommes. Ainsi

) 1
S Mgl)logn:logQ >k O((]ogX+1)A+2>

(5))(1 0<k<PEZ
1 1
- Y -+ > o ( >
F A+1
pciclsx 2 paiciax  \Uog X +1)

2 log X + 1)A+2

1 1
- 211 - — .
( g[ﬁzzf]ﬂ) o ((logx T 1>A)

— 240 gt )

:10g2<[lfozﬂ+1)mzﬂo<( )
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Lemme 3.3.6. Pour tout réel X > 1 et pour tout entier naturel A > 0

(n) log? n 1
—————— = —4log2 -4 Ol —— .
n o8 v (log X + 1)4

n<X
(n,2)=1

Démonstration. On utilise le méme principe que précédemment avec la fonction f;
définie ci-dessus.

1
= Y Loy M (10000 4 10g 2% 0gm + log? m)
m

0<k<toeX <o
k?log? 2 p(m) p(m) logm log m
= Y ok > e +2log2 > Z
0<k<PEZ m< 2% ogkslfgx m<X
1 pu(m) log? m
- e D

X m
ok

Ici encore, d’apres le lemme 3.3.2 et le lemme 3.3. 3 en ajustant les puissances A,
et sachant que pour tout k et tout A >0 on obtient
pour le premier terme :

1 1
2 2 _
log™2 Z K O((logX+1)A+3> _O((logX—l—l)A)’

0<k<losX
—"—=log?2

1
’ 2’“ log(X/Qk)+1)A < (log X +1)4°

pour le second terme :

2log2 Y ;<—1+O(OOg(X/z:)H)A”))

0<k< loeX
—"—=log2

ce qui d’apres le lemme 3.2.1 est égal a

!
g2t 0L ).
8=+ ((1ogX+1)A>

Et enfin le dernier terme est :

1 1 1
2 2 2’“+O<(logX+1)A>:_4W+O<(logX+1)A>'

0<k<losX
—"—=log2
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Lemme 3.3.7. Pour tout réel X > 1 et pour tout entier naturel A > 0

u log n 9 9 1
= —18log"2 — 12vlog2 — 12(1 +7°) + O | 7——5 | -
n;X & o8 77 <(logX + 1)A>

(n,2)=1

Démonstration. On reprend rapidement la démonstration précédente toujours avec
la fonction f; et en utilisant les lemmes 3.3. 2 et 3.3. 3 en ajustant les puissances A,
et sachant que pour tout k et tout A > 0 . On obtient
cette fois :

3 3
Z p(n) log n:10g32 Z lik p(m )+310g Z Z IOgm

log X X log X &
0<k<PES T m< 0<k<ES =

) 2’C (log(X/Qk)+1)A < (10gX+1
k2
ok

k w(m)log?m 1 p(m)log®m
gy e, s Ly s

m m
X log X X
k 0<k=<1552 Mm%

Le premier terme est un O (W) (il fallait prendre A+4 dans le lemme 3.3.2),

et en utilisant les lemmes 3.2.1 et 3.2.3, on trouve que la somme des 3 termes
suilvants est :

2 k,’2 !
3log” 2 Z 2k<—1+0((log(X/Qk)+1)A+3>>

0<k<loaX
—"—=log2

+3log2 3 2]-2(_27 +0 ((bg(x/zi) ¥ 1)"‘“))

log X
OSkS log 2

+ ;<—6(vl +3°)+0 <(log(X/2'1) + 1>A“>>

log X
0<k<Tog2

dont le résultat est

1
—1810g?2 — 12v1log 2 — 12 2 — .
8log v log (m+7 )+O<(logX—|—1)A>

3.4 Définition de 1, propriétés

Définition 3.4.1. On définit la fonction multzplzcatwe ho par ho(1) =1 et pour

tout p premier et tout entier a« > 1, ho(p*) = — (p 5= W(p ;-
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Autrement dit, pour tout n on a

=1II»

pIn
fa est la fonction qui enléve l'ordre de multiplicité des facteurs premiers. Et w(n) =

> pin L

Lemme 3.4.2. Si fo(n) = Z(—Z; et go(n) = @ alors fo = go *x hg ot hg est la

(
fonction définie précédemment.

Démonstration. On utilise pour cela la méthode de convolution qui est explicitée
dans l'article OLIVIER RAMARE 2012 et dans le chapitre 4, dont le principe est le
suivant :

On cherche I'ordre moyen ou la somme partielle d’'une fonction multiplicative
f. Pour cela on exprime sa série de Dirichlet D(f,s) comme le produit de deux
séries de Dirichlet D(g, s)D(h, s) ou g est une fonction dont I'ordre moyen est plus
facile a calculer et "proche" de f, tandis que h est une fonction "plus petite', percue
comme une perturbation. g et h sont également des fonctions multiplicatives. Par le
théoreme d’unicité de la série de Dirichlet et les propriétés de calcul, on en déduit
que f = g* h et on utilise I’'ordre moyen de g pour trouver celui de f.

Dans notre cas, on a fo(n) = 2% et go(n) = %, on va chercher a expliciter la

: : , pln) 70 . .
fonction hg en exprimant les séries de Dirichlet comme des produits eulériens :

D(fo.5) p(n) —H( by )

S
n>1 ¥ p(n)n p>2 E>1 e(p

H<<>>

Car pour tout k > 2, u(p*) = 0.
Et d’autre part,

ainsi,
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On cherche donc a identifier

On développe et on arrange ce produit pour obtenir

1 1 1

“I1 |1 e+ e 3 e
250 k>1pkz+s k21p(s+1)k = phtst(s+1)k
E>1

1 1 1 1 1 1 1 (1 1
=1+ -+ +5|5— +—=- +.. .
e ps ( 1%21 pk p) p2s (pQ k:z>:1 pk+1) p3s <p3 kz>:1 pk+2) )

On retrouve donc la fonction hg multiplicative par sa définition sur les puissances
des nombres premiers :

ho(1) =
ho(p) = _Zk>1 ot = e (3.10)
ho(p®) = e Zk21 pa+1k—1 = p% - pal_l Iﬁ pour a > 2

On a bien hg(l) = 1 et pour tout p premier et tout entier o > 1, ho(p®) =
1 i

TP T ™)

Remarque : on s’ attend a trouver une abscisse de convergence de D(hg, s)
strictement inférieure a celle de D(fy, s) (qui doit étre la méme que D(go, s)). De
fait, 'abscisse de convergence de D(go, s) est 1 alors que celle d’absolue convergence
de D(hyg, s) est —1. En effet, si on considére le cas s réel uniquement,

ho(p™)] 1
Z as 1 + Z as+s+l

a>1 a>1
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or
1 1 1 1
L4 Y i = 1 s 3t = Crsex (1421,
=i pas+8+1 p(s+1)+1 = pﬁ(s—f—l) ps+2

On a D(]hg|, s) convergente pour tout s +2 > 1 donc s > —1.

O
Lemme 3.4.3. hy étant la fonction définie précédemment, on a
Z ho(ﬁ) =0 et Z ho(ﬁ) = 62
>1 >1
(£,2)=1
(ot &y est la constante des nombres premiers jumeaus).
Démonstration. On calcule Y-y~ ho(¢) a I'aide d'un produit eulérien. En effet :
D ho(0) =11 {1+ > ho(Pk))
21 p>2 k>1
1
= 11—y
p>2 ]%:1 pk(p - 1))
1 1
= - —3 =
p>2 p—1lizp
d’ou
1
ho(0) = (1 = ) =0
2 m0 =115 =y
et ( )
1 plp—2
ho(t) = Q_ >: Pp=2 _g,
2 =TI o) = G =
(£,2)=1
O

Lemme 3.4.4. Pour toute fonction h dont la série de Dirichlet est absolument
convergente d’abscisse de convergence —1, c’est a dire D(|h|,s) converge pour tout
s> —1, on a pour tout X > 1

Zh(ﬁ):O(Xll> et T h(é)z@(l).

X3
VX<t 3 VX<I<X 3

Démonstration. C’est la méthode de Rankin. Pour tout a > 0

vanszjwm(fg

>VX ©>VX

92



) §:mw(j%fs§mw(j%f
(3 o)

S (0] < K <\/1Y> (3.11)

>VX

d'ott e h(l) = O (X73).
Et la seconde inégalité :

Remarquons qu’on aura également

1
> wol< X o< 3 mol=0(g).
VX<b<X (>vX >VX X3
(0.2)=1 (6.2)=1

Lemme 3.4.5. Pour toute fonction f définie par f = g% h ou g et h sont deux
fonctions telles que la série > g(n) est convergente et pour tout X > 1

me=0QmjLDQ

n<X

et D(|h|, s) converge pour tout s > —1, on a

Zf(n)—()(m)-

n<X

Démonstration. Pour tout n, f(n) =>4,—, h(f)g(m), et donc

2. fln) =% h(t) > g(m)

n<X <X mg%
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qu’on calcule maintenant en divisant cette somme en deux termes :

D) Y0 glm)y= > nl) > glm)+ > h(f) > g(m)  (3.12)

<X m< X 1<VX m< X VX <t<X m<X

or, en ce qui concerne le premier terme,

mzs:); s =9 <(log(X/1€) + 1)’4) = ((log\/%Jr 1)A>

et donc

1
egzﬁh(ﬁ) = g(m)‘ <0 ((10g\/y+ 1),4) KZ@W@

= O((longr )e;'

olt 3-g>1|h(£)] est une constante (série convergente). Done 3, 5 h(¢) Pm<X g(m) =

1
O (o)
En ce qui concerne le deuxieme terme, 3 5, x h(0) 2,,< x g(m), on utilise la

méthode de Rankin, lemme 3.4.4 pour le majorer (grace a I'abscisse de convergence
de D(h,s) qui vaut —1). On sait que pour tout ¢, ’ng§ g(m)| < K une certaine
constante (les sommes partielles sont bornées car la série Y g(n) est convergente).

Ainsi ce deuxiéme terme est un O <11) O]
X3

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu'on peut faire la méme démons-
tration avec la condition (n,2) = 1 et qu’on obtient donc le méme lemme avec
les sommes sur les entiers impairs uniquement :

Lemme 3.4.6. Pour toute fonction f définie par f = g% h ou g et h sont
deux fonctions telles que la série Y g(n) est convergente et pour tout X > 1,

> a<x g(n)=0 (m) et D(|h|,s) converge pour tout s > —1, on a

(n,2)=1
1
2 fm=0 <<logx+ 1>A> '

(n,2)=1

3.5 Sommes des ggg log" n

En utilisant les deux lemmes précédents en prenant f(n) = fo(n) = 4% et

g(m) = go(m) = @, on obtient
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Lemme 3.5.1.

o (werr) (Z)Ziio(ﬂg;m)

Lemme 3.5.2. Pour tout A > 0, et pour tout X > 1,

p(n) B 1
2 o 8 =0 <<1ogx T 1>A>

et

un 1
1 = -2 — | .
o(n) ogn 62+O<(10gX+1)A>

n<X
n,2

(n,2)=

Démonstration. Avec les notations précédentes :

n)
M = > fo(n)logn = > go* ho(n)log(n)
n<X TL n<X n<X
m
= ho(t) > Mlog(mﬁ)
<X m<x/e "
m)logm
=Y ho(€)log? Z —i—Zh ) > M
<X m<X/¢ <X m<X/¢ m

Le premier terme se calcule en utilisant le lemme 4.6.1. En effet, la série de Dirichlet
D(hglog, s) est (au signe pres) la dérivée de la série D(hg,s) et elle converge
elle aussi absolument pour tout s > —1. On trouve donc que ce terme est un
O ((10g)(1+1)A)'

En ce qui concerne le second terme, on s’inspire de la méme méthode qu’au
lemme 4.6.1 mais ici on sait d’apres le lemme 3.3.1 que

n)logn
o plnlosn <(logX1+ 1)A> (3.13)

n<X

u(m) log m

et en remplacant directement dans 3y« x ho(€) X< x/e on obtiendrait un

@ (M) pour un ¢ allant jusqu’a X ce qui pose un probleme.
£
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On reprend donc le calcul comme dans le lemme 4.6.1 :

Zho(f) Z N(m)logm: Z ho(€) Z p(m)logm

(<X m<X/ m <VX m<X/¢ m
m)logm
i Z ho Z ,U g
VX<<X m<X/£ m
1 1
= ho(d) | =14+ O ——— —l—(')( )
zgzx/:i ((logj%—l—l)f“) X3

u(m) log m

Le O < ) provenant ici encore du lemme 3.4.4 avec la série convergente »-,,~ =~

On évalue — 3, % ho(f) = d’apres le lemme 4.6.1, 351 ho(¢) = 0 donc

> ho(0) =) ho(0) = D7 ho(f) =0~ > ho(¢) (3.14)

<VX €21 >VX >vVX
Et d’aprés le lemme 3.4.4, Y, g ho(£) = O (Xl) Dot
1
> ho(0) =0 (<) (315
1<vVX X3
et ( )1 )
w(m)logm
) ¥ “o(L)
(<X m<X/t m X3
et donc ()
win 1
logn = O () : 3.16
ng;( ©o(n) (log X +1)4 (3.16)

En ce qui concerne la somme sur les entiers impairs, d’apres le lemme 3.3.5 on
remplace la ligne (3.13) de ce qui précede par

u logn 1
=240|+—71,
n;( (UogX + 1)A>
(n,2)=1

et la ligne (3.14) par

Yo ho(O)= Y hol0) = D7 ho(f)=6s— > ho(f)
<VX £21 >vX >VX
(£,2)=1 (¢,2)=1 (£,2)=1 (¢,2)=1
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Et ainsi on trouve

5 0 3 1 = (o)) (2ol ) )

(¢,2)=1 (m,2)=1

O
Nous venons de calculer Y nsx % logn en passant par ), x wg? logn. On
fait la méme chose avec un 105;2’, )1;uis avec un log®.
Lemme 3.5.3. Pour tout X > 1 et pour tout entier A > 0,
w(n)

n<X<'0n

1
log?n = —2K —_—
og'n 1+O<(10gX+1)A>

ot Ky = Y451 ho(€) log £ est une constante.

Démonstration. On calcule de la méme maniere que dans le lemme précédent :

> '::EZ% logn = Z ho(¢ Z M log (mf)

n<X <X m<X/t
=Y ho(l pim 1og2m+2logmlog€—i-log2 )
23 m<X/£
= > ho(f)log*¢ > 7+2Zh0 )log ¢ Z logm
<X m< X/l (<X m< X/l
+ > ho(0) > Mlog2 m.
<X m<x/e "

Etudions les 3 termes du membre de droite :
Remarquons encore une fois que les séries de Dirichlet D(hglog, s) et D(hglog?, s)

sont convergentes pour tout s > —1 . On utilise lemme 3.4.4 avec hq log et hglog?

ho (f) 10g )

car la série } 4 converge pour tout —a > —1.

Ainsi le premier terme, selon le lemme 4.6.1 sera un O ( Pour le second

1
(logX+1)A)'
terme, nommons Ky = Yy ho(¢)logl = —D'(ho, 1), c’est a dire I'opposé de la
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dérivée de D(hg, s) en s = 1. La convergence est acquise car 1 > —1. Alors

> ho(0)logt Z logm— > ho(€)logt Z logm

<X m<X/¢ <VX m<X/¢
+ > ho(O)logl > pim logm
VX <t<X m<X/¢
1 1
= ho(€)logl | -1+ O(+—F— (’)( )
ggy o(t)los ( ' ((lc»se;XH)f“))+ X3

et ainsi, en utilisant le lemme 3.4.4 appliqué a la fonction hglog

> ho(€)logl = ho(f)logl— > h0(€)10g€:K1+(’)(

7)
X )

<VX €21 >VX 3

on a
> ho(0)logl > plm logm =-K,+0 <1> : (3.17)
(<X m<X/t (log X +1)4

Enfin on procede exactement de la méme maniere pour le troisieme terme, on sépare
la somme en deux partie, avant et apres v X, et en remarquant que d’apres le

lemme 3.3.3, X< x/¢ plegn — 9y +0 ( FRO VSR ) =-27+0 <(log(¢)17)+1)A)
pour des ¢ < v/X et en utilisant le lemme 3.4.4 on a

Sh() Y Mo = Y () (—QWO(W))*O(;;)

<X m<X/£ <X

le dernier O venant du lemme 3.4.4 et comme 3, 5 ho(¢) = O <11) (cf (3.15)),

X3

ce dernier terme est lui-méme un O < ) Et ainsi on trouve
X 3

w(n)

n<XS0n

1
log’n = —2K — .
og-n 1+O<(10gX+1)A>

Remarque : on a également besoin de définir K| = > 1 ho({) log /.
(,2)=1

Lemme 3.5.4. Pour tout X > 1 et pour tout entier A > 0,

un
o(n)

1

n<X
(n,2)=1
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Démonstration. On reprend exactement la démonstration précédente, on obtient
une somme de trois termes dont le premier est ici encore un O (m) Le
deuxieme est

3 mioost 32 i oem = 5 mioont (24 0((g ) ) <0 ()

<X m<X/¢ 1<VX
(¢,2)=1 (m,2)=1 (£,2)=1

et

ST ho(@)logl= Y ho()logl— > ho(é)logﬁzKHO(;;)

<VX £>1 >VX
(6,2)=1 (6,2)=1 (4,2)=1

donc on a pour le deuxieme terme (le second facteur 2 vient du double produit)

1
—4K! —_ .
1 +0 ((logX+ 1)A>

Ici encore, pour le troisieme terme, on sépare la somme en deux partie, avant et apres

y N w(n) logZn 1 o
VX, d’apres le lemme 3.3.5, Z{:;;)Zgl B == —4log2 -4y + 0O (W) =

—4log2—4v+ 0O <W)1W) pour des ¢ < v/X et en utilisant le lemme 3.4.4 et

comme Y, /5 ho(f) = G+ O (X11> (cf (3.15)), on trouve pour le dernier terme :
(4,2)=1 3

1
—4651l0g2 — 4 —_— .
62 0og 627+O<(10gX—}—1)A>

Lemme 3.5.5. Pour tout X > 1 et pour tout entier A > 0,

p(n) g 1

ot Ky = Y41 h(£) log® (.

Démonstration. On démontre cette égalité de la méme maniere que dans les lemmes
précédents,
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> Hn) log®n = > ho(0) > ,u 10g (ml)

n<X ¢(n) <X m<X/z
=Y ho(l plm log3m+3log2mlog€+310gmlog2€+10g3€)
(<X m<X/e

>

<X

qu’on développe :

> ho(0) log® ¢ Z +32h )log ¢ Z log m

<X m<X/t <X m<X/
B o0l t Y P iggim S ey 3 A 1og3m.
<X m<X/t <X m<X/t

Etudions les 4 termes du membre de droite comme précédemment :
Ajoutons simplement que la série de Dirichlet D(hyg log®, s) est elle aussi conver-
gente pour tout s > —1 . En outre, comme on I'a déja dit, le lemme 3.4.4 s’applique

. - ho (£) log®
avec des fonctions holog" car la série de>1 W convergera pour tout —a > —1

donc on prend encore a = %
Ainsi le premier terme, selon le lemme 4.6.1 est un O (m) Pour le second

terme, on a toujours Ky = Yy ho(€) log £. Alors
M p(m ) 2
ho(£) log ¢ Z log m = Z ho(£) log ¢ Z log”®m
m<X/t 1<VX m<x/e

LY h@loge Y M 2,
VX <l<X m<X/¢

<VX

et ainsi, puisque en utilisant le lemme 3.4.4

> ho(€)logl = ho(f)logl — > h0(€)10g€=K1+0(X11>7

<VX €21 >VX
on a
> ho(0)logl > wlm) log m=—2vK; + O <1> : (3.18)
(<X m<X/t (log X + 1)4
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Pour le troisieme terme, si Ko = Y451 ho(£) log® € = D"(hg, 1), c’est a dire la dérivée
seconde de D(hg, s) en s = 1. La convergence est acquise car 1 > —1. Alors

> ho(0)log? ¢ Z logm— >~ ho(€)log® ¢ Z logm

<X m<X/¢ <VX m<X/¢
CY h0leg2e Y M g0,
\/7<£<X m<X/f
1 1
_ h(€)10g2€<—1+0>+(’)(1>.
g}y ’ <(10gX+1)A) X3

Et encore, puisque en utilisant le lemme 3.4.4

> ho(0) log® ¢ = > ho(l) log® ¢ — > holf) log® (= K5+ O ( 11)
(VX =1 VX A

on a

> ho(€)log? ¢ Z logm =-K,+0O <1> (3.19)

<X m< X/t (log X +1)4

Enfin cette fois-ci le dernier terme sera

1
(<X m<x/e 1<VX g

En effet, on utilise le lemme 3.3.3, le dernier O vient du lemme 3.4.4 et comme
Ycyx ho(f) =0 (X1> ce terme est lui-méme un O ( ) selon (3.15). Et ainsi
= 3

on trouve

oa\»-‘

X

~—

#n)

1
log®n = —67K, — 3Ky + O () . (3.20)
x v(n)

(log X + 1)4
[l

En nommant K, =Y ;1 ho(¢)log? £ et en procédant exactement de la méme
(£,2)=1
maniere sur les entiers impairs on obtient :
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Lemme 3.5.6. Pour tout X > 1 et pour tout entier A > 0,

> ) Yoty — —12K/(log2 + v) — 6K,

1
66, (310g22 + 2vlog2 4+ 2(1 +’72)) +0 <W> :

3.6 Démonstration du théoreme 3.1.2

On calcule maintenant

S (uxlog®)(n)A(n+2) = > u(d) > log’(O)A(dl + 2).

n<Xx d<X <X/d
(n,2)=1

On coupe cette somme en deux parties :

o) Y lg(OA@+2) + Y pld) Y log¥(OAdL +2)

S LA TP SdsX - E<X/d
(d,2)=1 (D=1 (d,2)=1 (62)=1
= S1+ Ss.

(3.21)
On évalue donc ces deux sommes...
3.6.0.1 Evaluation de S;

On commence par majorer le deuxieme terme de (3.21), c’est a dire

> opud) Y log?(O)A(dl + 2).

X (<X/d
(log X)B Sd=X e_2 11
(d.2)=1 (2=

Ce terme, en valeur absolue, est inférieur a

S Y bg(OAd+2) < Y log? (5) S A(dl+2)

X (<X/d X <X/d
(log X)B SA=X = / (log X)B sd=X - /
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or d’apres le théoreme de Brun-Titchmarsh, voir H.L.MONTGOMERY et R.C.VAUGHAN

1973
2(X +2)log(X + 2)

A(dl +2) <
ZgZX/d p(d)log 52
donc on trouve comme majorant (en majorant log & par log 22 et en simpli-
fiant),
Y log? (X + 2> 2(X 4 2)log(X +2)
R o)
1
<2(X +2)log(X +2)log*((log X)?) > —.
— X - <d<Xx wld)
(log X)B ="=
Comme Y4 x ;{5 = Cilog X +O(1),0u €, = 315¢3) | yoir SITARAMACHANDRARAO
1985, on trouve
> b =CilogX —C; logLB—i—O(l) = C; log((log X)?) + O(1)
x ey P(d) (log X)

(log X)B =

et donc un terme dominant en

2C1 (X + 2)log(X + 2)log®((log X)?) = 2C;, x B*(X + 2)log(X + 2)log*(log X)

(3.22)
qui est bien un o(X log® X).
3.6.0.2 Calcul de 5,
On s’intéresse maintenant au premier terme de (3.21).
> uld) Y log’(O)A(dl +2)
<X _ <X/d
~ (log X)B
(d,2)=1
m — 2
= X ) X gt (M) Am)
<X 3<m<X+2
~ (log x)B m=2 mod d
(d,2)=1
or
-2
> log? (m) A(m)
3<m<X+2 d
m=2 mod d
X -2 X 3 t—2
— Y A(m) [1og3 () _ log? ( ) dt] . (3.23)
3<m<X+2 d m t—2 d

m=2 mod d
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On aura pour le premier terme

X -2
> gt (S7) X Awm)

d<—X 3<m<X+2

_(;;%‘jf m=2mod d
X -2\ | X+2 X +2

- pld)log® (5= | ==+ A(m) -
2 7)o =N
— (log X)B m=2 mod d

(d,2)=1

ou, d’apres notre hypothese (C)
X +2 X+2

2| 2 M- 'S (log(X + 2))°

d<
_(1°gX) m=2mod d

(d,2)=
donc
X =2 X+2 X +2
log? () A(m) — ‘ < (3.24)
> T ) e, D | S ToaX 4 2P
~ (log X)B m=2mod d
(d,2)=1
(en majorant log® ( ) par log®(X + 2)).
Et notre terme pr1nc1pal est
X -2\ X+2
w(d) log® ( > 3.25
) 2; (d) i) o (3.25)
~ (log X)B
(d,2)=1

qu’on évaluera plus loin. Le deuxiéme terme de (3.23) est

S A0 [ g () [ 2 amnes (157) 755

3<m<X+2 3<m<t+2
m=2mod d m=2 mod d
avec
t+2 t+2
Yo Am)=——+| > Am)-——=
3<m<t+2 p(d) 3<m<t+2 p(d)

m=2 mod d m=2 mod d

Encore une fois on traite deux termes, celui de gauche (terme dominant) et celui
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de droite, le terme d’erreur, qui est en valeur absolue inférieur a

t+2| dt
log® ( > A(m) — ‘
/ 3<mz<t+2 @(d) t—2
= (log X)B m=2 mod d

Ce qui, en utilisant encore notre hypothése (C) et en majorant log” (%) par
log?(t — 2) est inférieur &

;. X /XlogQ(t—2)dt_ X iy X
(log X )5 t—2 7 (ogX)p % T T (log X)2
et le terme de gauche est
p(d) (X 5 (t=2
3% 7/ log () dt. (3.26)
d) Js3 d
S p(d)
(d2)=1

Remarque : ce terme contenait un facteur 42 = 1 + - dont on sait que le

deuxiéme terme sera un terme d’erreur. Et ol

[ (52w oo ()] [ R ()

= (X —2)log? (Xd_2> —log?d — 2 {(t—Q) log (t_d2> —t}j.

Ainsi, on trouve finalement

p(d) o (X =2 pi(d) X -2
3x Y Ellog <>—6X }j 1og<>+(9X1ogX
S eld) d _(d) d ( )
(4221 (dl‘éix’

qui est un o(X log” X) (on le comprend encore en calculant le terme principal
ci-dessous).

3.6.1 Evaluation du terme principal

Il nous reste a évaluer le terme principal (3.25)

p(d) g <X - 2)
X lo )
Z o(d) d
*(logX)B
(d,2)=

105



On développe

X—2
log® (d) —1og?(X — 2) — 3log(X — 2)logd + 3log(X — 2)log?d — log® d

et on utilise les lemmes précédents pour évaluer les sommes du type

d
Z Mlogkal.
% p(d)
~ (log X)B
(d,2)=1

D’apres le lemme 3.5.1,

, d X
Xlogi(X =2) 2, %:O<<logxw-3>

d’apres le lemme 3.5.2,

ds (log X)B
(d2)=1

(3.27)

d’apres le lemme 3.5.4,

3Xlog(X —2) % pd) log? d
g T p(d)
~ (log X)B
(d,2)=1

X
= —12(K! log 2 Xlog(X —2 _—
(K} + Sylog2 + Gyv) X log( )+ O ((logX)A—1>

et d’apres le lemme 3.5.6,

-X <ZX ::Efl; log’d = o (X log X).

— (log x)B
(d.2)=1

C’est donc bien (3.27) le terme principal et tout le reste est un o(X log” X), ce
qui justifie pourquoi on a pris log” X au dénominateur dans ’hypothése (C) pour
la majoration (3.24).
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4Méthode de convolution

Cette partie fait U'objet d’un article grand public indépendant, c’est
pour cela qu’elle est rédigée en langue anglaise, mais la méthode qui
est explicitée ci-dessous nous a servi dans le chapitre précédent et c’est
un outil mathématique intéressant en tant que tel. L’intérét principal
de cette partie, outre Uaspect pédagogique, est de montrer que cette mé-
thode fonctionne également pour des fonctions non positives comme dans
le troisieme exemple.

4.1 Introduction

Many arithmetical functions have an erratic behavior which makes their arith-

metic mean )
X > f(n)

n<X

a much better way to "know" them.

Thus, the average order of an arithmetic function is some simpler or better-
understood function which takes the same values "on average". We define an
average order of an arithmetic function f to be any function ¢ of a real variable

such that

> fn)~ ) gn).

n<X n<X
By ~ (equivalent), we mean asymptotically equivalent such that if the limit
lim, . F(z)/G(x) exists it is equal to 1 (for example In(x) + 1 ~ In(z)).

In general we try and find a function g which is commonly known (usually
continuous and monotonic), and whose asymptotic behavior is easy to determine.
It is this asymptotic equivalent that we usually call the average order.

There does not always exist an simpler average order than f, but for many
functions it does exist and it is a regular function. Through three examples, this
article will explain the convolution method that helps determine the average
order of some multiplicative functions.

We shall first consider the following function

fon) = [1(p+2). (4.1)

pln
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in which p represents a prime number, so we are considering here the product
for all prime numbers dividing n. We remind the reader than an empty product
is to be assigned the value 1. We will use the same conventions in the rest of this
document. Below are the values of fy(n) for n between 1 and 20.

1,4,5,4,7,20,9,4,5,28,13, 20, 15, 36, 35, 4, 19, 20, 21, 28.

This sequence does not give much information on the function’s behavior, but
we will prove the following theorem.

Theorem 4.1.1. For all o, a real number in |1/2,1],

£ 5 i) = 5 XTI +2) = GoX +O(x7) (4.2)

n<X n<X pln

where

1 1
Co=>TI(1+———) =06842..
' 2H< +p(p+1)>

p>2

We will then prove a second theorem that gives the average order of

filn) = 20, (4.3)

Theorem 4.1.2. For all o, a real number in ] — 1,0],

1 6 i
X > filn) = o) +O(X7), (4.4)

n<X
where the O contains a constant number depending on o.

Those two theorem are similar to those proved by Olivier Ramaré and Perrine
Berment in their article OLIVIER RAMARE 2012. But we will extend this method
and consider average orders of fuctions involving the Mébius function. Hence the
following theorem shows that the method works with non positive multiplicative
functions and gives constants when we only used O in the previous chapter.

Indeed if we consider

fs(n) = M and g3(n) = M (4.5)

we will find a function h3 such that f; = g3 x h3, as explained in the next para-
graph, and obtain the following result.
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Theorem 4.1.3. For all X > 1,

Zun 0.082 30
1ogX Xl/3

n<X(’Dn

(4.6)

This theorem is proved for all X > 100000 and we check it holds for any X > 1
with GP calculator. We then easily use its proof to get a more general theorem
below.

Theorem 4.1.4. For all function f defined by f = g3 x h where gs(n) = “( and
h is such that D(|h|, s) is convergent for all s > —1, we have for all X > 100000,

C (o
n;(f - logX X1/3
where C'= = D(|h|,0) and C" = D(|h|,—2/3) + D(|h|,0).

The pr1nc1ple of the method is the following : we use the notion of abscissa
of convergence to define a concept of size of an arithmetical function: a function
f1 is greater than a function f; if its abscissa of convergence is greater. The idea
of the convolution method is to express a function f for which we would like
to calculate the average order as a convolution f = g x h with the abscissa of
convergence of g and f being the same and the abscissa of convergence of h
being smaller. Hence we will consider h as being a slight perturbation and f
being a slightly modified version of g, this latter being a known multiplicative
function with a known average order. The average order of f is then the average
order of g x h which is usually dominated by the average order of g.

The key of the convolution method is the uniqueness theorem (Theorem 4.3.6).
If D(f,s) = D(g,s)D(h,s) then f = gx h. And f and g being multiplicative, we
will express their Dirichlet series with Euler products (Theorem 4.3.5).

The convolution method is highly effective, and though it does not work for

some multiplicative functions, it does for most of the usual ones, making it a
great tool.

4.2 Dirichlet convolution

The Dirichlet convolution of two arithmetical functions f and ¢ is defined by

(fxg)(n) =>_ f(n/d)g( (4.7)

d|n

The function §,—; also named §;, defined by 6;(1) = 1 and 6(n) = 0 for n # 1,
is the identity element for this multiplication, as for all arithmetical function g,
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we have

(61 % g)( Z o1(¢ = g(n).

Im=n

The reader can easily verify the two following properties.
Property 4.2.1. Dirichlet convolution is commutative and associative.
Property 4.2.2. Dirichlet convolution distributes over addition.

Thus, these two operations give the set of arithmetical functions the structure
of an algebra over a commutative ring.
A very important theorem for multiplicative functions is

Theorem. If f and g are multiplicative, so is their Dirichlet product f % g.
To prove the theorem above, we use the following lemma.
Lemma 4.2.3. Let m and n be two relatively prime integers. For all function F,
we have
S F(d)= > Y F(didy).
dlmn di|m da|n

Proof: Let n be an integer, and let D(n) be the set of its positive divisors, for
example D(12) = {1, 2, 3,4, 6, 12}. We consider the two following functions :

®: D(m) x D(n) — D(mn), V¥ :D(mn)— D(m) x D(n),
(dh dg) — dids d (ng(d, m), ng(d, n))

We now prove that ¥ o & = Id and ® o ¥ = Id, hence the lemma is a direct
consequence of the equivalence d/mn < d = dydy, with d;/m and dy/n.

First, let (dy, d2) from D(m) x D(n).
We have ged(didy, m) = dy and ged(dyde, n) = dy, hence W o & = Id.
Conversely, if d divides mn, we have

ged(d, mn) = ged(d, m) ged(d, n) therefore ® o ¥ = Id. O

Using this lemma, we can now prove Theorem 4.2

Proof: Clearly (f x g)(1) = f(1)g(1) = 1. Then, given m and n two relatively
prime numbers,

(f > g)(mn) Zf( )

dlmn

Lemma 4.2.3 tells us that

(F % g)mn) 22f<d1d2) (dud)

di|m dz2|n

=D > f(m/dz)f(n/d)g(d1)g(da) = (f * g)(m)(f * g)(n)

di|m dz2|n
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Note that this property can be used to prove that 7 is multiplicative, as 7(n) =

(1% 1)(n).

4.3 Dirichlet series

Definition 4.3.1. Let f be an arithmetical function. The Dirichlet series associated
with f is defined for all real number s for which the series is convergent by

D(f.s) = Y flmn . (48)

n>1

Note: There might not exist values of s for which the Dirichlet series is defined,
for example if f(n) = e .
Also, Dirichlet series are usually defined on C but in this article we only need s to
be a real number. More information about Dirichlet series can be found in HARDY
et RIESZ 1915.

4.3.1 Abscissa of absolute convergence

Definition 4.3.2. The abscissa of convergence for a function f, is the smallest
real number o, such as the Dirichlet series D(f,s) is convergent for all s > o.. If
D(f,s) is convergent for all s, we say that the abscissa of convergence is —oo.

Example 1. The abscissa of convergence is —oo for f(n) = e ".

Definition 4.3.3. The abscissa of absolute convergence for a function f, is the
smallest real number o, such as the Dirichlet series D(|f|,s) is convergent for all
s> 0,

Note : The series might not be convergent for s = o, (or 0,). Landau’s theorem
stipulates that if f is positive and o, is finite, the Dirichlet series associated with
f diverges in o, (see APOSTOL 1976 for example, Thm 11.13).

Property 4.3.4. Let f be an arithmetical function such as the associated Dirichlet
series is absolutely convergent for some s. Thus, for all v > s, the series D(f,r) is
absolutely convergent.

Proof: We have

f(n)n®

D = —.

(f’ ’f‘) 1%1 ns nr
r > sson®/n" < 1,hence D(|f|,r) < D(|f],s), i.e. the Dirichlet series associated
with f is absolutely convergent for all » > s. 0
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4.3.2 Euler product

Infinite sums of multiplicative functions can be expanded into infinite products
over prime numbers, with the same abscissa of absolute convergence. This is a
consequence of the following theorem of Godement (see GODEMENT 2012).

Theorem 4.3.1. Considering a sequence (u,) such that 32,51 |[u,| = M < 0o, then
1<j<n

2. If for all j, 14+ u; # 0 then P # 0.
We write P = [1,,>1(1 4+ u,) and we say that the product is absolutely convergent in
Godement’s sense.

Proof: 1. We have P, — P,_1 = u, P, SO

|Pn_Pn—1 |§|un||Pn—1|§|un| H 6‘uj|§|un|€M-

1<j<n—1
2. We find some product @) such that PQ = 1.
Indeed, for all j we define
1 Uj
'Uj = — 1l = — .
1 —+ U,j 1 + Uj

The sequence (v;) is well defined as for all j, 1 +u; # 0. And X, |v;]| < oo as
lv;] ~ |u;]. So if @ = [1,>1(1 + v,) then, as we have for all j, (1 + u;)(1 +v;) = 1,
we easily deduce PQ = 1. O

So we will say that a product is absolutely convergent in Godement’s sense
if it can be written [](1 + u;) with }_ |u;| bounded. And this can be applied to
Dirichlet series of multiplicative functions : if D(f,s) can be expanded into a
Euler product, it means that the product is zero if and only if it contains at least
one zero factor.

Property 4.3.5. Let f be a multiplicative function and assume that the Dirichlet
series associated with f is absolutely convergent for some s. Hence, D(f,s) is
expandable into the Fuler product in Godement’s sense:

D(f.s) = Hzf(p )

ks
p>2k>0 P

Proof: The idea is to express n as its product of prime numbers. Then, f being
multiplicative, this proves the theorem. A complete proof is in TENENBAUM 1990.
0
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The Riemann zeta function is the Dirichlet series associates with the constant
function 1 which we named 6, and 1 in the inventory. Thus it is the simplest (and
most famous) Dirichlet series. It is defined for all s > 1 by

= Zn’s.

n>1

Note : Riemann considered complex values of s and connected the distribution
of primes to analytic properties of the function (.
As the function 1 is multiplicative, the function ( is expandable to the Euler

product
1

o) =TI(XC =) =TT -, (4.9)

p=>2 k>0 p=>2

which is absolutely convergent for s > 1.

4.3.3 Uniqueness theorem

For every arithmetical function we can associate a Dirichlet series, as long as
the last is convergent for at least some s. We see below that a function f is
uniquely determined by its Dirichlet series.

Property 4.3.6. Given two functions f and g such that their Dirichlet series are
both absolutely convergent for some s and that D(f,r) = D(g,r) for allr > s, then
f=g

Proof: Let hy = f — g, we have D(h;,r) = 0 for all » > s. As the series is
convergent for r = s + 1, hy(n) = hy(n)/n**! is bounded (in absolute value) and
D(hg,r) = 0 for all r > —1. We will prove that hy = 0.

Let’s assume that hy # 0. Let ny be the smallest integer for which hy(n) # 0. We
have, forr > 1

nSD(hQ, ) hg no Z hg —_— — h2 no Z h2 —

n>ng n>ng+1

Hence, if comparing the sum to an integral we have

: ng
75D (2, ) = ha(ng)| < max |ha(n)| D —

n>nop+1 n

©dt  ngmax, |ha(n)|
< max |h / @ ,
= m7?X| 2(”)|n0 no 1T (7“ — 1)

nomax,, |ha(n)|/(r —1) — 0 when r — +o0o . And as D(hy,7) = 0 (and so
niD(hy, ) = 0), we should have hy(ng) = 0, hence the contradiction.
O
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4.3.4 Dirichlet series and convolution

The two operations defined in chapter 4.2 on the set of arithmetical functions

are precisely the ones involved when adding or multiplying two Dirichlet series.

— Addition (+) : given two functions f and g which Dirichlet series are abso-
lutely convergent for some s, we have

D(f +g;s) = D(f;s)+ D(g;s).

— Multiplication (%) : given two functions f and g which Dirichlet series are
absolutely convergent for some s, we have

D(f *g;s) = D(f;5)D(g; s).

The last identity, which is easy to establish, means the Dirichlet series of a
convolution is the product of the Dirichlet series the same way the Fourier trans-
form of a convolution is the product of the Fourier transforms for real values.

Note : the abscissa of convergence of the Dirichlet series associated with f x g
is clearly less than or equal to the maximum of the abscissas of convergence of f
and g. There is usually equality when those abscissas of convergence are distinct
and none of the factors is null.

4.4 The step-by-step guide to convolution method
and proof of Theorem 4.1.1

We let the reader quickly check that f,, f; and f3; are indeed multiplicative
functions, f, from its definition, f; and f3; as quotients of two multiplicative
functions. And we now start the step-by-step guide to convolution method with
those three examples..

Step one: finding the right Dirichlet series

Let us express the Dirichlet series associated with f, as an Euler product, we
have

D(fo5) = 3 el 2 H<1+ s 2 ”)>.

n>1 n p>2 k>1

But p’ and p being prime numbers, the only p’ that divides p* is p’ = p. So what
remains from the sum inside the brackets is

Z(p+2) _ p+2

ks ks_ s_ '
k1 P k>1 1
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The Dirichlet series associated with f is given by

D(fo,s) = H(l L btz ) (4.10)

p>2 pr—1

We now notice that this product is similar to

1
(14 )
p>2 p—1

which is equal to ((s — 1).

We remind the reader that our goal is to find a function g and a function & such
that fo = g x h. According to the property 4.3.6 and the fact that the Dirichlet
series of a convolution is the product of the Dirichlet series, we are looking for a
Dirichlet series H(s) = D(h, s) such that D(fy,s) = ((s — 1)H(s)

So our function g here would be the function 6, that associates n to n and which
Dirichlet series is ((s — 1) we now need to find the function A, but first to find
H(s).

Let us "take" {(s — 1) "out" of our product.

- 2)-o-n 22

S __ s—1
p>2 p>2 pP—1 p

1 p+2 p+2
=((s—1 (1 — + — )
( )};[2 pt o op=1 pipr—1)

zg(s—l)H<1—|— 2 L

252 P — 1 p372<p5 _ 1)

_1>

P pt = 1)
=((s = 1)H(s).

Step two: identifying the function

We must now express H(s) as a Dirichlet series and at the same time consider
the values of s for which H(s) is absolutely convergent. We remind the reader
that we are looking for a function A such that

H(s) = D(h,s) =Y _ h(n)/n’ (4.11)

n>1
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And because we only consider multiplicative functions, the series can be expan-
ded into the Euler product

D(h,s) = H<1+kz>:lp )

p>2

Hence we have

9 1 1
— - — - — . (4.12)
mlp ﬁ—l p2(ps—1) pi(ps—1)

Because h is multiplicative, the series H(s) will be absolutely convergent if
in the right member of this Euler product we have > = , ¥ m and

> m that are convergent. Which means we must have at the same time
s> 1,25 —2 > 1hence s > 3/2 and 2s — 1 > 1 hence s > 1 again. Thus, the
abscissa of absolute convergence of h is at most 3/2.

This result is coherent with our goal which was to find a function ~ "smaller"
than f and ¢ as defined in the introduction of this section. Indeed, the abscissa
of convergence of ¢ = 6; (associated with ((s — 1)) is 2, and so will be fy’s as
we can guess from the way we defined ¢ and h and as we can verify when f is
determined.

Let us now explicit H(s), using the identity

2 1 1

plp RS pr2pr—-1) plip—1)

Let us modify the right hand member so that it can be identified with the left
one. We use the simple fact that

1_1=27g (4.13)

Hence
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which is equal to

1+

p > pks 2s 2 k>0 p 2s 1 k:>0 pks
1
_ 2
=142 Z (k+1)s -P Z (k+2)s —-D Z (k+2)s
k>0 P k>0 P
2 —p° — + 2
Syl or?

ks
k>2 p

Identifying each term of these series, we define the multiplicative function A
by
h(p) =2,
{h(Pk) =—p*—p+2 fork>2, (4.14)

which meets our requirements.

Step three: determination of the average order of f

We will use the following lemma.

Lemma 4.4.1. For all a € [1,2] and all M > 0.

> om=1M*+0(M*) (4.15)

m<M

Proof: for all integer N we have

> n=N(N+1)/2,

n<N

thus, for M > 1, M being a real number, we have

> o m=1iM(M+1)+O(M)=iM*+O(M). (4.16)

m<M

This estimation is true for any M greater than or equal to 0, and obviously for all
€ [1,2],
> m=1iM*+ O(M®).
m<M
O
As D(fo,s) = ((s—1)H(s), we already explained in the first step why f, = 6, xh.
Let us express f; as the convolution of §; by h.

= > h(O)or(m) = > h(O)m

Zm:n m=n
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We are now ready to calculate the average order of f,. We have

S f) = X hOm=Y ht) Y m. (4.17)

n<X Im<X <X m<X/¢

The lemma 4.4.1 works as we actually need the error term to be less good be-
cause of the abscissa of absolute convergence of i which is 3/2, and this allows
us to easily finish our calculation.

¥ ) = £ h) (35 + 050

We conveniently notice that the condition ¢/ < X can be replaced with ¢ > 1 as
the identity (and estimation) remains true. And so :

5 foim = 510 ooy MOTY

n<X >1 >1

We now understand better why we needed the error term power in (4.4.1) to
be greater than 1. H(s) is absolutely convergent for s > 3/2 so >, |h(£)|/¢* is
finite for all o > 3/2. And the error term only makes sense for o < 2.

In conclusion, if we let 0 = o — 1 we find that

T I i =3 X0 w0 (X";'ha )

n<X (>1

for all o €]1/2, 1] which concludes the demonstration of Theorem 4.1.1.

Expression of the constant (
In Theorem 4.1.1 we stated that
1 h(¢
*Zfo COX"—O(XU) SOCOZQZgg)

n<X >1

(4.18)
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with

h(¢ h(p"
01105 2)
iz ¢ p>2 k>1 P
2 ) 1
=1+ 5+ -p+2) >
p>2 p k>2 P
2 (—p2—p+2)>
=TI(1+=+
p>2< p2 p2(p2 - 1)
(pQ—p)> ( 1 )
=1+ %) =TI(1+
p>2< p*(p* - 1) pl;[z plp+1)

Hence Cj = § 1,52 (1 + p(TIH))'

4.5 Second example of the method, proof of
Theorem 4.1.2

In this part, we are considering the function below

for which we cannot use directly use the convolution method to determine its
average order for divergence reasons. So we determine the average order of

fa(n) = eln) (4.19)

and then use a summation by parts explained in the next section.

4.5.1 Determination of the average order of f,
Step one

Let us express the Dirichlet series of f, as the product of two Dirichlet series.
f2 being multiplicative, we have

D) = X ED - (14X 27 (1.20)

n>1 p>2 k>1
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but for all k£ > 1 we have p(p*) = p*1(p — 1) so

D) = [ (14 X ) - T 1+

p>2 k>1

We notice that this product is similar to

1
p>2
So we now write

1 1 1
D(fs,5)=((s+1) H (1 + Pl — 1 o p(ps*1 — 1)) (1 - ps+1>

p>2

1 1 1 1 1
—¢s+D]I(1 - S .
<(S + ) H ( + ps—i-l -1 p(ps+1 _ 1) ps+1 p8+1(p8+1 _ 1) + ps+2(ps+1 _ 1))

p>2

Fortunately, a few simplifications occur here as

1 r 1
pitl — 1 N pstl pHi(pstt — 1)
so finally
1 1
D(fa,8) =((s+ 1)1)1;[2<1 — T + P (T = 1)>. (4.22)
Step two

Our goal is again to find a function ¢ and a function 4 such that f, = g+ h and
so that D(fs,s) = D(g,s)D(h,s). So our function g here would be the function
that associates 1/n to n and which Dirichlet series is ((s + 1) we now need to
find the function A such that

D(h,s) =[] (1 - p(psj " ps“(p'*”1+1 - 1)) H< +kz>:1 )

p=>2 p>2

Note that the absolute convergence of this series (expressed as a Euler product
here) will be secured by having s +2 > 1 and 2s + 3 > 1 hence s > —1. We now

120



need to identify the terms inside the Euler products

3 h(p*) _ 1 . 1 - 1 N .
= e plptt = 1) pHR(ptt —1)  p (- ) pP (- )

As we have , 1
1— 1 D (4.23)

Pl k>0 P

we can deduce that

h@*) _
Z ks +22 k(s+1) 25+3Z +1)

k>1 P
1 1 1 1
- _5 lg) plE+Dstht1 + ;9 lg) p(E+2)sth+2
11 11

ppitt T prp

And finally, if we define the multiplicative function h by

(p)
{h(pk) — 0 fork>2, (4.24)
it meets our requirements. We note that we have h(n) = “727;) !
Step three
Let us calculate the average order of f, using the convolution g x h.
= > h(¢
fm=n
We have .
Y. fn)= > h(O)— = h(l) —, (4.25)
n<X tm<X <X m<x/e "
but for all real number M > 1 we have
1
> —=InM+~+O(1/M). (4.26)
m<M
Please note that we also have :
1
Y —=InM+~+0(M?) (4.27)

m<M
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for all o € [-1,0] and all M > 1 and where + is the Euler constant.

Here again we need the error term to be less good because of the abscissa of
absolute convergence of 4 which is —1.

3 ) = Y-y 44+ 003)

n<X <X

And here again, the condition ¢ < X can be replaced with ¢ > 1 as the identity
(and estimation) remains true. And so :

Z f2<n) = lnXZh(E) — Zh(f) 1nf+'yZh(£) +O<XUZ ‘h(f)’)

n<X >1 >1 £>1 >1

H(s) is absolutely convergent for s > —1 so ", |h(¢)|/¢? is finite for all o >
—1. And the error term makes sense for 0 < 0 and so for all 0 in | — 1, 0],

S fon) =X S () = S k() Int 443 h(6) + O(X7).

n<X >1 >1 >1

Determination of the constants

First we have

sh0-Bl-3) a5

2
>1 p>2 T

Then the series
S h@)me=S" (221” : (4.28)

>1 0>1

is absolutely convergent, as > 1?—25 is convergent.
Note: if we define H(s) = D(h,s), the series (4.28) is actually the opposite of
H'(0) where H’ is the derivative of H.

4.5.2 Summation by parts
Lemma 4.5.1. If for some o in | —1,0],

“0(’;) —alnX +b+ O(X%) (4.29)
n<X n
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where a and b are real numbers, then we have

5200 x4 ooy

n<X
Proof: We consider that we have (") =alnX + b+ O(X7) and deduce
Yn<x £, There are two important th1ngs that we will use in this technique.

The ﬁrst one being the simple fact that

n:/ndt
0

and the second one being that for all function f and for all positive real number

X we have
> ) [ at = / > fn (4.30)

n<X t<n<X

Let us name S the sum S(X) =3, .x £ 201 — 4ln X + b+ O(X?), we then have

n?

Z(p Xn?/dt/z:)(n2

n<x T t<n<

— / (t))dt = XS(X) — /0 * St
=aXIn X +bX + O(X7) = [a(tint — t)}: —bX + O(X7H)
=aX +O(XH).

4.5.3 Conclusion

So if we identify the constants used in the summation by parts in (4.29), we
have a = ﬁ and b = 75 + H'(0).
From the above and the summation by parts, we deduce that for all o in | -1, 0]

we have

1 o(n) 6
— A D o).
X 2 n o o)

which concludes Theorem 4.1.2.
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4.6 Third and last example, proof of Theorem 4.1.3

In this last example, f3(n) = %, it was one of the functions implied in chapter
3 and g3(n) = @, we found a multiplicative function h3 (named hq in chapter

3) in section 3.4, so that f3 = g3 x hs, expressing their Dirichlet series with Euler
products. The function h;3 is defined with its value for prime powers by

hs(1) =1,
1 1 1
h p)=— —_— 4 - = — ,
+(p) ,glp’“ P plp—1) (4.31)
1 1 1 1 1
hs(p) = — =Y ———— = — — e for a > 2.
3( ) pa ];_ pa+k—1 pa pa—l p— 1
So h3(1) = 1 and for all prime p and for all integer o > 1, h3(p®) = _po‘(;—l) =
——L _ And so
pe(p™) 1) ®
—1)w(n
hs(n) = ———~
) = )
where
F(n)=]Ip
pln

F is the function that removes the multiciplity order to each prime factor of n.
And w(n) = 3, 1.

Note: we expected to find the abscissa of absolute convergence of D(hs, s)
strictly less than the one of D(f3,s) (which is the same as D(g3,s) = ﬁ).
Indeed, the abscissa of absolute convergence of D(gs,s) is 1 when the abscissa
of absolute convergence of D(hs, s) is —1. As for any real number s,

3 [ho(p®)] -0 (1 + 3 pa:rsH) (4.32)

QS
a>1 P a>1

And
1

1 1 1
1+ — =1+ :CStX<1+>
az>:l pas+s+1 p(s+1)+1 %:0 pﬁ(s—‘rl) ps+2

So D(|hs], s) is convergent for all s +2 > 1 hence s > —1.
We now find that

Lemma 4.6.1. Let hs be the function defined above, then

1
Y hs(€) =0 and > |hs(0) =]] (1 + = 1)2> = 2.8264...

>1 >1 p>2
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Proof: We use a Euler product

S =111+ 500 <11 (1= 5 )

21 p>2 k21 P22
1 1
(-5
p>2 ( p—1 klek)

hence
1
hs(f) = (1 — > =0
; 171;[2 (p—1)?
And we deduce easily the second sum as it is equal to [],>, (1 + 2 k1 Wl—n>' O

We can now prove Theorem 4.1.3.

Theorem. For all X > 100000,

w(n) 0.082 30
< . 4.33
2 ol)| < TogX T X7 (4.3
Proof: We know from RAMARE 2010, Theorem 1.2 that for X > 100000
pi(n) 1
4.34
n;( n 69 log X ( )

Using our identity f3 = g3 x hs where g3(n) = £ e have

2 fa(n) = hs(0) 3 gs(m)

n<X (<X m<X
= > h3(0) Y gs(m)+ > hs(0) g3(m)
1<VX m< & VX<UI<X m<X

In the first term, we use (4.34) as

Z g3(m)

X
m<

1 1
< <
691og & ~ 69log v X
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And so
> hs(0) gs(m)| <

<VX m<

s
69log\/_€§‘ ’

Cs

> 1hs(0) =g X

>1

As " |hs(n)| is convergent. And from Lemma 4.6.1 we decuce C5 = 0.0819....
For the second term, we use the Rankin method: for all a > 0 we have

S mOl< Y b0l < Y \hgw(fy)

VX<e<X VX<t VX<t

< §|h3<e>| (%)

= (5)

But Y, ‘him D(|hs|, —a) and we know that the Dirichlet series D(|hs], s) is
convergent for all s > —1, so here for all a such that —a > —1. We choose a = %
and so we find that

1
|h3(€)|::C) 44145 . (4.35)
Z, ()

More precisely, we expand D(|hs|, —2/3) into a Euler product to calculate it, the
same way as we did in Lemma 4.6.1 and we obtain

= 6910gX

DAl 29 = 2t =TT (14

1<n p>2

e 1)> <27 (4.36)

Indeed,

1 1
171;12 <1 " (p - 1)(p1/3 - 1)) - 2<p<11!]0000 (1 + (p — 1)(p1/3 _ 1))
1
! ngooo (1 " (p—1)(p"/? — 1))

We estimate the first term with GP and get 26.0527.... We bound the second term

126



using an integral. As it is equal to

1 1
o (Z o1+ Gy 1))) - (Z (0~ D)t 1>)

Z 1'1<11/+00dt
n4/3 " Jogggg t4/3

n>100000

The last integral is equal to
indeed bounded by 27.

Now because " gs(n) is also convergent,
(4.34)). Hence

ssos = 0.0646... and so the infinite product is

m<X gg(m)‘ is bounded by 1 (from

1
© <X1/3> '

More precisely, >°, -, |h3(n)| as estimated in Lemma 4.6.1,

VX<I<X m<X

> ha(t) X gs(m)| < Z 92(m) 2 Ihs(m) <
3
= %'h‘q’ X1/3 =X

O

The theorem holds for any X > 100000 but we can check it holds also for
2 < X < 100000 with GP PARI and the following script :

somme=1.0;
for(k = 2, 100000, somme += moebius(k)/eulerphi(k);
if (abs (somme)>0.082/1log(k)+30/$k~{1/3}$,print ("Problem at ", k)))

We can generalize Theorem 4.1.3 to any function f = g3 x h where h is a slight
perturbation.

Theorem 4.6.1. For all function f defined by f = g3 h where gs(n) = 2 and

n

h is such that D(|h|,s) is convergent for all s > —1, we have for all X > 100000,

C C’
n;(f _logX+X1/3
where C' = = D(|h|,0) and C" = D(|h|,—2/3) + D(|h/|,0).

Proof: We follow exactly the method above, using the same bound (4.34), we
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use the fact that D(gs,s) = ﬁ and we can find h from its Dirichlet series

which will be convergent for all s > —1. O

Divertimento

The summation by part is such an interesting tool that we wish to use it again
to show its strength. Let us suppose we are interested in finding the average
order of f;/n, it will now be very simple !

This time the idea is to use the following property,

Y 1=t+0(1).

n<t

And to notice that : Ny
1 1 t
- = — —. 4.37
And so : Ly . . i@t
> == [T —mX + o).
1

n X nt

We use these properties to show that 3, -y % = 20X + O(X?) for all o, a
real number in |1/2, 1].
Indeed, as in (4.37) we have

fo(n) _ 1 Xdt\  Ypex foln) | X dt
:C’oX+(9(X")+C0/1th+o</lxta—1dt>
=2CoX + O(X7).

This concludes our work on the convolution method, and this whole work. We
hope the reader enjoyed her/his journey from the asymptotic sieve, the theorem
on twins almost primes and finally with this method to get average orders of
multiplicative functions.
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