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1. INTRODUCTION

Nous nous intéressons ici a un probleme de crible. L’un des objets du crible
est d’obtenir des renseignements concernant une taille, comme le nombre d’entiers
dans une suite donnée, ou le nombre de représentations d’un entier comme somme
de deux autres dans des suites spéciales. Ici le but va étre de déterminer une esti-
mation asymptotique de S(A, P(z)) = {1 <n <z :(n,P(z)) =1}|, ol z et z sont
deux réels > 1 et P(2) = []o< <. P
Notre travail se base sur un article d’Henryk Iwaniec; notre étude est assez proche
dans le sens ou les idées sont relativement les mémes. Cependant, la ou Iwaniec
cherche & évaluer > 4<g u(d)@, nous étudions, dans un cadre plus général,

d|P(z
> d<z g(d) ol g est ulné f)onction multiplicative répondant & certaines hypotheses.
d|P(z
Potir (c)ela, nous sommes amenés dans un premier temps a étudier ), g(d).
L’évaluation asymptotique des moyennes de fonctions arithmétiques est un sujet
tres classique en théorie des nombres. Beaucoup s’y sont intéressés. Nous pouvons
d’abord citer les deux théorémes de Levin-Fainleib. Ceux-ci s’appliquent au cas ou
g est une fonction positive. Le premier, avec une hypothese de majoration sur les
puissances de nombres premiers, permet d’obtenir une majoration de ), g(d).
Le second théoréme demande des hypotheses bien plus fortes mais en échange nous
prouvons une formule asymptotique. Ces deux théorémes sont plus spécifiques aux
cas rencontrés dans le cadre du crible de Selberg, notamment lorsque nous voulons

évaluer ), ’Z;((:)) . Ensuite Rawsthorne (1982) dans “Selberg’s sieve estimate with

a one sided hypothesis” et Greaves et Huxley (1999) dans “One-sided sifting den-
sity hypotheses in Selberg’s sieve” donnent des évaluations ou seule la majoration
est nécessaire. Enfin Delange a réussi a évaluer ), ¢g(d) ot g est une fonction
multiplicative a valeurs dans le disque unité. B

Le théoréme que nous démontrons est assez fort dans le sens ou, possédant des hy-
potheses similaires au théoreme de Levin-Fainleib, il permet d’obtenir une estima-
tion de >, ., g(d) ol g est une fonction multiplicative pas forcément positive. Par

(1)@

———ouQl,n,5) =Y 32 V.
’ . 7’ re . re N pan'7pE]‘[5]

Plus précisément, dans le cadre de notre démonstration, ce théoreme va nous perme-

ttre d’obtenir une formule asymptotique pour T'(x, z) = Ed@éﬁ )g(d) log £ pour
z

2 < x < z, estimation que nous prolongerons a x > 2 et z > 2. Le passage de

T(x,z) a G(z, z) sera assuré par la relation suivante :

1

exemple, il donne un équivalent de >
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G(z,2z)loge =1+ k)T (x,2) — HT(%, z) +O*(C'(L+ M + A)(logx)"“').

Pour obtenir cette relation, nous agissons différemment d’Iwaniec, qui introduit la
fonction de Von Mangoldt associée a la fonction g, peut-étre plus intéressant lorsque
la fonction g porte seulement sur les entiers sans facteur carré. Cette relation fait
apparaitre une équation fonctionnelle, vérifiée par une certaine fonction f(s) qui
vaut s pour 0 < s < 1 ; nous I’ étudions dans la section 4. Dans cette partie,
nous nous appuyons sur le livre de Georges Greaves : “Sieves in number theory ”.
Celui-ci reprend une idée d’Iwaniec qui consiste a associer a I’équation fonctionnelle
I’équation dite adjointe et d’introduire un produit scalaire. Et contrairement a
Iwaniec, nous réussirons a montrer que

f(s)=e"T(1+k)+ 0(6_310g8)~

Une derniere différence avec l'article d’Iwaniec : celui-ci montre que le crible
d’Eratosthenes-Legendre meéne & une formule asymptotique de S(A, P(z)) dans le
cas ou la dimension du crible est < %, ce que nous étendons a < 1.

2. PREUVE DU THEOREME 1

Théoréme 1. Donnons-nous une fonction multiplicative g(d) & valeurs réelles et
des parametres réels k, k', L, L' et A (1+k —r’ > 0,L, L', A strictement positifs)
tels que

> gp)log(p”) = log 2 +0O*(L)
p>2,0>1 v
w<p’<Q
v v Q .
> g )logp”) = wlog =+ 0" (L)
p>2,0>1 v
w<p’<Q
SN 9)g(p)|log(p) < A
p>2v,k>1
Alors
2+ 26—

Zg(d) = C(logw)“—i—@*( C'(L—i—M—l—A)(logw)“'l)

14+k—~kK

pour D > exp(2(L' + A)), ou

¢ = m I (Ze) ()

p>2

* = e I (5 (-3) (0o (aton)

v>0
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et
B = 2(L'+ A)(1+2(+ +1)e )
Preuve: Posons
G(D) =" g(d)
d<D
Il vient

I
(]
&
3
SIS
_|_
filng

G(D)log D

I
—
o
OQ
Q.
_|_
o'—
Oq
\./
Q
~
~—

et nous posons

<X
(&:p)=1
puis
T(D) = g(d)lo p /D%dt
=2 9 dlogy = | =
d<D
ce qui nous donne
v v D
G(D)logD =T(D)+ > g(p")log(p")G, (—V>
p>2,v>1 P
p"<D

De plus, nous vérifions aisément que

Gp(X) = G(X) = > Gp(X/p")g(p")

k>1

ce qui, joint a nos hypotheses, nous donne

G0)osD=T(D)+ Y 9(6outr) (6 (2 ) = 36, (22 )ats"))

p>2,0>1 E>1
p”<D
v v D
=T(D)+ Y g()log(p")G| =
p>2,v>1 p
p¥"<D
= >0 g@)log@)Y . > g(0)g@h).
p>2,v>1 k>1¢<p/pr+F

p'<D (4,p)=1
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Etudions chaque somme séparément. Tout d’abord,

> g(p”)log(p”)G(g) = ) g)log(”) D> g(d)

p>2,0>1 p>2,v>1 d<D/p”
p”<D p”<D
= > gd) > g@")logp")
A<D p>2,0>1
p’<D/d
D
= Z g(d) </{10g = + 0" (L))
d<D
= HZ log——i—(’)*( Z|g(d)|)
d<D d<D
= )+ (’)*( Z lg(d )
A<D
Ensuite,
> g)log®)Y . Y. 909"
p>2,v>1 k>1 €<D/p"+k
p"<D (6,p)=1
< a0 D g@")g@”)|log(p*) < A 1g(0)
(<D p>2 v k>1 (<D

Si nous posons G(D) = >_a<p |9(d)|, nous obtenons :
G(D)log D = (1+ K)T(D) + O ((L + A\G(D)).
Par le théoreme de Levin-Fainleib, nous avons :
G(D) = O*(C'(log D)) (D > exp(2(L' + A)))

avec

’

} (e ()

B =2(L' + A)(1 +2(xk' 4+ 1)e” ).

I (S0 ) (- 2)

ou

Nous pouvons donc écrire :

(1) G(D)log D = (1+ #)T(D) + O*(C'(L + A)(log D)*").
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Essayons d’obtenir une formule asymptotique pour T'(D). Tout d’abord nous avons
I’égalité suivante :

d( T \ G T(t)
E((logt)w) = o~ L) gz

Divisons (1) par D(log D)?T* :

G(D)log D T(D) ol (log D)~
D(log D)2+ (I+ “)D(logD)HKf =0 <C (L+ A)D(log D)2+“>'

Posons r(t) = G(t)logt — (1 + k)T (t) et intégrons la derniere égalité de 2 & = :

O 0
L i = | om0 [ g
T(2) ()

(logz)t+~  (log2)t+r

D’autre part,

T () = ()

/2 Hlogryzrn = / t(logt)?%dt‘/m Hlog )2+ ¥
- = (1)
= —/m 7t(logt)2+“dt'

Comme r(t) = O*(C'(L + A)(log t)"”"l), nous obtenons :

> ’I"(t) _ * C,(L + A) K —k—1
/m 7t(logt)2+”dt_o <71+n—/~;’ (log x) )

T({E) _ T(2) * C/(L + A) Kk —k—1
(logz)1*tr — (log2)t+s +TG+0 1+k—r (log @) '

D’ou :

Or T'(2) = log2. Par conséquent,

T(x) = (log2) *(logz)"** + Ci(loga)' " + O° (%(w)“’)
= Cg(logac)l’”c + OF <fl_|(_L * A? (log z)" >

ou Cy = C + (log2)~*. Nous avons donc :

G(x)logz = (1+r)T(x)+O*(C'(L+ A)(logz)")
— (4 Calo0)+ + 0" (14 n>%aogw’) + O (C'(L + A)(log )"

2+ 2k —

= (14 r)Cy(logz)' ™ 4+ O* ( T

C (L + A)(log )" )
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ce qui nous donne finalement

242k — K

mc'@”)“og”ll)'

G(z) = (1 + k)Ca(log )" + OF <

Reste a calculer la constante C5. Remarquons tout d’abord que la preuve ci-dessus
est a priori fausse car T'(z) # G(x)/x aux points de discontinuité de G, mais il
nous suffit de travailler avec z non entier et de procéder par continuité.
Expression de Cj :

Pour ce qui est du calcul de la constante, nous avons pour s réel positif

D(g,s) = Z 9(n) = 8/100 fg(fl) dzx.

nS

n=1

Apres étude des deux termes de G(z), nous obtenons :

242Kk — K /
D(g.s) =571+ R)C (14 1)+ O TEEZEC L+ )51
D’otu :
Cy = 1ir(r)1+ D(g,s)s"(14r)7'T(1 + )~
= 11151+ D(g,8)¢(s+1)7"(1+r)T(1 4+ r)"?

car lim,_,o+ sC(s+1) = 1.

D+ = I (S (- L)

p>2 v>0

ce qui tend vers, lorsque s tend vers 07,

(Z)(-3)

p=2 v=0

Nous en déduisons que :

o = wrmrren L (o) (1-5)

p>2
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3. UN EXEMPLE D’APPLICATION

Nous cherchons a estimer :

ou

p¥lIn,p=1[5]
Remarquons que

(1, p*, 5) = Z 1/:{0 sip £ 1[5]

g k  sinon
p1Ip* . pr1=1[5]

Si nous posons g(n) = (—1)?(1m5 /n_ nous avons donc :

Y 9)logp) = Y loglp") | 3 (=118l

p>2,0>1 prane1 P p>2,0>1 v
p” <X p” <X, pZ1[5] p” <X,p=1[5]
log(p”) log(p”) »log(p¥)
D T e
p>2,v>1 p>2,v>1 p>2,v>1
p’<X p” <X,p=1[5] p” <X,p=1[5]
logp log p log(p”) log(p”)
-y e,y ke, g kb))
2<p<X 2<p<X p>2,v>2 p>2,v>2
p=1[5] p<X p” <X,p=1[5]
log(p”)
+ Z (_1)” pv :
p>2,v>2
p” <X,p=1[5]

Les trois dernieres séries sont convergentes. Par conséquent,

v v logp log p
> gp)log)= Y, —= -2 ) —=+0(1).
p>20>1 alpex P ocpex P
pY<X p=1[5]

Or le théoreme de Mertens dit que :

S B2 e x 1 0(1).
2<p<X

Et nous avons un résultat similaire pour les nombres premiers en progression
arithmétique :
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log p 1 1
> =——logX +0(1) = ~log X + O(1).
2oix P 00) 4

p=1[5]

Ce qui nous donne

> 9" log(p”) = %ng +0(1)

p>2,v>1
p’ <X
soit
1
K= =.
2
Etudions maintenant la somme 3 ,>2.,51 |g(p”)|log(p”) :
p’ <X
v v log p”
Yo lgw)log@) = > —— =log X +O(1).
p>2,v>1 p>2,0>1
p’ <X pr<X
Nous avons donc :
Kk =1.

Cela donne 1+ k — k' = % qui est bien strictement positif. Vérifions maintenant la
derniere hypothese du théoreme :

> 19)g(”)] 1og(p¥) >y l;)f—f,:

p>2vk>1 p>21,k>1
1 v 1
= D lerd 5D
p>2 v>1 k>1

1 _ 1 v _ o
Or Zkzl oF = ot ¢t ZVZI = a1 Ainsi

plogp
>3 I osrt) = S BB
P22 uk>1 p=2 P
logp
p2
vergente ( série de Bertrand ). Il existe donc un parametre réel A strictement positif
tel que :

s . log
Et nous avons 1’équivalence % ~

qui est le terme général d’une série con-

DN 19)gp)|log(p) < A

p>2v,k>1

Toutes les hypotheéses du théoréme sont donc vérifiées et nous obtenons ainsi ’équivalence
suivante :
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ou

¢ = <3/2H (Zg )(1‘%)%

v>0

S oD | ST (B M (Y (B

p>2,p=1[5] p>2,pZ1[5]

4. ETUDE D’UNE EQUATION FONCTIONNELLE

Lemme 1. Soit f(s) la solution continue de

f(s) =s" si0<s<l1
fl(s) = —kf(s—1)+rf(s) sis>1

Alors, pour s — 0o nous avons
f(s)=e"T(1+ k) + (’)(e_SIOgS).

Preuve: Nous posons de plus f(s) = 0si s < 0. Ainsi la deuxieéme relation est
également vérifiée si 0 < s < 1.
Nous lui associons 1’équation adjointe :

@ (sr() + 5(r(s) — (s + 1) =0,

Cherchons une solution de la forme r(s fo e Tp(x)dr st s > 0 ol p(x) =
O(z?) lorsque 2 — oo et p(z) = O(x 1+‘) lorsque = — 0+

Par une intégration par parties, nous avons :

sr(s) = s/oooe_smga(a:)dm

D’ou
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et
o= eo) = ([ e@an) = [T e

par le théoreme de dérivation sous le signe intégral.

Nous cherchons une solution de < (sr(s)) = —rr(s) + kr(s + 1),
autrement dit :

_/ e T (z)dr = —n/ eisww(a?)dx—klﬁ/ e~ TV () der.
0 0 0

Ainsi nous aurons une solution de I’équation adjointe si :

—xp(x) = —rp(x) + ke p(x)

soit

—2/(z) = (=K + re”")p(x).

x T ot
o =e ([ [ ).
1t 0 t
o) T ot
r(s):/ e *Texp <n/ 1-c¢ dt).
0 0 t

Nous avons 7(s) ~ % lorsque s — oco. En effet si nous effectuons le changement de
variable sx = u dans la derniere intégrale, nous obtenons :

o u/s 1— et d
r(s) = / e " exp <n/ ¢ dt) &
0 0 t S
ce qui nous donne :

oo u/s 1— —t
sr(s) :/ e "exp <n/ ¢ dt) du.
0 0 t

Nous prenons :

Nous avons donc :

D’ou

lim sr(s) :/ e “du = 1.
0

s——+00
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Montrons également que Sf(%_)l ~ e™T(1 + k) lorsque s — 07 :

e} x 1— —t
/ e %" exp </£/ c dt)
0 0 t
/ exp(n/ ¢ dt—n/ _)e_ dz
0 0 t 1 t T
/OO < /“/Sl—et /“/S dt) e du
exp | K dt — K — |
0 0 t 1t (u/s)7r s
00 1 —t u/s —t u/s —u
1-— 1-— dt
= s*"*l/ exp KJ/ ¢ dt—i—n/ ¢ dt—/i/ Gl
0 0 t 1 t 1t jur
00 1 —t u/s —t —u
1—
= 37“’1/ exp (KJ/ © dt—n/ e_dt> ¢ du.
0 0 t 1 t u—r

Finalement
0o 1 —t u/s _—t —u
1—
r(s)l :/ exp </£/ ¢ dt—n/ e—dt) ¢ du.
sThHT 0 0 t 1 t u—r

1 —t u/s _—t u/s —t u/s —t u/s _—t
1-— 1-— 1-—

/ c dt—/ £t / c dt—/ c dt—/ S
0 t 1 t 0 t 1 t 1 t
u/s 1 — et u/s dt

A
0 t 1t
u/s 1— —t

/ c dt — log (E)

0 t s

Une intégration par parties nous donne :

u/s 1 _ et u/s
/ ° dat= (1 —e %) log (E) - / e !logtdt.
0 t s 0

Par conséquent,

1 —t u/s _—t u/s
1—
/ © at - / S log (E) — / e tlogtdt
0 t 1 t s 0

ce qui tend lorsque s — 07 vers — [ e~ log tdt = —I"(1) = .

r(s)

D’ou

i _"8)
s—0+ s—r—1

= / eMe T u du = e T(1 + k).
0

Introduisons un produit scalaire sur 1’espace des fonctions continues sur |0, 00|
entre f et r défini par :
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1)) = st = [ et )i

et montrons que ce produit est indépendant de s, pour s > 0 :

L6 = S (sr(DF(s) + sr(s)f(s)

ds
= —r(r(s) —r(s + 1)) f(s) +r(s)(=rf(s = 1) + rf(s))
= —rr(s)f(s) +rr(s +1)f(s) = wr(s)f(s = 1) + wr(s)f(s)
= kr(s+1)f(s) —kr(s)f(s—1).

Donc

d
S = o

Pour tout s, (f,r)(s) est donc constant pour s > 0. Déterminons cette constante.
Réécrivons I'équation différentielle vérifiée par f sous la forme :

L (s1mn(s)) =

ds
(f,r)(1)

kr(s+1)
s*li

r()f(1) - /-;/0 r(z 4 1) f(2)da.

Or f(z) = 2" s1 0 < 2 < 1, ce qui nous donne :

1
U = )= [ L)

_ 1 1+k
mi%l+ x T r(x)

= ¢T(1+ k).

En intégrant la relation

%(sr(s)) +£(r(s) —r(s+1)) =0,

nous obtenons également :

sr(s) — ﬁ/sl r(x+1)de =C

ot C est une constante. Or lims_, 4 sr(s) = 1 donne C = 1.
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Nous avons donc les deux relations suivantes pour s > 0 :

sr(s)f(s) — n/sl r(x+1)f(x)dx =" T(1+ k)

et
sr(s) — /i/s_1 r(z+ 1)dx = 1.
Posons
_ f(s)
Uls) = 1= ori 1w

et retranchons la premiere relation a la deuxieme :

mg(p%) —/i/silr(x—kl)(l—%)dx:()

soit

sr(s)U(s) = n/sl r(z+ 1)U (x)dz.

Par conséquent,
s(3) U ()] < | / r(@ +1)|U()| dz < |s]r(s) / U ()] dx
s—1 s—1

car r est positive et décroissante. En simplifiant par r(s), nous avons :

UG < el [ U

Montrons alors que U(s) < e~*!°2%. Pour cela, il faut démontrer quelques lemmes.

Lemme 2. Supposons que u(x) est continue pour x > so sauf des discontinuités
en lesquelles elle peut décroitre. Siu(x) est bornée quand sg —1 <z < s¢ et

1 1
u(s) <=+= sup u(x)
2 2 s—1<x<s

quand s > so, alors u(s) est bornée pour s > sp.

Preuve: Nous montrons sue u(s) < A lorsque s < sg + n par récurrence sur n
pour un réel A > 1 pour lequel la proposition est vraie au rang 0. Alors, si u(s) > A4
pour un s < n + 1, posons s; le plus petit de ces s. Alors s; n’est pas un point de
discontinuité de u, parce que u décroit en de telles discontinuités. Ainsi u(s;) = A,
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tant que u(xz) < A pour s1 — 1 < z < s1. Dans 'hypotheése du lemme, prenons
s = s1 pour obtenir A < % + %A, ce qui est contraire a ’hypothese A > 1. Ainsi il

n’y a pas de tel s qui existe, et on en déduit le lemme 9. .

Lemme 3. Soit U(s) une fonction bornée et intégrable pour s > so, et définissons
u(z) = |U(x)| e?®), ot ¢(x) = xlogx — Nz pour une certaine constante N. Alors

5 1
E/ |U(z)|dx < Ee*(z’(s) sup  u(x)
s—1

s s—1<z<s

si s/elN dépasse une constante convenable dépendant de c.

Preuve: Cela repose sur le fait que ¢/'(z) = logz + 1 — N croit avec z. Par
conséquent,

o(s) — d(x) < (s —x)¢/(s)
si s —1 < x <s. Ainsi I'expression & estimer dans le lemme ne dépasse pas

o) € / D@y () dy < e~ E / =Ygy sup u(z)
s—1 s

S S Js—1 s—1<z<s
#'(s)
< e %) e sup u(w
- S¢/(8) s—1§€§s ( )
Ici
ce®'(5) < cel=N < 1
s¢'(s) ~logs+1—-N 2
si logs — IV est assez grand, et on en déduit le lemme. .

Lemme 4. Soit une fonction U, continue pour s > sg — 1, satisfaisant

S
Wl <M [ (U@)]ds
s—1
si s > sg, pour une certaine constante M. Alors

U(s) < e~sloes

ot la constante dépend de M.
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Preuve: Pour déduire ce lemme des lemmes 2 et 3, prenons N = 0 dans le

lemme 3. L’hypotheése du lemme 4 montre alors que w(z), défini comme dans le
lemme 3, satisfait 'hypothese du lemme 2, ce qui nous donne alors le résultat

cherché.
Nous avons donc U(s) = O(e™*!°8%) soit

f(s) = eT(1+k)+0O(e*'8%).

Corollaire 1. La fonction

s) = /Osf(u)du,s >0

est de classe C1 et satisfait les équations suivantes :

o

(s):msl+ si0<s<1
F'(s)=(1+kr)F(s)—kF(s—1) sis>1

4 (F(s)/s'tF) = —kF(s —1)/s2T%  sis>1

V2]

Preuve: Pour 0 < s <1, nous avons f(s) = s" donc

y 1
F(s) = / udu = site,
0 1 + K

Pour s > 1, sf'(s) = —kf(s — 1) + kf(s), par hypotheéses. Nous pouvons vérifier
que cette relation est également vraie pour 0 < s < 1. Nous pouvons donc intégrer
cette relation de 0 & s :

/Osuf’(u)du - —n/osf(u—l)du—i—/i/osf(u)du

/0 Cufw)du = —n 1 511 F()dt + kE(s)

apres un changement de variable. Comme f(¢) =0 si ¢ < 0, nous avons :

/OS wf!(u)du = —K/OSI F(t)dt + kF(s)

c’est-a-dire

@) /0 wf' (u)du = —kF(s — 1)+ £F(s).
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En effectuant une intégration par parties, nous avons
/ uf'(u)du = sf(s) — / fu)du = sf(s) — F(s) = sF'(s) — F(s).
0 0

En réécrivant I’égalité (2), nous obtenons :

sF'(s) — F(s) = —kF(s— 1)+ kF(s)

soit

sF'(s)=(1+r)F(s) —kF(s—1)

ce que nous voulions. Démontrons la derniere relation : soit s > 1,

d (F(S)) _ F(s) Pt et

ds \ sl+x gltn
o SR
= LY arwi
= (1+r) 52(3 - KFS’Q;U —(1+k) 52(3

d’apres la relation démontrée précédemment. Ceci implique que :

ds 51+K 52+K

d (F(s)) AR

5. UNE FORMULE ASYMPTOTIQUE POUR G(z, 2)

Dans la suite, nous supposons que la fonction g vérifie les hypotheses du
théoreme 1 et deux hypotheses supplémentaires qui sont les suivantes :

k| < L,k+K >0
et il existe un parameétre M strictement positif tel que :
(3) > @) log(p”) < M

p>2
v>2
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Définissons pour z > 1, z > 1,

Gx,2)= Y g(d)
d<zx
d| P> (z)

ou

Pe(z) =[] »™

p<z

Le but de cette partie est de démontrer la proposition suivante :

Proposition 1. Pour x > 2, z > 2, nous avons

L+M+A

Gla.2) = CFe)og:)" + O 0

(s + Dflog) )

ot

= C= a1 (Zg(p”))(l‘%y

p=2 v=0

Supposons un instant cette proposition et démontrons le corollaire qui suit :

Corollaire 2. Pour x > 2,z > 2, nous avons

e . (s+1)(L+M+ A ol
G(x,z)_mvv(z){f(s)+o< o (og?) 1>}
zZ =min(z, 2)
et

we) =1 (T o)

p<z “v2>0

Preuve: Par définition de la constante C, nous avons :

erien = (£ 0-2) 11 (So) (-2
ol (Sl
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ce qui donne :

W(z)=cr(l+x)[] (1 - l)n 11 <Zg(p”)<1 - %>H>1.

p<z p p>zZ ~v>0

Or la formule de Mertens dit que :

11 (1 - %>_K - em(logé)”’(l + O(IO;Z))

p<z

De plus, nous avons ’estimation suivante :

(o) (-5) —ree(552)

p>zZ “v>0

Nous avons alors :

W(Z) = e CT(1 + 1) (log )" {1 + o(w) } .

log z

Le corollaire se déduit aussitot de la proposition 1.
Avant de prouver la proposition 1, nous devons montrer quelques lemmes. Posons

T(x,z) = / Mdt = Z g(d)log z
L t d<z d
d|P>(z)

Pour 0 < z < 1, nous posons T(z,2) = 0.

Lemme 5. Pour x > 2 et z > 2, nous avons

G(z,z)loge = (1+ k)T (x,2) — HT(%, z> +O*(C'(L+ M + A)(logx)“').

Preuve:

> gldlogd= > g(d) > log(p¥).

d<zx d<z p>2,v>1
d|P=(z) dlP=(z) p"lld

Inversons les sommes :

> ogld) Y log(p”) = > log) Y. gld)

d<z p>2,v>1 p>2,v>1 d<z
d|P™(2) p”[ld p” <z,p| P> (2) d| P> (2),p"||d
v
= > leg) Y g(d).
p>2,v>1 d=mp“<z

p”<z,p|P>(2) d|P*(z),(m,p)=1
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Par multiplicativité de la fonction g, nous obtenons :

doologp) >, gd= > g®)log(p”) g(m).

p>2,v>1 d=mp" <z p>2,v>1 mgp’
p’ <z,p| P> (z) d| P> (z),(m,p)=1 p” <x,p| P (z) m| P> (z),(m,p)=1

:‘*’

La condition (m,p) = 1 est équivalente a p { m, ce qui nous permet d’écrire :

> gp)log(pY) > gm)= > g(p")log(p") g(m).
2221 m< 2221 <
p"<z,p|P™(2) m|P>(z),(m,p)=1 p"<z,p|P™(2) m|P>(z),ptm

':|“

Inversons de nouveau les sommes :

S g)log) DY gm)= D g(m) > g(p”)log(p*).
p>2,v>1 mgle, m<z p>2,v>1
p” <z,p| P> (2) m|P>(z),ptm m|P>(z) p”gﬁ,um(z,’),Mm

Ensuite, étant donné que la condition p|P*°(2) est équivalente a p < z, nous avons :

> g(m) > g(p*)log(p")

m<z p>2,v>1
m|P>(z) P’ <Z,p| P (2),ptm
= > g(m)( S gl - Y. g) log(p”))-
m<z p>2,v>1 p>2,v>1
m|P>(z) pY <% .p<z p’ <2 .p<z,plm

Séparons alors la premiere somme en deux parties, selon que p” < z et p¥ > 2 :

m<x p>2,v>1

m|P%(z) p'<Z,p<z

= > gm) D> g@)log)+ D> gm) > g(p)log(p?) = G1+Go.
m<z p>2,0>1 m<zx p>2,v>1

m|P>(z) p’<E,pY<z,p<z m|P>(z) p’<E . pY>z,p<lz

Tout d’abord,

Gi= Y gm Y g)log®)

m<x p>2,v>1
m| P> (2) p<E pV<z
= Z g(m) (/flog <mm<z, —)) + O* (L))
m<x
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Ensuite,

Ga= Y glm) Y g(p")log(p")

m<z 2<p<z
m| P> (z) v>2
2<p’<E
= > glm) > g(p")log(p*).
m<z 2<p<z
m|P°(z) v>2
z<p’<E

Par la relation (3), nous obtenons :

S s X aion) = 3 gtm)(wtog (min(=.2) ) +0°(2)

>2, m<x
m| P (2) P’ E p<z m| P (z)

0 (M % lata) )

d<D

=x > g(m)log (min (z %)) +O* (L + M)C(x))

m| P> (z)

=k Y g(m)log (mm <z %)) +0*(C'(L+ M)(log )™ ).

m|P>(2)

Etudions maintenant la deuxiéme somme :

} >oogm) >0 g@)leg@”)| < Y lgm)l D lg(¥)|log(p”)

m<x p>2,v>1 m<x p>2,v>1
m|P>(2) p" <% .p<z,plm plm
= > la@)llog®”) Y lg(m
2<p<z m<z
v>1 plm

apres inversion des sommes. Maintenant, comme p|m, en écrivant m = p*¢, nous
obtenons :

> g log(p*) Y lg(m) > gl log@) > > g

2<p<z m<z 2<p<z k>1 €<T/p
v>1 plm v>1 PP<T (1 pF)=1

D la@)llog®@) Y- 1)l Y 1g(0)]

2<p<z k>1 1<z /p"
Kk~ I,
v>1 pF <z (Z,pk):l
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par multiplicativité de g.

S g log(p) Y g™ D 1g(0)] P> g(0)
2<p<z k>1 Z<x/pk p>2v,k>1 {<x
v>1 pkgm (ijk):l

A
N
g
=y
’UK‘
§

IA
®
S~—

par hypotheses sur la fonction g. Finalement, nous obtenons comme relation :

> gld)logd = K Y g(d)(log<min(z,§))>+0*(c'(L+M+A)(1ogx)F~’).

d<z d<z
d|P°°(z) d|P°°(z)

Ajoutons maintenant ) 4<, g(d)log % aux deux membres de cette égalité :
4| P> ()

ST gld)ogd+ Y g(d)10g§=’f > g(d)(log<mm(z’§>)>

d<z d<z d<zx
dIP>(2) dIP>(2) dIP>(2)
+ON(C' L+ M+ A)ogx)*) + Y g(d)log g
d<zx
d|P®(z)

Y gdlogr=r > g(d)<1og <min (z g))>—|—(9*(C’(L+M—|—A)(logx)”“')+T(x, 2).

d<z d<zx
d|P>(z) d|P™(z)

Le membre de gauche est exactement G(z, z)logz qui est alors égal & :

KoY g(d)<1og <mm (z g))) +T(z,2) + O (C'(L + M + A)(log )" ).

d<zx
d|P™(2)
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Or
. T x
K Z g(d)(log(mln <Z78>>) :/1( Z g(d)log z + Z g(d) log (3))
d<z d<z/z d<z,d>z/z
d|P™(z) d|P>(z) d|P™(z)
x
= /1( Z g(d)logz + Z g(d) log (E)
d<z/z d<z
d|P>(z) d|P=(z)
x
— > g(d)log (g))
d<z/z
d|P>(z)
= kT (z,2) — n( Z g(d)(logg — logz))
d<z/z
d| P> (z)
x/z
=kT(z,2) — Kk Z g(d) log (T)
d<z/z
d|P™(z)

G(x,2)logx = vT(x,2) — nT(%, z) +T(z,z)+O*(C"(L+ M + A)(logx)"/)

=(14x)T(z,2)— /{T(%, z) + O*(C'(L + M + A)(log x)”’l).

Lemme 6. Pour x >y > 2 et z > 2, nous avons

T(z,2)  T(y,2) H/ItT(t/z,z) dt+0*<0’(L+M+A) 1 )

(logz)+r — (logy)t+» B (logt)2tr 1+x—r" (logy)itr—+

Preuve: Réécrivons le lemme précédent en remplacant = par ¢ et divisons par
t(logt)***. Nous obtenons alors :

Gt,z)logt  (1+r)T(t,z) rKT(t/z,2) . <C’(L + M + A)(log )" >

tlogt)2ts —  t(logt)>tr  t(logt)>t* t(logt)>t+

soit

G(t, z) (1+r)T(t,2z) rkT(t/z,2) O*(C’(L—FM—FA)).

t(logt)lts - t(logt)2tr o t(logt)2tr t(log t)2Hr—r"

Nous intégrons de y a x :
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TGt 2) T, 2) T T(t)z, 2)
/y t(logt)t+e de = (1+ H)/y t(logt)2tw dt - H/y t(logt)2tw dt

@ dt
“(C"(L+M+ A S —
+0 (C( + M + )/y t(logt)2+nﬁ/>

D’ou
Gt 2) _ Tt 2) T T(t)z, 2)
(4) /y t(logt)tts dt=(1+ H)/y t(logt)2te dt H/y t(logt)2tw dt
JC(L+M+A) 1
(5) +0 ( 1+x—+k  (logy)tte—+ ) '

De plus nous avons :

g/ T(tz) \  G(tz) T(t,z)
ot ((mgt)w) = oz~ L) gz

Intégrons une nouvelle fois de y & x :

O T(te) N, _ [T _Glt2) " T 2)
[} ()= | gt = 040 | e

soit
T T Gt Tt
) | Td G [ TG
(logz)1t%  (logy)tte y t(logt)ttr y t(logt)>tr
En ajoutant I’égalité (4), nous obtenons le lemme. .

Lemme 7. Pour 2 <z < z, nous avons

T(x,z) =

(logz)' " + O (—0/(L + M+ 4 (log ar)”)

1+k 1+k—kK

= I (o) (-5) )

Preuve: Pour 2 < t < z, nous avons G(t,2) = G(t,t) = G(t) et T(t,z) =
T(t,t) = T(t). De plus, lors de la preuve du théoréme 1, nous avons montré que

ol

C/(L P4 l) !
— 1+k * N T K
T(z) = Cy(logx) +0 <1 pP— (log x) >

ou

= I (o) (1)}

d’ou le résultat. .
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Maintenant nous pouvons prouver le résultat général suivant :

.t 1
Proposition 2. Pour x > 2 et z > 2, nous avons avec s = lgiz,

T(z,z) = CF(s)(log2)'t" + O* (C’(s t?}ﬁjf +4) (log x)”‘/> .

Remarquons que c’est lors de la preuve de cette proposition que ’hypothese
|k| < 1 va étre importante.

Preuve: Posons
T(x,z) = CF(s)(log2)' ™ + R(x, 2).
Nous devons donc prouver que, pour tout x > 2 et z > 2,

C's+1)(L+ M+ A W
( 1—|)—(/-€—/-£’ )(logx).

R(z,2) <

Ceci a déja été prouvé au lemme précédent pour 2 < x < z. En effet, nous avons
montré que pour 2 < z < z,

C'(L+M+ A o
—(1_’_’{_&/ )(logx) )

14k ’

T(z,2)

1 1+k *
Loy or(

14+ x\logz 14+ k—~k

1 1 /1 e 1
r<z=— 2% o1 o8 — (222 = Fs).
log 2z 1+ k\logz log 2z

D’ou
C'(L+ M+ A) ,
T — F 1 1+k * 1 P
(x,2) CF(s)(logz) ™ + O (—Hﬂ_ﬁ, (logz) )
C'(s+1)(L+M+ A) /
_ 1+k * K
= CF(s)(logz) —|—(’)< Tp— (log x)
car s+1> 1.

Nous avons montré au lemme 6 que pour x >y > 2 et z > 2,

T(x,z) _ T(yz) /m T(t)z,z) 0" C'(L+ M + A) 1
(10gag)1+/<, - (1Ogy)1+l<, R : t(logt)Q-Q—K 1+ K —rx (logy)H‘“—K'
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Remplagons T'(z, z) par CF(s)(log 2)'** + R(z, 2) :

F logz 1+k logy 14k
C (]ng>(logz) R(z,2) _CF(IOgZ>(logz) R(y. 2)

(logz)t+~ (loga)t+e (logy) 1+~ (logy) !+~

F( lest/2) ) 1+k
_K/w C < log z (ng) dt—ﬁ/x R(t/Z,Z)
y t(logt)2tw y t(logt)?tr

L(C'(L+ M+ A) 1
+O< 1+k—+ (logy)H""“/)

Or nous avons, par ’équation fonctionnelle,

or () dogyt or (2 )aoga e, oF (M) ) o2
- / dt.

log 2z
(log z)1+r (logy)ttx - y t(logt)2ts

Nous obtenons donc :

(6)
R(z,z) _ Rly,z) . ¥ R(t/z, z2) (O (L+M+A) 1
(logz)1+tr — (logy)ltr / t(logt)2t+ dt+0 ( 1+k—r" (log y)1+'€—“’)

pour x >y >2et z > 2.

Supposons dans un premier temps que y = z et z < x < 22,

L’inégalité R(z,z) < W(logm)“/ est vraie si 2 < z < z. Nous
pouvons donc I'appliquer au membre de droite de 1’égalité (5), car 2 < y < z et si
y<t<z, onadl <Z<z Ainsi

z

Ry, 2) <

C'(L+ M+ A) <1ogy

W 2C'(L+ M+ A
1+x—FK +1>(logy)’: ( :

log y)~’
log x 14+ K-+ (log y)

car logy = log z. D’ou

R(y, z) C'(L+ M+ A) 1
(log y) 1+~ 1+r—r" (logy)t*tr=r

"(L+ M+ A) (1 o
R(L )« CEFMFA) (lost/z) (1, L)
z 1+k—~r log 2z z
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Donc

/I R(t/z,z) it < C'(L+ M+ A) /I (logt/ logz)(log(t/z))"‘/ QL.
y t y

(logt)?+r 1+k—+w t(logt)2++

logt
log z°

En effectuant le changement de variable s = nous montrons que

/'T R(t/z,z) dt C'(L+ M+ A) 1
, t(logt)2+r 1+x—+k  (logz)itr—r"

Ainsi

R(x,z) C'(L+ M+ A) 1
(logx)1t+w 1+k—r  (logx)ltr—r

soit

C'(L+ M+ A) P C'(s+1)(L+ M+ A) ,

1 ¥ 1 ®
R(z,z) < Tp— (logz)" < Tpp— (log )

Par conséquent, nous avons déja |R(z, z)| < W(bg )" (6), ot B est

une constante, pour tout z > 2 et 2 < z < z2.

Maintenant nous allons montrer que si B est suffisamment grand alors cette
inégalité est encore valable pour tout z > 2 et x > 2.

Pour cela, il est suffisant de montrer 'implication suivante : si U'inégalité (6) est
valable pour tout z < z* alors elle est valable pour = z**! ol u est un nombre
réel > 1.

Posons y = 2% et x = 2T dans I'égalité (5) ; I'inégalité (6) est vraie pour tout
2 < 2% nous pouvons donc Pappliquer & R(y, z), soit

Blu+1)(L+ M + A) ,
1 K
Tp—— (log y)

|R(y,2)| <

|R(y, 2)| < Bu+1)(L+ M+ A) 1
(logy)'*+r = 1+r—+ (log y)t*n=r

|R(y, z)| < Bu+1)(L+ M+ A) 1
(logy)its — 1+K—* (log z)tHr—r""

De méme, nous pouvons appliquer l'inégalité (6) & R(%, z) cary<t<z= ﬁ <

z
z

= z"%. Ainsi
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B(L+M + A) (1 «
R 37Z < (L+ M+ A) ogt/z+1 1Og3
z 1+k—~r log 2z z

|R(t/z,z)|<B(L+M+A)<logt) 1 <1ogt)ﬁ.

z

t(logt)?tc = 14+k—+w log z /) t(log t)2++

D’ou

B(L+M+A 1 log t 1 "

flos) BLLMAN] utl [ (L oe )
(log x)t+*x 1+k—+K (log x)t+r—*r log 2 /) t(logt)?*~ z
L+M+ A 1
o .
+ ( 1+ K-k (1ogx)1+"”~"")

En effectuant le changement de variable s = llggz dans l'intégrale ci-dessus, nous

obtenons :

logt) 1 ( t)“' /“H s /
—( log—) dt = ——————(slogz —log2)" log zds
/y (logz t(logt)2+ z v (slogz)?t

1 u+1 S ,
= —-1)"d
(IOg Z)lJr/-cfn’ /J g2+~ (S ) §

1 jy——g u+1 -1 K’
= (ut1) / (s T ) ds.

(1Og x)lJrnf/-c’ gltr

Ce qui nous donne comme majoration :

* (logt 1 £\" 1)l+r=r
/ ( og ) opwe <1og —) dt < (u+ )ﬁ,.ﬁn’ Ul/+/‘i.
y \logz /) t(logt) z (log x) u

Et pour u >1:

[R(z,2)| _ BL+M+A4) w14 |n ut1 1+n—n’+€ R
(log )t = L+ k—r u (log x)1+r—+

B(L+ M+ A)
14+r—~r

1

1 ol +r—r’ S —
(u + 1+ x| + e) Tog 1) 7+

Si nous prenons

B2altrr e
min(1 — |k, €)’

/
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nous obtenons :

|R(z, 2)] < B(L+M+A) (B(u+1)
(logx)t+x  — 1+x—~x B’ + sl € 21+k—r'

B'(L+M + A) . 1
< W u—|—1+|l-€|—|—m1n(1—|/£|,e) W

min(1 — |&|,€) n min(1 — |&|,€) 1
(log z)tHr—r

car B’ > B. De plus, comme min(1 — |k|,€) < 1 — ||, nous avons :

|R(z, z)] B'(L+ M+ A) 1
< 1 1— —_—
(logz)i+r = R w14 [r[+ |~ (log )T~~~
B (L+ M+ A) 1
141
R R ( LR ) (log z)tHr—r
_ B(L+M+A) (log Zuth) 1
N 1+k—r logz (log x)1+r—r
_ B(L+M+A) logx 1
N 14+k—+ 1ogz (log x)1+r—+
soit
B'(s+1)(L+ M+ A) ,
1 K
Rz,2)| < S loga)
ol s = 1982 (e qui complete la preuve de notre proposition. .

log z®
Nous pouvons a présent démontrer la proposition 1.

Preuve: Nous avons démontré au lemme 5 que pour z > 2 et z > 2,
G(z,2)loge = (1 + k)T (x,2) — HT(E, z) +O((L+M + A)(logx)”')
z

et a la derniere proposition : pour z > 2 et z > 2,

T(x,z2) = CF(S)(IOgZ)1+H + O((S +1)(L+ M+ A) (logx)n’)

1+k—FK

log x
logz*

((5) = er( oo S () ()

1 —1 L+M+A/[] "
Op(208*r 082 (log 2)+% + O M+ 8L (1og L
log 2z 1+k—k" \logz z

— CF(s — 1)(log 2)** +O(L+M+‘,4<1°g“> (log f))

1+k—r" \logz z

ou s =
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D’ou

G(x,2)logz = (14+x)CF(s)(log 2)! T —kCF(s—1)(log ) " 4+-O ( (s + DL+ M+ A) (log x)”‘/>

1+k—~K

G(z,z) = (14 k)CF(s)

(log z)1+;<, WCF(s 1) (log z)1+fc N (’)<(8 +1)(L+ M+ A) (logx)“,_1>

log x logx 1+k—~r
B log =z o log 2 K
= (1+H)CF(5)logx(1ogz) — kCF(s — l)logx(logz)
S+1 L+M+A K —
+(9(( 1)—(|—/-€—/-£’ )(logx) 1)

(s+1)(L+M+A)
14+k—~r

=Cs (1 +K)F(s) — kF (s —1)](log 2)" + (’)< (logx)"“'1>,

Or I’équation fontionnelle nous donne (14 x)F(s) —kF(s—1) = sF’'(s) pour s > 1.
Nous pouvons vérifier que cette relation est également vraie si 0 < s < 1. D’ou
pour s > 0,

G(z,z) = CF'(s)(logz)"+0O ( s+ 1L +M+A) (log x)){l—l)

1+Kk—~F
(s+1)(L+M+A) '
= 1 K 1 K
Cr(s)og 2y + O EFLEENE D oy
pour tout z > 2, z > 2. D’ou la proposition. .

6. APPLICATION AU CRIBLE

Soit x un réel > 1, A une suite d’entiers de 'intervalle [1,z] et P un ensemble
de nombres premiers. Pour chaque nombre réel z > 2, posons :

Piz)= ][] »

p<z,pEP

et

S(A,P,z) = Z 1
acA
(a,P(z))=1
c’est-a~dire le nombre d’entiers de la suite .4 qui ne sont divisibles par aucun nom-
bre premier p < z de P.
Si nous écrivons, pour d|P(z),

Al = D1,

acA
a=0[d]
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alors nous obtenons ’encadrement suivant :

Y A A S SAPR) < Y AT A

d|P(z) d|P(z)

ou les \g sont des nombres réels satisfaisant les conditions suivantes :

A=A =1,
da;<0< ) N
d|D d|D

pour tout D > 1, D|P(z).

Dans la pratique, |.A4| peut s’écrire sous la forme :

|Ad| ZX@ —+1rq

ou X est un réel > 1, p une fonction multiplicative qui satisfait pour une certaine
constante k' > 0 la condition suivante :

T ) logp _ 110, @ o (L)
P w
w<p<Q

pour 2 < w < @, ou L’ est une constante > 1 et ry = O(p(d)). Le parametre &’/
est appelé la dimension du crible.

La méthode d’Eratosthenes-Legendre repose sur 'utilisation de la fonction de M6bius
wu(d) comme valeur commune des poids Ag :

Mg =Aq = p(d).

Nous obtenons alors ce que nous appelons “l’identité de Legendre” :

d|P(z)

ce qui est donc égal a :

car |Aq| =0sid> z.

Estimons d’abord le terme négligeable Y 4<, p(d)rg. Comme rq = O(p(d)), nous
d| P(2)
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avons déja :

Nous associons a p la fonction de Mangoldt généralisée \ qui vérifie :

d)logd = me(%).

n|d
Il est facile de voir que :

Ainsi

> pdlogd = Y pn) > Alm)

d<z n<x m<z/n
d|P(z) n|P(z) mn|P(z)
< > pn) Y plp)logp.
n<x p<z/n
n|P(z)

Par sommation par parties, nous obtenons :

> plp)logp < Q
p<@Q
et
Po) _ K’ loglog Q + O(1).
<@ P
Ainsi
Z p(d)logd < x Z p—g H( ><xexp(zp—> <<xlogx)
d<z n<x p<z p<z p
d|P(z) n|P(2)

En utilisant une nouvelle fois une sommation par parties, nous obtenons le résultat
final :

Z p(d) < z(logz)
d<zx
d|P(2)

et ainsi nous obtenons la méme estimation pour le terme négligeable.

Pour le terme principal, si k' < 1/2, nous pouvons utiliser le corollaire 2 avec
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k = —k’ et la fonction g définie de la manieére suivante :

_ Jup)pp)/p sipeP
9(p) = {0 sipgP

Ce qui nous permet d’obtenir I’estimation suivante :

d eK’lﬂy - S —|— 1 L/ 2k —1
5w = e {10+ oS tos ) |
4P (%)

ou

o i p(p) logz
— = 1 — =
Z =min(z,z), W(2) pl;[é( D )’ 5 log Z

’

et f est la fonction définie dans la section 4 ; pour 0 < s < 1, nous avons f(s) = s~ 7.
Finalement nous obtenons le théoreme suivant :

Théoréme 2.
!
e

S(A,P,Z) = m

W(2)X {f(s) + 0(%(@ F)2 -1y %(ng)'f'l) } .

Etudions un exemple particulier : nous voulons, par une méthode de crible,
déterminer le cardinal de I’ensemble suivant :

{n <X :Vpln,p < XMV p # 1[5]}
ou X est un réel > 1.

Si nous prenons A l’ensemble des entiers plus petits que X, P I’ensemble des nom-
bres premiers qui = 1[5] et z = X/5 nous obtenons :

SAP )= > 1= Y 1= > L.

acA n<X n<X
(a,P(2))=1 (n,P(2))=1 Vpln,p< X1/ p£1[5]

De plus, nous avons :

|Aa| = X% + O(p(d))

ol p est une fonction multiplicative telle que :

(o) = {1 si p = 1[5]

0 sinon
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Or
1 1 1
3 p(p)logp _ v e _Liegroq).
~ P P 4
p<Q p<Q
p=1[5]

Il s’agit donc d’un crible de dimension 1/4. En utilisant le théoréme 2, nous
obtenons comme estimation :

{n <X :Vplnp < XVop#£ 1[5]}

| _ %W(X)X {f(S) + 0(@)}
woo= I (1-5) =pxs

p<X1/5 p=1[5]



