PETITS INTERVALLES CONTENANT DES PREMIERS
DANS UNE PROGRESSION ARITHMETIQUE DONNEE

PATRICK LEMAIRE

1. INTRODUCTION

Nous nous intéressons a la détermination de petits intervalles effectifs contenant
des nombres premiers dans une progression arithmétique donnée. Le probleme de
la détermination de nombres premiers dans une progression arithmétique semble
commencer avec Euler : en 1775, il démontre qu’il y a une infinité de nombres
premiers congrus & 1 modulo ¢ > 2. En 1847, Dirichlet démontre que le nombre de
premiers de la forme mz+n avec (m,n) = 1 est infini. Kronecker, en 1875, s’intéresse
aux intervalles contenant des nombres premiers dans une progression arithmétique
donnée, en affirmant le fait suivant sans le démontrer : pour m entier, il existe n
un autre entier assez grand tel que si (¢,r) = 1, alors U'intervalle [m;n] contient au
moins un premier de la forme hq+r. L’existence d’une infinité de nombres premiers
en progression arithmétique est redémontrée par Mertens en 1897 ; il montre par la
méme occasion comment trouver une constante ¢(n, m) tel que Va > 1, intervalle
[x; ¢(n)x] contient au moins un nombre premier de la forme hn +m ou (n,m) = 1.
Du théoreme des nombres premiers en progressions arithmétiques, nous pouvons
rapidement déduire que chaque progression dont le terme principal et la raison
sont premiers entre eux, contient des premiers entre x et 2x, dés que x dépasse
une borne dépendant de la progression arithmétique; mais trouver cette borne a
partir de ce théoreme s’avere délicat. En 1932, Erdés reprend la démonstration de
ce théoréme et obtient des bornes explicites, inférieures & 106, pour les progressions
dn+1, 4n+3, 3n+1 et 3n + 2. Ensuite, Mc Curley obtient de meilleurs intervalles
et des constantes explicites grace & une version plus forte du théoréeme des nombres
premiers, puis Rumely et Ramaré[4] obtiennent encore de meilleurs résultats. Les
plus récentes améliorations des résultats numériques sont dues & Bennett[1] qui 8’y
intéresse pour des preuves de transcendance. Les derniers résultats dont nous venons
de parler se rapprochent de ceux que nous voulons obtenir dans notre travail.

Ce dernier est une extension des résultats de Ramaré et Saouter[5], qui cherchent
des petits intervalles contenant des nombres premiers, sans s’occuper des progres-
sions arithmétiques. Pour cela, ils travaillent avec la fonction ((s) de Riemann et
ses zéros. Nous reprenons la méthode qu’ils utilisent dans leur article, mais nous
devons tenir compte de la congruence modulo ¢. Ainsi, au lieu de travailler avec la
fonction ((s) de Riemann, nous manipulons les fonctions L(s, x*) de Dirichlet, ou
x* est un caractere primitif modulo ¢. La nécessité d’utiliser des caractéres primitifs
se justifie par le comportement des fonctions L obtenues a partir de ces caractéres
qui est tres proche de la fonction ¢. En particulier, les fonctions L(s, x*) de Dirichlet
nous permettent d’obtenir ce qu’on appelle des formules explicites pour certaines
fonctions arithmétiques. Nous utilisons les notations classiques : pour tout nombre
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réel X
V(X0 = Y An), ¥(X)=> An)
e =X

ou A désigne la fonction de von Mangold et

NX,q,0) = Y logp

p<X
p=£[q]

ou p désigne un nombre premier. Les fonctions L et les caracteres de Dirichlet

interviennent lorsque que nous étudions des sommes ol intervient une condition
) _ 1 .

de congruence, par exemple : 37—y 1= @ > ymodq 2up<z X(£)- Le probleme est

p<z
que les caracteres de la somme précédentes ne sont pas tous primitifs, pour éviter ce

probléme nous utilisons les travaux de Rumely et Ramaré[4] : ils nous permettent
de passer & une somme sur des caracteéres primitifs modulo d|g ou apparait alors
un terme d’erreur qui est négligeable. Nous pouvons résumer notre travail de la
fagon suivante : nous étudions des sommes de la forme sze[q] F(p/X) ou p est

un premier de [(1 — A=Y X; X], A~ un nombre positif plus petit que 1 et F une
fonction positive & support compact. Notre objectif est alors de trouver un A~! le
plus petit possible pour lequel cette somme est positive, ce qui traduira la présence
d’un nombre premier égal a p modulo g dans cet intervalle. Une approche directe,
en utilisant les résultats de Rumely et Ramaré[4], consisterait a écrire :

WY = (1 - A7)0 > S~ |1+ A1 -~ (1+9)].
¢(q)

ce qui serait strictement positif pour A=t > 2¢/(1+-¢). Notre méthode posseéde deux
avantages : les deux termes d’erreurs dans les sommes sont traités simultanément,
ce qui fait disparaitre le facteur 2 dans I’expression précédente, et nous affectons
un poids autre que log p aux premiers, ce qui en plus amene un argument de crible.
Dans la suite de ce travail, nous supposons que, pour un 7yp > 1000 et pour tous les
caracteres de conducteur d|q, ¢ > 2, 'hypothese généralisée de Riemann est vérifiée
pour la hauteur Tj : c’est & dire que les zéros de L(s, x) dont la partie imaginaire
est inférieure & Ty ont leur partie réelle égale & 1/2. Nous sommes aussi amener &
travailler avec la fonction ¥(X, g, £), essentiellement & cause des formules explicites,
mais ¥(X,q,¢) est la fonction naturelle & étudier pour déterminer la présence de
nombres premiers dans un intervalle. Ainsi nous sommes contraints de passer de
9(X,q,0) a(X,q,¢) : il apparait un terme d’erreur de la forme 2/ log x ot a est
un entier plus grand que 2. Dans un premier temps, nous démontrons des lemmes
qui nous permettent d’obtenir un théoreme général a la section 4. Nous en déduisons
le sous-produit suivant :

Théoréme. Sous ’hypothése génialisée de Riemann pour la hauteur Ty = oo,
pour q > 2, £ inversible modulo q, Y > 100¢” et Y > 4.8 x 10'2 |, lintervalle
[YV;Y 41016(q)VY log Y] contient au moins un nombre premier égal d £ modulo q.

Nous verrons dans la section 5 comment nous obtenons la valeur C' = 101¢(g). La
valeur 101 n’est peut étre pas optimale, mais notre approche impose que C doit étre
de lordre de ¢(q). Ensuite, nous faisons 1’étude des cas particuliers ¢ < 13 : ce sont
des caracteres pour lesquels I'hypothese généralisée de Riemann est vérifiée pour
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To = 10000. Nous reformulons notre théoreme principal pour établir 'affirmation
suivante :

Théoreéme. Pour q < 13, ¢ inversible modulo q et pour Y > 913889, l’intervalle
Y — %; Y] contient un nombre premier p congru a £ modulo q.

La constante A™! = 1/654 fonctionne pour tous les modules, mais dans la sec-
tion 7 nous donneront des valeurs de A~! qui seront plus précise et qui dépendront
de la progression arithmétique. Nous ferons pareil pour la constante D = 913889.
Le théoréme que nous obtenons nous permet d’obtenir D = 3 - 10!, la valeur que
nous présentons ici est obtenu par un algorithme sous Pari GP ou nous faisons les
calculs & partir de la valeur D = 10'3, ce qui permet d’une part d’avoir de meilleurs
intervalles et d’autre part de pouvoir comparer nos résultats a ceux que nous ob-
tiendrions par la méthode de Rumely et Ramaré[4]. Nous aurions pu obtenir des
résultats un peu plus précis pour les caracteres 3, 4 et 6, pour des grandes valeurs
de Y en traitant le caractere principal de manieére indépendante, comme le font Ru-
mely et Ramaré[4], et en nous servant du fait que pour ce caractere ’hypothese de
Riemann est vérifiée pour des hauteurs plus grandes que 10°. Mais nous voulons un
résultat uniforme pour tous les modules et avoir des résultats plus précis seulement
pour certains caracteres n’est pas notre but.

Les zéros non triviaux des fonctions L(s, x*) sont notés : p = G+iv. Z(x*) désigne
Pensemble des zéros de la fonction L(s, x*). Dans la suite ce travail, Ty désigne une
hauteur plus grande que 1000, a laquelle nous supposons que 'hypothese généralisée
de Riemann est vérifiée pour tous les caracteres de conducteur d|q ol ¢ est un entier
plus grand que 2.

2. LEMMES PREPARATOIRES.
Si x est un caractere primitif modulo ¢ on le note x* et on pose :
N(T,x*) = > L
PEZ(X™)
0<~<|T|
On pose également :
NT) = > L

P
0<y<IT|

ou la somme porte sur les zéros de la fonction ((s) de Riemann. Dans ce qui suit

f(z) =07 (g(x)) signifiera | f(z)| < g(x)

Lemme 1 (Mc Curley[2]). Soit T est un nombre réel > 2 et x* un caractére modulo
q non principal alors

N(T,x*) = —log-—— P + O*(Calog qT + Cs).

ot Cy = 0.9185 et C3 = 5.512.
Si T est un nombre réel > 2 alors :

T T
N(T) = —logo———+ O*(1.341og %).
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Lemme 2. Si T est un nombre réel > 2 et m un entier naturel > 0.
Si la somme a lieu sur les zéros de la fonction ((s) de Riemann :

1 1 1 L[ 134
Zp: [+ T T (log(T/2m) + E) +0 (Tmﬂ (2log(T'/2m) + 1)).

[v[>T

Si x* est un caratere primitif non principal modulo q :

1 1 1 2
Z |m+1 = T (log(qT/Qw) + E) + O* (T ) (202 log(qT) +Cy + 203))
PEZ(X™)

[v[>T

Preuve: Dans le premier cas, la fonction L(s,x*) est la fonction ((s), et présente
donc une symétrie par rapport a I’axe des abscisses pour les zéros. Nous avons alors :

1 1 ° dt
;MTHZQZ,ymH_ (m+1) Z/ fm+2

P

|ly|>T ~y>T 'y>T
Nt x")dt  N(T,x")
(m +1) /T fm+2  pmtl

et on conclut par intégration par parties. Dans le cas d’un caractere non principal,
la fonction L(s,x*) ne présente pas de symétrie rapport & 1’axe des abscisses pour
les zéros. Nous procédons de la sorte :

1 1 1
D i VD VT
’y>T

PEZ(X™)

vI>T T
> dt > dt ® N(t,x*)dt N(T,x*)
= (m+1) (Z/ tm+2+ Z / tm+2>_ m—l—l)/T gmtz  Tmtl
7>T 77>TX
X"
comme précédemment nous concluons par deux intégrations par parties. |

Nous posons pour 7' > 2, m > 1 et d un diviseur de ¢ :

log(T/27) + 1/m N 1.34(2log(T/2m) + 1

(1) Sw(1,7) = ( ))(1 +107%)

mm T
~ (log(qT/27) +1/m  2C3log(qT) — Co+2C3 3
(2)  Sw(d,T)= < — + T + = (1+1073)

Lemme 3. Sim est un entier naturel strictement plus grand que 1, T un nombre
réel > 2, X > 10 et x* un caractére primitif modulo d un diviseur de q alors :

S s @ )Y ST

AT = Tm 2Ty
PEZ(X")
vI>T
pour T < Tj.
Preuve: Par hypotheése, nous savons que si L(s,x*) = 0 et |y| < Ty alors

8 = 1/2. De plus nous utilisons le fait que dans la bande critique : L(s,x*) =0 <
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L(1 —5,x*) = 0. Nous en déduisons :

X 1 XP 4+ x1-P

Z At T 2 Z [y|m+t
PEZ(X™) PEZ(X™)
IyI>T y>T

Nous distinguons deux cas :
T<~y<Thy=XP4+XF=2VX
THo<y=0<X+ X" P <14+ X<(1+107%)X.
Ainsi nous obtenons :

X7 Sm(d, T)  XS,(d, Tp)
— < .
Z fy‘m+1 - X Tm + 2T6n

PEZ(X™)
[v[>T

Lemme 4. Soient u, t, § trois paramétres strictement positifs et X > 103. Nous
avons :

1 1 U

o (1 T &)X)Q) s (1 (e 5t>X>2) =X
(14 66X — 1 (1+6)X — 1

log <e“(1 o)X + 1> ~log ((1 FO)X 11

Preuve: Le premier cas est une majoration classique. Nous démontrons la
deuxieme inégalité. Remarquons d’abord que :

t-1 2
log (2= ) =1og (1— —— ).
°g<t+1> Og( t+1>

Majorons ensuite la nouvelle différence :

log(l‘wfm)‘bg(“)mim)\f

u

> <u+log2

<1oc (g7 —army) < o0

3. FoncTIONS ¥(X, x*), (X, q,¢) ET 9(X,q,¥)

Avant de passer au théoréme principal, nous allons nous pencher sur les fonctions
V(X X)), ¥(X,q,0) et 9(X,q,0).

Définition 1. Soit x* un caractére primitif modulo q et X un réel > 2 non entier,
nous utilisons les notations suivantes :

(X, x) = > An)x*(n)

o )E(log(qT))2 . X
Rq(X,T7X ) = # +mln (1, W) log(X)
_ X (log(T))? . X

R()(7 T) = # “+ min (1, T||_X||> log(X)
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Théoréme 1. Soit T > 2, x* un caractere primitif modulo q, X un nombre positif
1-x"(=
2

. 1 .
> 2 non entier et a = ). Nous avons plusieurs cas de figures :

Pour la fonction (X)) :
P(X)=X — Z X’ + log(2m) — 1log(l - i) + O*(R(X,T)).
ra 2 X2 ’
[vI<T
Si x* est un caractere primitif non principal modulo ¢ > 2 et a =0 alors :

YX X)) == D, — —log(X) - %log <1 - t12> = b(X") + O (Rg(X, T, X")).

St x* est un caractére primitif non principal modulo ¢ > 2 et a =1 alors :

PX XN == Y Xp—élog(ii)—b(x*)+0*(Rq(X7T,x*))~

PEZ(X™)
[v|<T

Dans ces formules, b(x*) est une constante qui ne dépend que de x*.

Preuve: Nous montrons la formule pour 1(X), les formules pour (X, x*) s’en
déduiront rapidement. Nous posons :

0 sio<Y <1, X
My)=93 siY =1 . do(X)=3 Ami(>).
1 siY>1 nzl

Nous exprimons é(y) au moyen d’une intégrale :

a+100 dS
5(?/) = / ysiv

—io0o S

ol « est un nombre positif. Pour justifier cette formule nous allons approximer 0 (y)

par 'intégrale finie :
a+iT ds
6(y7T) = / y577
a—iT s

ou T > 0. Nous allons montrer :

3) 5(y) — 6<y,T>' <y min(L, (T]logy) "), siy # 1

(4)

La preuve se divise en trois cas. Commencons par le cas 0 < y < 1. Nous décalons
le domaine d’intégration aux lignes horiontales o + i1 avec o < o < 00, nous
obtenons :

6(y) —6(y,T)

a
S?a Sly:l

1 > _
165, T)| < ~ € / y*do = y*(nT|logy|) .

1 /“’“T L ds
Y —
T\ JatiT s| Tl

Maintenant, nous intégrons sur un demi cercle de centre 0 orienté vers la droite et
nous pouvons écrire :

1
|6(y?T)‘ S §ya7
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ce qui nous donne (3). Passons au cas o y > 1. Les arguments sont similaires
mais nous décalons cette fois le domaine d’intégration vers la gauche. Il y a une
contribution du poéle 0 qui fait apparaitre le 1 de d(y). Nous aboutissons aussi &
(3). Il nous reste & traiter le cas y = 1, nous avons :

1 atil g 1
0(1,T) = — —=—11 iT) — 1 —iT
(1,7) 2ir o s 2i7r< og(a+1iT) — log(a — 4 ))
1
=5 <log |+ 4T| 4+ iarg(a +iT) — log |a — iT| — i arg(a — zT))
i
= o arg(a+iT) = 5 + _arg(T o)
= g-argla+il) = 5 + —arg ia),
ce qui nous permet d’obtenir (4). Nous écrivons maintenant la formule classique :
¢(s) -
— = A(n)n™%.
o)~ 2

n>1
Cette formule nous encourage a poser :
1 a+iT ! X5
(X, T) = 7/ _¢ ) ds,
2im a—1iT C(S) S
avec « > 1. Nous déduisons de (3) et (4) :

90(0) ~ (D) < 3 A2 ) min (1, (Tog ) ) + F400)
n#X

Pour a = 1 + (log X)~!, nous obtenons :
log X
T

[Yo(X) (X, 7)) < X(log X) 3~ n~min (1, (T]log =) ) +
n#X

< X(logX)/ u~*min (1, (T log£|)_1))1A(u)du + (log X) min (1, (T log X \)71),
1 u <X >

o A est 'ensemble des u qui vérifient |u — X| > 1 et < x > désigne I'entier le plus
proche de X et différent de X. L’intégrale est un O(log X) et de plus :
<X>—X) > 1\|X||’

X 2 X
ou || X|| = |X— < X > | désigne la distance de X & lentier le plus proche de X et
différent de X. Nous pouvons en conclure que :

log (1 +

log

'1 <X >

<X >

Yo(X) = B(X,T) + 0(%(1% X)2) 4 O(min(1, —— ) log X).

X
[1X1
11 nous reste a évaluer (X, T). Nous décalons cette fois le domaine d’intégration
sur les lignes horizontales o £¢T" avec —oco < 0 < . Nous rencontrons des poles en
s=1,8=0,s=—2m,avecm > 1,et s = p = f+ivyou |y| < T.Lahauteur T > 2
est choisie de sorte que (log7)~! < |y — T'|, pour tous les zéros p. Nous pouvons
écrire ces majorations classiques de la fonction {(s) pour —1 < o < 2et s = o £iT
avec T > 2:

%(8) < (log |s))?.
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Cette majoration reste valable pour o < —1.

W(X,T) = Z X 3 +(9( /O;OXU(log(a|+T))2da>.

m= lI<T

L’intégrale est un O(XT~!(logT)?(log X)~ 1), de plus :

%(0) =log2m et Z X;jm =—log(1—X?)

m=1

et la conclusion est immédiate. La formule est alors démontrée pour ¢ (X), pour
(X, x*) nous utilisons les mémes méthodes. Nous pouvons obtenir :

Po(X,x") = (X, T, x" )+0( (log ¢X)?) + O(min(1, =) log X),

IIXH

a+iT / s v* s
wo(X,x*)zzMn)x*(n)aé) et W(X,T,\") = L/ L)X,

2t Joir  Llsx) 5

Il reste plus qu’a refaire ce que nous venons de faire plus haut, mais avec les fonctions
L(s, x*). Nous obtenons alors les formules désirées. |

Lemme 5. Soit g une fonction continue différentiable sur [a;b] ot 2 < a < b < oo.
Nous avons :

/abw(t)g(t)dt = /ab tg(t)dt — Z/ab tpg(pt)dt + /ab (log(Qﬂ') - %log (1 — tlz>>g(t)dt

Si le caractere primitif est non principal, alors nous avons deux cas suivant les
valeurs de a. Poura =1 :

[ vtacri=— 3 [T iy [y} Mg (1 )atour

PEZ(X™)

et pour a =0 :

[ vocnma=- 3 [Py [y g o (15 Yot

PEZ(X™)
b
- / log(t)g(¢)dt
a

Preuve: Nous allons prouver le cas w = 0. Nous supposons Ja; b[[ 1N = @, et ce
sera suffisant par continuité et les propriétés de l'intégrale. Nous avons :

/ B(t, x*)g Z / IO ) /abg(t)dt

MfT
X

b b b
-1 / log(1 — 3 )g()dt / log(t)g(t)dt + / R(t, T, x*)g(t)dt.
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Nous pouvons écrire :

b b tlog(qtT)?|g(t)|dt b t
|/a R(t, T, x*)g(t)dt| g/a 7 +/a min (1|t|T) log(t)|g(t)|dt

(log ¢bT) log(b)b
< b——"—
< [lgllb =B+ gl 5
qui tend vers 0 quand 7T tend vers 4+oo. Une intégration par parties nous donne :
b b o+l 1 1
tP 2 bt at
—g(t)dt = —/—gtdt—l— g(b) — gla
| Za gttt + ) - a0

Nous en déduisons :

b 1
‘/ tpg(t)dt‘ < =

o]
d’ou :
b
124 1
S | [ S|« S o
peZ(x*) ¢ PEZ(X")

lvI<T lyI<T

Ainsi la premiere série converge absolument donc elle converge. [ |

Nous rappelons un théoreme, qui utilise des majorations a la Brun-Titchmarsh ;
nous 'utiliserons de nombreuses fois par la suite :

Théoréme 2 ((Montgomery et Vaughan)[3]). Soit ¢ > 1 un entier. Nous avons :

B 2N
Card{p € [M +1; N + M],p = a[q]} < #(q)log(N/q)

pour 1 <q< N et M > 0.

Lemme 6. Soient trois réels X, u, § et ¢ > 2 un entier vérifiant :
X
X >10%7, 0<6<0.1, 0<u<01, 22 > 4.
q

Nous avons pour t €[0;1] :

log(X)uX
log(uX)¢(q)
Preuve: Nous posons Y = X (1 4 6t). D’apres le théoreme 4 :

I(Xem(1+0t).q,a) — V(X1 +6t), q,a) < log(Ve) S 1
Y<p<Ye"
Ye* =Y 2.1036Y u u+logy

< m .
6(q) log <Y(e";Y)> #(q) log(e* —1) +log(Y/q)

HXe"(1+6t),q,a) —HX(1+dt),q,a) < 2.8236

< 2log(Ye")

u+log(x)

Comme Y > X la décroissance de la fonction z +— Tog(e"—1)—Tog () TTog(z)» 1OUS
donne :
2.1036Y u u + log(X) < 2.1036Y u ( u —log(e* — 1) + 1ogq>
~ olg) log(er —1)+log(X/q) —  ¢(q) log(e* — 1) + log(X/q)

2.15Yu (. log(u/q) 2.15Yu  logX 2172Xu  log X
= #(q) <1 log(uX/q))S ¢(q) log(uX/tJ)S #(q) log(uX/q)
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puisque e* — 1 < 1.0518u et u — log(e* — 1) < —1.022log u pour u €]0;0.1]. Nous
log uX
loguX/q

allons montrer que < 1.3 et la conclusion sera immédiate. Nous écrivons :

loguX 1
loguX/q 1-—logq/loguX’
Or comme uX > 40q, alors :

log uX 1
< <13
loguX/q — 1 —1logq/log40q

Le lemme est alors démontré. |

Nous allons maintenant prolonger les estimations de Rosser et Schoenfeld[6] sur
la différence ¥(X) — ¥(X), a la différence (X, q,¢) — ¥(X, g, £). Pour cela nous
avons besoin du résultat suivant :

Lemme 7. Soient ¢ > 2 et a deux entiers naturels et notons w(q) le nombre de
diviseurs premiers de q. Nous avons la majoration suivante :

Card{z[q]/z® = alq]} < oD,

Preuve: Supposons que ¢ ait une décomposition en facteurs premiers de la forme
g=pit...pim. Six® = alg] alors Vi = 1..n, 2% = a;[p;] ol a; = ap;]. Comme Z/Z,
est un corps pour p premier alors :

Card{z[q]/z* = a;[pi]} < a.

Lemme 8. Pour X > 100q", nous avons :

59(016.6v/X
0 X —9(X Rt il
§¢( 7Qva) ( aQ7a) S ¢(q)

Preuve: Nous allons maintenant estimer la différence (X, q,¢) — 3(X,q, ).
Nous avons :

(X, q,0) =9(X,q,a) = > logp= > > logp+ »  logp.

+1.48X /% 1og X.

"‘<X 2<a<5 pP<X pr<X
=alq] p“=alq] P *a[q]
p *>2 p¥>6

Nous allons traiter d’abord les quatre premieres sommes en utilisant des inégalités
a la Brun-Titchmarsh et le lemme 7. Nous obtenons :

V 21 x2 28x2 35x2
1 <W<Z)
2, ). logp<s ¢()(5><2+4><3+3><4+2><5>
2<a<h p*<X
p*=alq]

< 16.6 x 5W(Q>E.
#(q)

Passons maintenant a la derniere somme :

Z logp < Z logp < Z 19(X1/a) < LgXﬂ(Xl/G).

~ log2
pO<X Po<X a>6 &
p _a[q] a>6 a<log X/ log 2
a>6
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Par un calcul numérique, et en utilisant les travaux de Rosser et Schoenfeld[6], nous
pouvons affirmer que :

(X/0) < 1.023X1/6
Finalement :

- 5¢(16.6v/X

Y(X,q,a) —9(X,q,a) < ) +1.48X Y% ]og X.
q

|

Le lemme 5 nous dit qu’il est possible d’exprimer I'intégrale f; P(t, x*)g(t)dt, par

I'intermédiaire de sommes sur les zéros des fonctions L(s, x*), quand le caractére

est primitif. Pour ne pas avoir le probléeme des caracteres non primitifs, nous allons
utiliser les travaux de Ramaré et Rumely[4]. On introduit les fonctions :

V(X kL) = Z wi(£,n)A(n)
n<X

avec :

1 *
wk(ﬁ, n) = @ Z Xl(’n’)X(‘e)

ou i est le caractere primitif modulo k de .
Soit K le plus grand diviseur commun de k et n, nous avons les relations :

2K i = K]
wilb;n) = {0¢(k) sinon

x mod k

Nous posons alors :
1 -
VRO ==Y > xOp(X,x*)
¢(q) d|k x*mod d

Les travaux de Ramaré et de Rumely[4], nous permettent d’avoir ces inégalités :

VX0 0 (XK ) S BOGR O +logX 30 1
plk

qui nous évitent le probleme des caractéres non principaux.

4. LE PRINCIPE GENERAL.

Soit m € N*. Une fonction f définie sur [0; 1] est dite m-admissible, si elle vérifie
les conditions suivantes :

(1) fest m fois différentiable sur [0;1].

(2) f®0)=f®(1)=0pour 0 <k <m—1.
(3) f=0.

(4) f est non identiquement nulle.

Pour une telle fonction, nous définissons :

_ ™

:u‘m(f)f ||f‘|1 ’ /U'Tn

="
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ou nous utilisons les notations classiques :

lall = | ottt lalls = / 901 |2dt)1/2.

Nous allons aussi utiliser les notations, pour a € [0; 3] :

0) = / Jdt+ [ f0de et w(f,a) = o(f,a)/||f]h-
0 l1—a

Lemme 9. Soient X et u deux nombres strictement positifs, et f une fonction
m-admissible. Nous avons dans le cas du caractére principal modulo 1 :

K2 1>Xp/01“ rovp s~ |

p

ugé—l)+m1+® N(T)VX + (14 0)™ s, (f e‘+1§:|ﬂmﬂ

X
W|>T
Dans le cas ot w = 1,nous pouvons écrire :
1 ! * *
| [ (wea o) - scxa o) ) s
0
i1 X8
PEZ(X™) K
[v[>T
et dans le cas ou w =0 :
1 ! * *
ool (w<Xe”<1 £50x) — DXL+ 60 x ))f(t)dt'
0
m+1 * e + 1 Xﬁ
PEZ(X™)
[v[>T

Preuve: Nous traitons en détails le cas de la fonction ((s), les deux autres cas
s’en déduisent rapidement, en faisant appel au lemme 4. Nous séparons les cas ou
Y <Tet|y|>T:

| =

1
W <T = 3= [ +5t)”f(t)dt‘ < (140" flh,

,ainsi :

S N

e’ —1
p

Pour |y| > T, une intégration par parties et les hypotheses sur la m-admissibilité
donnent :

/1(1 + 6t)P f(t)dt =
0

/ e*Pdr| < ue™? < u(l+06)Y2
0

—1\m 1
(p+ 1)((:)4_ m)(é)m/o (1 +5t)P+mf(m)(t)dt

d’ou :
1 m+1 m
L+ &)™
1+ 6t)° tdt‘g
‘A( yi) [y[mom

Le résultat s’en déduit sans problemes. [ |
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Définition 2. Soient m > 2 et ¢ > 2 deux entiers naturels et T > 2 un réel plus
petit que Ty > 1000. Nous définissons deux fonctions de T de la facon suivante :

- (Sm\(/c;T)+Sm(;l,T)<£>m>.

dlg x*mod d dlg x*mod d

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat suivant :

Théoreme 3. Soit m > 2 un entier naturel et a; > 0, ag > 1, ay € [%;1],
a € [0; %} quatre parameétres réels. Soit f une fonction m admissible que nous nous

laissons le soin de choisir. Nous posons :

1.001 1/m+1
Y=X(146(1-a))e*; d=mu; u= 29 ( M:rgfm)TS(T To)>
2.82 18.31
agl = (0.9— 1160, _ 23236w(f.a) 183 )/2.22
e Q2

et nous supposons que cette constante est positive. De plus nous travaillons avec
X > 100qg”. Soit T > 2 un réel. Nous supposons de plus les relations suivantes
vérifiées :

- Y
N(T)galx/?; mu < 0.1 ; uY > 40q; agggT\/(;; Yo <uY; T <Ty.
Alors :
14+ mua 0.09Y
19Y57 -9y s 4y 1- ) >Ya4717_2
D00~ Y ™ gl = ura)) 2 vt [ 2R o
2
152y Vo 10g2y — U8 000

log2

qui est une borne strictement positive pour Y assez grand.

Preuve: Nous posons Y = (Y (1 + mua)e™*)/(1 + mu(1 — a)). Nous pouvons
écrire pour a € [0; 1] :

1—a
/ <19(6“(1 +6(1—a)X,q,a) — (1 +da)X,q, a))f(t)dt
1—a
> /a (19(6“(1 +6)X,q,a) — (1 + )X, q, a))f(t)dt.

Etendons les majorations sur [0; 1] en remarquant que :

l—a
[ (e 8- @)Xg0) = 90+ 00X 0) ) 0= [003) = 00 )] 1Al o)
./la (19(@“(1 + o)X, q,a) — (1 + 66X, q, a)> F(t)dt

) ) B . ~ 2.8236Xulog(X)v(f,a)

> /0 (19(6 (1+6t)X,q,a) —9((1+ 6t) X, g, )>f (t)dt #(q) log(uX)
Lo - . _ 2.8236uXv(f,a)

> | (19(6 (1+6)X, 4, a) = V(1 + 6t)X, g, >>f(’f)dt ol
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Nous pouvons remplacer ¥ par 1. Posons :

1 ! N
/O (ﬁ(e (1+ 6)X, q, a) —0((1+5t)x,q,a))f(t)dt

£l

B ﬁ /o (w(e“u + 1) X, q,a) —((1+0t)X, q, a))f(t)dt

En utilisant le lemme 7, nous sommes en mesure d’écrire pour ¢ € [0;1] :
19(@“(1 + §t)Xa q, (L) - 19((1 + 6t)X> q, a) - (w(eu(l + 6t)Xa q, a) - 1/}((1 + 5t)X7 q, a))
~ 16.6log(e" X (1 4 6t))\/(e" X (1 + 6t))
- ¢(q)
_ 18.31log2X VX
- ¢(q)
Par conséquent nous avons :
18.311og 2X VX
¢(q)

Dorénavant, nous allons nous intéresser a l'intégrale J. Nous obtenons :

I =

—1.48(Xe*(1 + 6t)) % log(e“ X (1 + 6t))

—1.54X/610g2X.

I>J— —1.54X/010g2X.

1 1 . . iy ) )
JZW/O (w (Xe"(146t),q,a) — (X (1 +6t),q, ))f(t)dt

! 1
i f(t)log(e"X (1 + 6t)) %}; Edt

1
/0 <w*(X€“(1 +6t),q,a) — (X (1 + dt), q,a)>f(t)dt

A

£l

(log2X)?
log 2

1
>
171l

Intéressons nous maintenant a A :

42 g xS (5w [ fifa oo

2 >

d|lg x*mod d
d#1

||f||1 / (¢<X€“<1+&>»x*> —w<X<1+6t>,x*>)f<t>dt]

Nous traitons d’abord le cas des caractéres de conducteurs différents de 1 . Pour la
double somme, nous distinguons les cas w = 0 et w = 1. Nous pouvons écrire :

‘ Qllflh 2 2 X /((Xeu(lJF‘St)aX*)¢(X(1+6t),x*))f(t)dt‘

d|q x*mod d

d|lq x*mod d
2.106

1 1u(¢()—1)

<¢(q){2 e + (u+log2)é(q) + uvX(1+9) E E N(T,x")
* a1 [ Sm(d, T)VX  XSn(d,To)

d s (1+0) +( T T agm > ﬂ

225

d
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Nous regroupons ce que nous savons, et nous en déduisons :

uX [ olg) 1 o)  2.106p7,(f)

4250 ae T OV S R T e 09)

uX [ dlg)  lg) 210615, (f) (1.001\" " log 2
> W _1 — 1.16041 - X2 - X - mmﬂ09) ( uT > S(T, TO) — ¢(q) X :|
uX [ ole)  ¢lg) 222 log 2
2@_1—1.16041— ¥ X o - ¢(q) uX}

Nous pouvons maintenant minorer le terme du début :

/ uX o(q)  o(q) 2.22 log 2
DY) =Y )][1 —w(f,a)] > 7¢(Q) {1 —1.16c; — X2 T x 73 —¢(q) uX }
(log2X)?  2.8236w(f,a) 18.31 x 5*@/X y
B Y R v R Rt

Comme Y <uY, X <Yet X > 0.9Y, nous en déduisons grace aux hypotheses :

0.00

¢(q)
(log2Y)?
B log 2 B

W(Y,q.a) — 9 ,q,a)][1 —w(f,a)] > Y [ — 2} —1.54Y Y 1og 2y

log 2.

Le premier terme de cette somme est prépondérant car ay > 1/2, donc pour un Y
assez grand qui dépend de g le minorant est positif. Le théoréme est ainsi démontré.

Nous donnons a la section 7 une table de valeurs en fonction de ¢(g) des rangs
Yo(q) & partir desquels la fonction minorante est positive. Pour ¢(q) > 34, c’est a
dire q > 35, des vérifications numériques nous assurent que Yy(q) = 100¢".

5. SOUS L’HYPOTHESE DE RIEMANN GENERALISEE

Nous supposons maintenant que Ty = oo. Notre objectif est de trouver un in-
tervalle de la forme, [Y;Y + f(Y)] pour Y > 100¢” contenant un nombre premier
égal & ¢ modulo ¢. Dans leur article, Ramaré et Saouter[5] obtiennent, sous I’hy-
potheése de Riemann, un intervalle contenant au moins un nombre premier de la
forme [Y;Y + CVY log Y]. Comme nous utilisons des techniques semblables, 1'in-
tervalle que nous pouvons obtenir par notre méthode ne sera pas meilleur que
[Y;Y + CVYlogY], ot C est une constante assez grande et Y un nombre réel
assez grand. Nous allons montrer que nous pouvons obtenir un intervalle de cette
forme mais ot C dépendra de g. Nous établissons d’abord la dépendance en ¢ de la
constante C, et 'ordre de grandeur optimal que ’on peut espérer obtenir pour C.
Pour cela nous travaillons asymptotiquement, et nous constatons que T' doit avoir
une certaine forme. Dans ce qui suit, ¢ désigne une constante indépendante de ¢
et C' une constante dont on veut connaitre la dépendance en g. La taille de notre
intervalle doit étre de la forme :

142(1—a)u— (14 2au)e™™
1+2(1—-a)u

Y ~ cuY.



16 french PATRICK LEMAIRE

En travaillant avec T suffisamment grand, nous pouvons écrire :

~ 1+1073 1 dT 1 20y log(dT)  Cy + 2C5

dlk x* mod d

log(qT).

(¢(q))ﬁ

Donc nous avons :

Q

1001 (it () e N Tt ot g L
u=— (ag o T5*(T) ~ S*(T) T
1 1
N T log(aT) ™ (9())
Or nous voulons :
logY
u=~C 8

Ainsi T doit étre de la forme :

N
VY

T ~
clOng(tJ%

ot f(q) est une constante qui dépend de ¢. Comme N(T) = (4(q)) <Z log(%) —

%4—0*(02 log(¢T) + 03)), asymptotiquement, ’hypothese N(T) < a;v/Y nous

donne :
(¢(a))cf(q) cay
——— =)<
Nous pouvons alors obtenir une minoration de C' dans u car :
F@m™ e, @ c(¢(q) — 1)
Cn DU gq)/mtt x DU o 0> SO0 o> cg(g
f(q) (ZS( ) f(q)m/m—i-l am/m-‘rl ( )

1

car o < 2, sinon ag ne peut pas étre positif, dans notre théoreme principal. Cette
inégalité nous montre d’une part, que C ne peut pas étre une constante par rapport
a g, et d’autre part qu’au mieux C est de l'ordre de grandeur de ¢(q). Pour que C
soit de l'ordre de grandeur de ¢(q), nous devons choisir a; constante par rapport &
q et f(q) de Vordre de ﬁ. Maintenant nous allons montrer le résultat sur la taille

de l'intervalle. Nous avons besoin des deux résultats suivants :

Lemme 10. Soit g un entier naturel plus grand que 2, nous avons la minoration
suivante :

¢a) o 2
5w(e) = 25

Preuve: Nous allons procéder par récurrence sur w(q). Pour w(q) = 1, pour
w(q) =2 et pour w(q) = 3,

6la) _ (20(3)0(5) _ 2
2w(a) — 53 — 25
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Supposons pour w(q) = n, n > 4, la majoration est vraie. Pour w(q) = n + 1, nous
avons pp41 > 7, d’ou grace a I’hypothese de récurrence :

Aa) o SP1)PP2)-P(Pr)dPrt1) o 2 dpnts) S 2 6 2
e+l = 5" X 6 — 25 5 —25° 5725
|
Lemme 11. Pour a € [0, 1], nous avons :
14+ mua
- e " <uy(l 1-2 .
1+mu(1—a)e <u(l+( aym)
Preuve:
1+mua  _ (1 + mua) _ 1—2a
o T eru— A TP (] e - =
1—|—mu(1—a)e 1+mu(1—a)( ¢ )+mu1+mu(1—a)
< u+mu(l — 2a)
|

Maintenant, nous allons choisir une fonction admissible f et des constantes aj,
s, ay, a et m de facon spécifique. Nous prenons :

2 1 1
=2 t)=4t(1 =)™, a=—; == = 68.095289; =—
m=2 [f(t)= @1 -0)" a=p ar=g5 ap = 68095289 a4 =g
Nous en déduisons les formules :
40
w(f,a) = 2a*(10 — 15a + 6a?%); p*(f2) = \f; a3 = 1119210.338
Notre étude nous amene a poser :
oY
¢(q)lnY"

Nous devons maintenant vérifier les hypotheses du théoreme. Commencons par celle
sur a1. Nous sommes dans le cas ot Y > 100¢” pour ¢ > 2 et Y > 4.8 x 10'2. Nous
avons :

N(T) < ¢(q) [Z log (gi) - % +(0.9185log(qT) + 5.512)].

Nous en déduisons :

0 <00 iy (o8 (satgmay) 1) + 5 o (Glay ) < o
{ < Y ) 1 09185 <Y1/77r\/17> N 5.512} _1
log v

S logY ) logy © yo/id 8\ my ys/ia| =g
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Pour vérifier celles sur as et ay, nous devons d’abord évaluer u et TS‘(T7 To) :

TS(T,Ty) < 6(q)——=1.001 [1 (1og (qT> n 1) 4 2Celos(al) | Co +f203]

VY o s 2 T3 T3

1.001 [1 y9/14 1 7Y 9/14\ (logY)3 (logY)?
< “log [ =—= ) + = + 2051 12
= logY [2 8 <210gY> Tt Og( mY >7r2Y15/14 * 772Yl5/14}
<0.25

5 1.001T (log(2T/27) + 1/m  2C3log(2T)  Cy+ 2Cs
TSI D) 2 (o) - )- ot (CEEE A | 20RO | Gt
> 0.18.

logY 1.001 ( w5(f) e )1/3 logY

335 <u=-—(a TS(T,T, < 37.39 :

Cette majoration établie, il est clair que I’hypothese sur a4 est vérifiée. Des calculs
rapides nous permettent de vérifier les autres hypotheses. Finalement nous arrivons
au résultat suivant :

Théoreme 4. Pour g > 2, pour £ inversible modulo q, pour Y > 4.8 x 10'2 et
Y > 100¢7, Uintervalle [Y;Y + 101¢(q)VY logY] contient au moins un nombre
premier égal a £ modulo q.

6. ETUDE DES MODULES PLUS PETITS QUE 13.

Dans cette section, nous faisons faire une étude plus détaillée des modules plus
petits que 13 ; ce sont des modules ou I’hypothese généralisée de Riemann est vérifiée
pour la hauteur 7y = 10000. Dans un premier temps, nous donnons une version plus
précise du théoreme principal pour ces différents modules. Ensuite, nous établissons
le théoreme que nous avons énoncé dans l'introduction. Nous commengons par
donner une version plus précise du lemme 8 :

Lemme 12. Soit 2 < g < 13, a inversible modulo ¢, X > 3 x 10*" et X > 100 x ¢”
nous avons :

X
(X, q,a) —I9(X,q,a) < bq(a)£ +1.48X1/6 log X

o(q)
ot les valeurs de by(a) sont données dans le tableau 2.
Preuve: Nous détaillons le cas ¢ = 3. Commencons par le cas a = 2. Les
équations p? = 2[3], p* = 2[3] n’ont pas de solution dans Z3 et les équations Z3 en
ont chacune une seule. Grace a cela et au théoreme 2, nous avons :

P(X,3,2) = 9(X,3,2)= > > logp+ > logp

2<a<6 p*<X p*<X

p*=alq] p*=alq]

p*>7

log(X1/3) 1 log(X/?) _
VX x X7V/6 VX x X310 4 148X 0 1og X
~ log(X1/3) —log3 . + log(X1/5) — log 5 x * 8
.02
< 00288 /% 4 1.48x7/0 log X.

Passons maintenant au cas a = 1. Les équations p? = 1[3], p* = 1[3], p* = 1[3],

p® = 1[3] ont chacune deux solutions dans Zs. Grace au théoréme 2, nous pouvons
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alors écrire :

4.2424
$(X,3,1) = 9(X,3,1) < = VX +1.48X Y% ]og X.

Nous sommes en mesure d’écrire un théoreme 3 “bis” :

Théoréeme 5. Soient 2 < ¢ < 13, X > 10'° et X > 100 x ¢7. Soient m > 2 un
entier naturel et oy > 0, ag > 1, ay € [%, 1], a € [0; %] quatre parametres réels.
Soit f une fonction m admissible que nous nous laissons le soin de choisir. Nous
posons :

1.001 * . 1/m+1
Y=X(1461-a)e*; d=mu; u= 29 (ag Mm(im)TS’(T, T0)>
m

2.8236w(f,a)  by(c)
(%} [6%)

az;t = (0.9 — 1.16a; — >/2.22

et nous supposons que cette constante est positive. Les valeurs de bé(q) sont données
dans le tableau 3. De plus nous travaillons avec X > 100q7, Soit T > 2 un réel.
Nous supposons de plus les relations suivantes vérifiées :

N(T) < a1VY; mu<0.1; uY >40; ay <uVY; Y™ <uY; T<T,
Alors :

1+ mua 0.1Y
(Y, — (Y - > (0.9Y) | ——— —
(¥,.0) = 0 011l — (o)) = (09 | 20 o]
2
152y Yo 10gay — 1OBZY)T o
log 2

qui est une borne strictement positive pour Y assez grand.

Théoréme 6. Pour Y > 3 x 10!, ¢ > 2 et c inversible modulo q, l’intervalle
[Y — A=Y Y] contient un nombre premier congru ¢ ¢ modulo q. La valeur de A1
dépend des paramétres o, o, g, m, q et de c. Les valeurs de A~1 sont reportées
dans le tableau 4.

Nous avons choisi de prendre T' = Tj et oy = N(T)/y/Y. Dans la pratique, nous
avons fait les calculs avec log Y = 29.94. Les autres parametres sont obtenus par un
algorithme effectué sous Pari GP; il ne nous donne pas ceux fournissant la valeur
optimale de A~! mais des paramétres renvoyant une valeur satisfaisante pour A=!.
Un autre algorithme sous Pari GP nous permet d’obtenir le résultat donné dans
Iintroduction : le tableau 6 donne des valeurs plus précises des constantes D suivant
les progressions arithmétiques.

7. TABLEAUX

Nous regroupons dans cette section tous les tableaux dont nous avons parlé
précédemment et un tableau des valeurs de A~! pour X > 10%0 et X > 10100,
Nous donnons aussi les valeurs de A que nous aurions obtenus avec en utilisant
directement les travaux de Rumely et Ramaré[4] ce que nous permettra de comparer
les résultats.
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#(q) 2 4 6 8 10 12 14 16
Yo(q) | 1.1-10° | 85-10° |2.9-10'°[6.86-10" | 1.4-10 [2.4-10" | 3.8-10'" | 5.8 10"
#(q) 18 20 22 24 26 28 30 32
Yo(q) | 8.2-101 | 1.13-10'2 [ 1.6 - 102 | 2.05- 1012 | 2.53 - 1012 | 3.2- 102 | 3.91 - 1012 | 4.8 - 10%?
TaAB. 1. Valeurs de Yy(q).

¢ [ 54() [ 54(2) [ 5,(3) [54(4) [ b4(5) | 54(6) | b (7) | b4(8) | bg(9) | bg(10) [ by(11) | b,(12)
3142410029 © %) Q Q % % % % % %
41425 © [0029] © % % % % % % % %
5| 4.26 [0.029[0.029 | 425 | © % @ % % % % %

6| 425 | © % © ]0.058| © % % % % % %
7 | 431 | 423 [0.001 | 4.23 | 0.001 [ 0.084 | © @ % % % %
81848 | © [0.023] © [0023] © |0.023| O % % % %
9 [ 431 [0001] © [423]0001] © | 431008 © % % %
10/ 215 | © |0.023] © % © 0023 © |425| O % %
11] 426 [ 0.028 | 4.25 | 4.25 | 4.25 [ 0.028 | 0.028 | 0.028 | 4.25 | 0.33 % %
12848 | © % © 0029 © [0029| © % o ]002 | o
13 ] 4.32 | 0.01 | 4.23 | 4.22 | 0.085 [ 0.001 | 0.001 | 0.085 | 4.23 | 4.22 | 0.001 | 4.3

TAB. 2. Valeurs de b,

q | by(1) [ 6,(2) | b (3) [ by (4) | by(5) [ b,(6) | by (7) [ b,(8) | b,(9) [ b,(10) | 0'4(11) [ b, (12)
31469 (0032 o %) %) %) % % % % % %
41469 | o 0032 © % % % % @ % % %
5| 4.7 10.032[0.032]0.032] © Q %) Q % % % %
6 | 4.7 % % o 0032 o [ % % % % %
7 | 475 | 4.66 | 0.001 | 4.66 [ 0.001 [ 0.093| © Q %) % % %
819356 © [0032] @ [0032| © [0.032]| © 2 @ % %
9 | 475 [0.001| © | 466 [0.001| © | 475 [0.09| o % % %
10237 | © [0032] © % o [0032] o | 47 % % %
11 47 [ 003 | 47 | 47 | 47 | 0.03 ] 0.03 | 0.03 | 47 | 0.03 Q %
121935 | © % © 0032 @ [0032] © 2 % 0.032 %
13] 48 |0.001| 4.7 | 4.7 [0.093|0.001 | 0.001 | 4.7 | 47 [ 4.7 | 0.001 | 4.8

TAB. 3. Valeurs de b;
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q b, c Qs Qg m a A1

3 | 4.69 1 782.3 1/2 |26 | 129/320 | 0.001393
3 |0.029 2 7734 1/2 |26 |129/320 | 0.001389
4 | 4.69 1 782.9 1/2 |26 | 129/320 | 0.001393
4 10.032 3 766.8 | 1/2 26| 13/32 | 0.001416
5| 47 1 831.9| 1/2 | 26| 3/8 |0.001431
5 1 0.032 2,3,4 843.5 1/2 26| 129/320 | 0.001427
6 4.7 1 773.1 11/20 26 13/32 0.001415
6 | 0.032 5 766.5 | 11/20 | 26 | 13/32 | 0.001415
7 | 4.75 1 775.2 1/2 26 2/5 0.001462
7 | 4.66 2 775.2 1/2 126 2/5 0.001462
7 1 0.001 3,9 769.9 | 11/20 | 26 | 129/320 | 0.001466
7 | 0.032 6 769.9 | 11/20 | 26 | 129/320 | 0.001466
8 | 9.356 1 757.1 | 11/20 | 26 | 129/320 | 0.001436
8 | 0.032 3,5,7 851.8 | 1/2 |26 | 129/320 | 0.001427
9 | 4.75 1 787.9 | 1/2 |27 ]129/320 | 0.001458
9 | 0.001 2,4 740.4 | 11/20 | 28 | 13/32 | 0.001454
9 | 4.66 4 7877 | 1/2 27| 13/32 | 0.001457
10| 2.37 1 887.6 1/2 |26 | 129/320 | 0.001429
10 | 0.032 3,7 843.5| 1/2 |16 | 129/320 | 0.001427
10 | 4.7 9 758.4 | 1/2 | 27| 129/320 | 0.001430
11| 4.7 1,3,7 790.8 | 1/2 |28 |129/320 | 0.001505
11| 0.03 |2,6,7,8,10 | 781.9 1/2 | 28 | 129/320 | 0.001501
12 | 9.35 1 763 1/2 | 27| 129/320 | 0.001433
12 | 0.032 5,7,11 752.3 | 11/20 | 27 | 13/32 | 0.001433
13| 4.8 1,12 757.7 | 11/20 | 28 | 129/320 | 0.001529
13 | 0.001 2,6,7,11 755.2 11/20 28 129/320 0.001524
13| 4.7 |3,4,8,9,10 | 757.7 | 11/20 | 28 | 129/320 | 0.001529
13 | 0.093 5 755.3 | 11/20 | 28 | 131/320 | 0.001524

TAB. 4. Valeurs des parametres et de A pour Y > 10%3

q [ATT:10%0 [ A-T. 10100
3 | 0.001382 0.001382
4 | 0.001382 0.001382
5 | 0.001407 0.001407
6 | 0.001382 0.001382
7 | 0.001423 0.001421
8 | 0.001407 0.001407
9 | 0.001421 0.001421
10 | 0.001405 0.001405
11 | 0.001442 0.001442
12 | 0.001405 0.001405
13 | 0.001450 0.001450

TaB. 5. Valeurs de A~! pour Y > 1030 et Y > 10190




PETITS INTERVALLES

alq] D alq] D
1[3] | 75511 | 2[3] | 68086
1[4] | 79133 | 3[4] | 88211
1[5] | 145361 | 2[5] | 250687
3[5] | 156253 | 4[5] | 167729
16] | 75511 | 5[6] | 68087
1[7] | 369979 | 2[7] | 257077
3[7] | 340693 | 4[7] | 251843
5(7) | 242639 | 6[7] | 240043
1[8] | 154681 | 3[8] | 148091
58] | 201389 | 7[8] | 183823
1[9] | 287731 | 2[9] | 373943
4[9] [ 236209 | 59] | 237749
709] | 222073 | 8[9] | 252017
1[10] | 145361 | 3[10] | 156253
7[10] | 250687 | 9[10] | 167729
1[11] | 639167 | 2[11] | 427429
3[11] | 394507 | 4[11] | 581981
5[11] | 498613 | 6[11] | 394169
7[11] | 307171 | 8[11] | 414367
9[11] | 913889 | 10[11] | 380071
1[12] | 138157 | 5[12] | 194609
7[12] | 168943 | 11[12] | 158231
1[13] | 461891 | 2[13] | 591749
3[13] | 619583 | 4[13] | 590243
5(13] | 690721 | 6[13] | 540377
7[13] | 416501 | 8[13] | 524389
9[13] | 627961 | 10[13] | 485053
11[13] | 691637 | 12[13] | 849419

TAB. 6. Valeurs de D pour Y >3- 10!
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