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Remeriements et historiquedu stage
Mes remeriements vont à Olivier Ramaré qui, déjà bien avant mon stageà Lille, m'a guidé dans la déouverte de la théorie analytique des nombres �notamment par ses ourriels toujours très élairants.Je tiens à le remerier ensuite pour avoir immédiatement aepté ma demandeen vue d'e�etuer mon stage de magistère sous sa diretion. Les nombreusesdisussions que nous avons pu éhanger, et plus généralement la grande qualitéde son enadrement, tout au long de mon séjour à Lille m'ont été des pluspro�tables. En�n son aide pour la rédation du présent mémoire m'a été trèspréieuse.

∗ ∗ ∗Le sujet proposé pour e stage m'a séduit d'emblée, ar il présentait l'avan-tage d'aborder di�érentes faettes de la théorie analytique des nombres, à savoirméthodes d'analyse omplexe d'une part et méthodes élémentaires d'autre part.Dans un premier temps, il m'a fallu asseoir un ertain nombre de onnais-sanes onsidérées omme lassiques dans le domaine, que j'avais entrevues denombreuses fois depuis plusieurs années dans mes letures � mais jamais réel-lement ouhées sur le papier, 'est désormais hose faite !À e titre, j'ai tenté par exemple de présenter les lassiques théorème desnombres premiers et théorème de la progression arithmétique sous une forme unpeu moins aadémique que elle que l'on trouve dans les ouvrages traditionnels,dans un but avant tout didatique, e qui j'espère pourra aider le débutant.J'ai pu ensuite approher des tehniques plus modernes omme les méthodesde rible et entrevoir où se situaient les problèmes atuels.Ce travail aura été passionnant par son ontenu mathématique bien sûr, maisaussi par le ontat ave le monde de la reherhe qu'il m'a o�ert.1



Notations et préliminaires
Le pgd (resp. le ppm) de deux entiers a et b est noté (a, b) (resp. [a, b]).La lettre p, en tant qu'entier, désigne toujours un nombre premier. Étant donnéun ensemble A, |A| désigne son ardinal, et 1A sa fontion aratéristique.On désigne onformément à l'usage par π(x) le nombre de nombres premiersinférieurs à x. Le logarithme népérien est noté log. Les itérés log log, log log log,et. sont notés log2, log3, et. La partie entière d'un nombre réel x est notée

[x], sa partie frationnaire {x}. Étant données des fontions f , g, nous utilisonsles notations usuelles f ∼ g, f = o(g), et indi�éremment la notation de Landau
f = O(g) et elle de Vinogradov f ≪ g.Les nombres omplexes seront usuellement notés s = σ + iτ .On suppose onnues les notions élémentaires sur les fontions arithmétiques(fontions f : N → C), leur onvolution, notée ∗.On utilise les notations lassiques pour les fontions arithmétiques usuelles : µdésigne la fontion de Möbius, φ l'indiatrie d'Euler, 1 la fontion onstanteégale à 1, et.Lors de l'étude, en théorie analytique des nombres, des fontions arithmétiques,apparaissent fréquemment les séries de Dirihlet qui leur sont assoiées (à f onassoie F (s) =

∑
n≥1

f(n)
ns ). Cela s'explique notamment par le lien étroit entrele produit de onvolution et le produit des séries de Dirihlet :




∑

n≥1

f(n)

ns








∑

n≥1

g(n)

ns



 =
∑

n≥1

h(n)

ns
,ave h(n) = (f ∗ g)(n) =

∑

n1n2≤n
f(n1)g(n2) (1)(pour s dans le domaine de onvergene des trois séries).On remarquera l'analogie ave le lien entre le produit de Cauhy de deux
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suites et le produit des séries entières qui leurs sont assoiées :



∑

n≥0

anz
n








∑

n≥0

bnz
n



 =
∑

n≥0

cnz
n,ave cn =

∑

n1+n2≤n
f(n1)g(n2). (2)Pour les notions de bases relatives aux séries de Dirihlet, on pourra se référerà [Ten95℄. On fera également usage de lemmes lassiques d'analyse, tels que lasommation d'Abel, la formule de sommation d'Euler-Malaurin, et.
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Introdution
Démontrés depuis plus d'un sièle, deux grands théorèmes de théorie ana-lytique des nombres onernant les nombres premiers nous renseignent sur leurdistribution : il s'agit du théorème des nombres premiers, dû indépendamment àde la Vallée Poussin et Hadamard en 1896, et plus de soixante ans auparavant duthéorème de la progression arithmétique de Dirihlet, donnant l'existene d'unein�nité de nombres premiers ongrus à a modulo q (ave a premier à q).Ce deuxième théorème s'est préisé en un "théorème des nombres premiers enprogressions arithmétiques" qui donne une évaluation asymptotique du nombrede nombres premiers inférieurs à x dans les di�érentes lasses modulo q, pour q�xé, et x→ ∞.Si l'on souhaite faire tendre q vers l'in�ni en même temps que x, les problèmesatuels se situent au niveau de la dépendane entre q et x, et de l'e�etivitéde tels résultats : ertains théorèmes font apparaître des onstantes dans lestermes d'erreurs, dont on ne sait qu'établir l'existene, sans pouvoir les alu-ler numériquement ! Cela limite grandement notre onnaissane pratique sur ladistribution des nombres premiers, et néessite don un traitement partiulier.D'autre part, se sont développées tout au long du XXème sièle, des mé-thodes dites de rible qui fournissent d'autres types de résultats, et notammentsur la répartition de nombres premiers dans les petits intervalles. A e titre,on peut iter le théorème de Brun-Tithmarsh, dont nous démontrerons uneversion légèrement plus faible :

∑

M+1≤p≤M+N
p=a (mod q)

1 ≤ 2
N

φ(q) log(N/q)
(3)La question de savoir si la onstante 2 apparaissant ii est optimale n'est pastranhée, toujours est-il qu'une amélioration � ne serait-e que de remplaer

2 par 2 − ξ pour ξ > 0 � aurait des réperutions importantes dans toute lathéorie, réperutions auxquelles nous allons nous intéresser ii.Plus préisément, on montrera qu'une telle amélioration entraîne une meilleureonnaissane de la distribution des nombres premiers en progressions arithmé-tiques, au sens de l'e�etivité du résultat mentionné i-dessus.4



Avant d'attaquer la preuve du résultat en question, nous détaillons quelquepeu le paysage arithmétique lassique.
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Chapitre 1
Dé�nitions et résultatsélémentaires

Quand on s'intéresse à la distribution des nombres premiers, la leture detables numériques nous amène à onjeturer (e qu'ont fait Gauss et Legendrenotamment) qu'il y a un nombre premier tous les [logn] entiers (autour d'unentier de taille n), i.e. un entier de taille n est premier ave une "probabilité"
1/ logn. Ainsi, entre 1 et x, on peut onjeturer qu'il y a environ∑

n≥2 1/ logn ∼∫ x
2

dt
log t ∼ x

log x nombres premiers.Soit alors π(x) le nombre de nombres premiers entre 1 et x.La onjeture annonée plus haut est en fait leThéorème 1 (des nombres premiers) π(x) ∼ x
log xRemarque. Sans aller jusqu'à avoir un tel équivalent, on peut avoir plusfailement que ledit théorème un enadrement ax/log x ≤ π(x) ≤ bx/logx, a et

b onstantes (voir les théorèmes dus à Thebyhev).Si la fontion π est simple à dé�nir, e n'est pas néessairement la meilleurefontion à étudier. En e�et, travailler ave une fontion de roissane en x/log xn'est pas des plus maniables ! On introduira alors par la suite une fontion ψqui ontiendra la même information que π mais qui aura une roissane que l'onespère plus faile à repérer : on fera tout en dé�nissant ψ pour avoir même uneroissane linéaire ψ(x) ∼ x.En fait, on peut érire π(x) =
∑

p≤x 1, e qui indique que l'on fait unesomme sur tous les nombres premiers, et haque fois que l'on en renontre un,on lui assoie un poids de 1 dans la somme. En mettant un autre poids, onpeut arriver à une fontion plus adaptée à e que l'on souhaite. Nous avions6



onjeturé initialement que l'on renontrait un nombre premier tous les [logn]entiers. Assoions don le poids log p à haque nombre premier p.Ce poids symbolise moralement la distane de p par rapport au nombre premierpréédent. Ainsi, si l'on note (pn) la suite roissante des nombres premiers, log pndoit valoir environ pn − pn−1. Si nos préditions probabilistes sont exates, onpeut espérer ∑
pn≤x log pn ≈ ∑

pn≤x pn − pn−1 ≈ x.
p1 p2 pn−1 pn xPour une simple raison tehnique, on regardera non seulement les nombrespremiers mais aussi les puissanes de nombres premiers (ela ne hange en réalitépas grand hose !) et l'on introduit la fontion de von Mangoldt :

Λ(n) =

{
log p si n = pν

0 sinonOn dé�nit alors la fontion ψ(x) =
∑

n≤x Λ(n). Il est équivalent et plussimple ii de travailler ave ψ qu'ave π, voir par exemple [TMF00℄ : le théorèmedes nombres premiers est équivalent à l'assertion ψ(x) ∼ x.Les démonstrations habituelles du théorème des nombres premiers passe parl'analyse omplexe (il existe des démonstrations élémentaires, mais elles ne sontnullement aisées : le terme élémentaire indique seulement qu'elles n'utilisent pasl'analyse omplexe !), introduisons don la fontion ζ de Riemann. Soit :
ζ(s) =

∑

n

1

ns
,pour ℜes > 1. La dé�nition donnée ii n'a lairement auun sens pour ℜes ≤ 1.Par ontre, on utilisera son prolongement analytique au plan omplexe en unefontion méromorphe (ayant omme seul p�le s = 1). On pourra se référer ànouveau à [Ten95℄ pour une méthode lassique (il y a plusieurs façons d'y par-venir, toutes menant fort heureusement à la même fontion !) de prolongementde ζ.On a l'importante formule suivante, appelée identité d'Euler, qui fait le lienentre ζ (somme sur tous les nombres entiers) et un produit sur les nombrespremiers1 :

ζ(s) =
∏

p

(
1 − 1

ps

)−1 (1.1)1On peut voir ette identité omme une version analytique du théorème d'existene etd'uniité de la déomposition d'un entier en fateurs premiers, 'est e qui est d'ailleurs utilisédans la démonstration de l'identité en question.7



pour ℜe s > 1.Signalons que l'on a un développement en produit eulérien similaire pourtoute fontion arithmétique f omplètement multipliative 2 ; ainsi pour ℜes > 1,on a : ∑
n f(n)/ns =

∏
p (1 − f(p)/ps)

−1.Une onnaissane préise de la répartition des nombres premiers repose surune bonne onnaissane de la fontion ζ et en partiulier de ses zéros (parmieux-i, on distingue les zéros de partie réelle négative, que l'on onnaît parfai-tement, et eux ompris dans la bande 0 ≤ ℜes ≤ 1, que l'on nomme zéros "nontriviaux"). A titre d'illustration, on a la formule suivante due à von Mangoldt,qui exprime ψ au moyen d'une somme sur les zéros non triviaux de ζ :
ψ(x) = x−

∑

ρ

xρ

ρ
− log(2π) − 1

2
log(1 − x−2),pour x 6= pν , la somme onvergente en "valeur prinipale". La démonstrationn'est pas éloignée de elle du théorème des nombres premiers que nous donneronsii (voir [EMF75℄).On peut montrer le théorème des nombres premiers sous la forme la plussimple ψ(x) = x + o(x) grâe au simple fait que ζ n'a pas de zéros dans ledemi-plan ℜe (s) ≥ 1 (on sait qu'il n'y en a pas pour ℜe (s) > 1 grâe à laformule (1.1), il su�t don de montrer qu'il y en a pas sur la droite vertiale

ℜe (s) = 1). Pour une telle démonstration, voir [TMF00℄ p.50, [Ten95℄ p.171.Si l'on veut un terme d'erreur plus �n qu'un simple o(x), on a besoin d'unemeilleure loalisation des zéros que elle annonée au paragraphe préédent.C'est à une telle preuve que nous allons nous intéresser ii.

2On appelle ainsi une fontion arithmétique f qui vér�e f(mn) = f(m)f(n) pour tous
(m, n). 8



Chapitre 2
Théorème des nombrespremiers

Nous donnons d'abord un shéma de la preuve du théorème, avant d'entrerdans les détails de la démonstration.
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−ζ
′(s)

ζ(s)
=

∞∑

0

Λ(n)

ns

par dérivation logarithmique de ζ(terme à terme) et par l'identité d'Euler
ζ(s) =

∏
p (1 − 1/ps)

−1

ww�(1) formule de Perron tronquée
ψ(x) = − 1

2iπ

∫ c+iT

c−iT

ζ′(s)

ζ(s)

xs

s
ds+ O(log x(1 + x

logT

T
))

R

cκ

R1

R2

R3

R4

seulesingularitéde ζ′(s)
ζ(s)

xs

sdans Rde résidu x
région sanszéro pour ζ

1

ww�(2)

théorème des résidus appliqué àl'intérieur du retangle R ; l'ab-sene de zéros pour ζ entraînel'absene de singularités autresque 1 pour l'intégrande
ψ(x) = x− 1

2iπ

∫

R2+R3+R4

ζ′(s)

ζ(s)

xs

s
ds+ O(log x(1 + x

log T

T
))

ww�(3) majorations de |
∫
R2+R4

. . . |,
|
∫
R3
. . . |, et hoix optimal de T

ψ(x) = x+O(xe−c0
√

log x)

(1) Pour eux qui veulent aller vite, on peut appliquer le lemme 2 ar |Λ(n)| ≤
logn d'une part et |ζ′(σ)/ζ(σ)| ≪ 1/(σ − 1) (pour σ > 1) (en e�et la mêmepropriété pour ζ, obtenue par omparaison série/intégrale, implique elle-i)d'autre part.Les formules de Perron permettent d'obtenir à partir d'une série de Diri-hlet F (s) =

∑
n≥1 an/n

s la fontion sommatoire de ses oe�ients1 A(x) =∑
n≤x an.Lemme 1 Pour x ∈ R\N et c > 0 supérieur à l'absisse de onvergene absoluede F , on a :

∑

n≤x
an =

1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞
F (s)

xs

s
ds, (2.1)1on remarquera l'analogie ave les théorèmes de Cauhy, qui permettent d'obtenir les o-e�ients an d'une série entière Pn≥1 anzn par intégration omplexe.10



où l'intégrale est semi-onvergente.Remarque. Pour un énoné plus général, voir [Ten95℄.Idée de la démonstration. Tout repose sur le as F (s) = n−s et l'on obtient lerésultat pour F (s) =
∑
n≥1 an/n

s par sommation (ave quand même un soinpartiulier au niveau des passages à la limite). Il s'agit de montrer que :
1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞

(x
n

)s ds
s

=

{
1 si x > n
0 si x < n(ave semi-onvergene de l'intégrale).Pour ela, on montre (en utilisant l'intégration omplexe et le théorème desrésidus) que :

∣∣∣∣∣
1

2iπ

∫ c+iT

c−iT

(x
n

)s ds
s

− 1[n,∞[

∣∣∣∣∣ ≪
(x/n)c

T | logx/n| (2.2)pour x 6= n, c > 0.Nous aurons besoin ii d'une formule de Perron modi�ée : on ne onnaît pasforément bien la fontion que l'on intègre F (s) sur toute une bande vertiale
s ∈ c+ iR, surtout pour des grandes valeurs2 de |ℑm s|.C'est pourquoi l'on modi�e la formule de Perron, de telle sorte à pouvoirontr�ler la ontribution de |ℑm s| > T (où T est un paramètre) à l'intégrale(2.1) :Lemme 2 (Formule de Perron tronquée) Soit F (s) =

∑
n≥1 an/n

s unesérie de Dirihlet d'absisse de onvergene absolue �nie σa, dont on supposeque : ∑

n≥1

|an|/nσ ≪ (σ − σa)
−apour un ertain a > 0 et pour tout σ > σa. On suppose de plus que (|an|) estmajorée par une fontion roissante B. Alors :

∑

n≤x
an =

1

2iπ

∫ c+iT

c−iT
F (s)

xs

s
ds+ O

(
xσa

(log x)a

T
+B(2x)(1 + x

logT

T
)

)pour x ≥ 2, T ≥ 2, c = σa + 1
log x .2Voir la remarque (2). 11



Démonstration.Nous voyons que le terme en | log x/n| au dénominateur dans (2.2) amènerades ompliations si x est prohe de n. D'où la néessité de la disjontion de assuivante :
∣∣∣1/2iπ

∫ c+iT
c−iT (x/n)

s
ds/s− 1[n,∞[

∣∣∣ est soit :
•

≪ xc

ncTsi n /∈ [1/2x, 2x], i.e. | log x/n| > log 2, grâe à (2.2).
•

≪ xc

nc(1 + T | logx/n|)si n ∈ [1/2x, 2x]. Cela toujours en appliquant (2.2) si T | logx/n| > 1 ; et si
T | logx/n| < 1, ette estimation résulte de : |1/2iπ ∫ c+iT

c−iT (x/n)
s
ds/s| ≪

(x/n)c
∫ c+iT
c−iT ds/s+ (x/n)c

∫ c+iT
c−iT ((x/n)iτ − 1)ds/s≪ (x/n)c(es inégalités étant valables uniformément en T et en x).En sommant sur n et en multipliant par an, le terme d'erreur de

∑

n≤x
an − 1

2iπ

∫ c+iT

c−iT
F (s)

xs

s
dsémanant du premier as i-dessus est :

≪ xc
∑

n/∈[ 12x,2x]

|an|
ncT

≪ xc

T

∑

n≥1

|an|
nc

≪ xσa

T
(log x)aLa ontribution dans le terme d'erreur provenant du deuxième as est :

≪
∑

x/2≤n≤2x

|an|
nc(1 + T | logx/n|) ≪ B(2x)

∑

0≤j≤x+1

1

1 + T j/xoù j est la distane de n à l'entier le plus prohe de x (e qui nous donne
| log x/n| ≫ |j|/x). Ainsi ei nous donne (en séparant la dernière somme suivantque j ≤ ou > x/T ) un terme d'erreur lié au deuxième as :

≪ B(2x)(1 + x/T + x
logT

T
) = B(2x)(1 + x

log T

T
).

On peut obtenir d'autres formules de sommation similaires, en remplaçantpar exemple la fontion xs/s apparaissant dans (2.1) par la fontion Γ(s)xs :12



Lemme 3
1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞
F (s)Γ(s)xsds =

∑

n≥1

ane
−n/xRemarque. Voir plus généralement la transformation de Mellin, la trans-formée de 





0 si x < 1
1/2 si x = 1
1 si x > 1

étant 1/s, elle de e−x étant Γ(s).
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Région sans zéros pour ζ. Trouver une région sans zéros pour ζ ne reposeque sur un nombre restreint d'arguments ; la démonstration qui suit n'utilised'ailleurs que peu d'information sur la fontion ζ elle-même, et peut s'adapterau as d'autres fontions.Pour ela, rappelons-nous d'abord l'exerie lassique suivant : pour un po-lyn�me P , si x1, . . . , xn sont ses zéros, on a :
P ′

P
=

n∑

i=1

1

X − xiDans le as d'une fontion holomorphe F on peut avoir une formule d'ori-gine similaire, mais en fontion seulement de zéros onentrés dans un domaineborné ; plus préisément une expression de la forme :
F ′(s)

F (s)
=

∑

ρ zéro de F dans D

1

s− ρ
+ (terme d'erreur lié à Fdans un domaine plus grand que D) (2.3)On démontre aisément une telle formule ave des outils d'analyse omplexe,valable dans un disque |s− s0| ≤ R

4 , ave D le disque |s− s0| ≤ R
2 , et un termed'erreur O( logM/m

R ), où M est une borne supérieure de F sur |s − s0| ≤ R, et
m une borne inférieure de F (s0).Remarque. De façon générale, pour une fontion holomorphe F , une ex-pression en F ′/F permet de faire apparaître des p�les simples m/(s − ρ), où
ρ est un zéro de multipliité m. C'est e qui permet notamment d'obtenir lethéorème de Rouhé, et.Nous montrons ii :Théorème 2 Il existe une onstante positive c1 telle que la fontion ζ ne s'an-nule pas dans la région σ ≥ 1 − c1

log(2+|τ |) .Démonstration.Soit ρ = β + iγ un zéro de ζ, et s = σ + iτ tel que σ > 1 (on �xera sultérieurement). On a, par le lemme d'analyse omplexe annoné3 :3Pour ela, il faut une majoration et une minoration de ζ. Pour la majoration, utilisons laformule donnant le prolongement de ζ à σ > 0 : ζ(s) = s
s−1

− s
R∞
1 {t} t−s−1dt. En majorantdans l'intégrale {t} par 1, on a ζ(s) ≪ |τ | pour σ ≥ σ0 où σ0 > 0 est �xé.Pour la minoration, | 1

ζ(s)
| = |

P
n

µ(n)
ns | ≪ ζ(σ) (la première identité étant obtenue enutilisant (1) ave la formule 1 ∗ µ = δ, qui n'est autre que la formule d'inversion de Möbius !)En prenant σ = 1 + 1

log |τ |
, et ave ζ(σ) ≪ 1

σ−1
on obtient bien ζ(s) ≫ 1

log |τ |
.14



−ζ
′(s)

ζ(s)
= −

∑

|ρ−s|≤ 1
2

1

s− ρ
+ O(log |τ |).En prenant la partie réelle :

−ℜe ζ
′(s)

ζ(s)
≤

∑

|ρ−s|≤ 1
2

ℜe − 1

s− ρ
+ O(log |τ |) (2.4)On remarque que :

ℜe − 1

s− ρ
=

−(σ − β)

|s− ρ|2 ≤ 0(en e�et σ > 1, et β ≤ 1 ar ζ ne s'annule pas dans le demi-plan β > 1, par leproduit eulérien).Ce qui nous donne le droit d'enlever dans la majoration (2.4) autant determes de la somme que l'on veut !L'inégalité 3 + 4 cos θ+ cos 2θ = 2(1 + cos θ)2 ≥ 0 donne, puisque Λ(n) ≥ 0 :
ℜe

∑

n≥1

Λ(n)

nσ
(3 + 4e−iτ logn + e−2iτ logn) ≥ 0

3ℜe − ζ′(σ)

ζ(σ)
+ 4ℜe − ζ′(σ + iτ)

ζ(σ + iτ)
+ ℜe − ζ′(σ + 2iτ)

ζ(σ + 2iτ)
≥ 0Le premier terme est 3

σ−1 +O(1) ; dans le seond on ne garde dans la sommede (2.4) que le terme orrespondant au zéro ρ = β+ iγ ; dans le troisième on negarde rien de la somme !Cela nous donne :
3

σ − 1
+ ℜe − 4

s− ρ
+ O(log |τ |) ≥ 0En hoississant s tel que τ = γ, et et préisant la onstante du O :

3

σ − 1
− 4

σ − γ
≥ c2 log |γ|En hoississant une bonne valeur de σ, par exemple σ = 1 + 1

2c2 log |τ | , onarrive en�n à :
1 − β ≥ c3

log |γ|15



Tout e que nous avons utilisé ii est vrai pour |τ | "su�samment grand", i.e.supérieur à une borne bien �xée τ0. Cela est également vrai, quitte à modi�erla onstante c3, pour les valeurs de τ plus petites que τ0 (par ompaité, ar ζne s'annule pas4 sur ℜe s = 1). On a �nalement le résultat, érit ave une autreonstante c1 et log(2 + |τ |) à la plae de log |τ | pour que l'expression garde unsens même pour |τ | petit.(2) Ave ette région sans zéros pour ζ, on peut obtenir une région retangu-laire [κ, c]× [−T, T ] (délimitée par R) sans zéros pour ζ, ave κ = 1− c4/ logTet c = 1 + 1/ logx.Dès lors, dans ette région, (ζ′(s)/ζ(s))(xs/s) n'a pas de singularités autresque 1 (elles proviendraient d'éventuels zéros du dénominateur, mais il n'y en apas, on a tout fait pour !), et ette singularité est un p�le simple de résidu x.(3) Quitte à rétréir la région retangulaire obtenue en modi�ant la onstante
c4, on peut montrer une majoration5 |ζ′(s)/ζ(s)| ≪ logT dans la région sanszéros annonée, d'où :

• sur les segments horizontaux R2 et R4, |s| ≥ T , d'où
|ζ

′(s)

ζ(s)

xs

s
| ≪ x1+1/ log x log T

TLa longueur des segments étant ≤ 2, on a :
|
∫

R2+R2

. . . | ≪ x
logT

T

• sur le segment vertial R3 :
|ζ

′(s)

ζ(s)

xs

s
| ≪ x1− c4

log T

|s| (logT )

|
∫

R3

. . . | ≪ x1− c4
log T (logT )

∫

R3

ds

|s| ≪ x1− c4
log T (logT )2En hoisissant T = e

√
c4 log x, on trouve le terme d'erreur souhaité.Remarque. On avait bien besoin d'utiliser une formule de Perron "tronquéeen hauteur" ar on ne onnaît que des domaines D sans zéros de ζ, de largeurdonnée δ > 0, bornés en hauteur. (Notons que 'est inf{ℜe s, s ∈ D} quiintervient ii, don le fait d'utiliser un domaine non retangulaire n'apporteraitrien !)4Cela se montre aisément grâe à l'inégalité trigonométrique vue plus haut, d'où nous tirons

|ζ(σ)|3|ζ(σ + iτ)|4|ζ(σ + 2iτ)| ≥ 1 ; on onstate ensuite qu'un zéro en 1 + iτ amènerait unedivergene de ζ en 1 + 2iτ !5Voir [Ten95℄. 16



Signalons que l'obtention d'une région sans zéros ℜe s ≥ 1− δ onstituerait unenouvelle fantastique en théorie analytique des nombres !Un raisonnement similaire à la démonstration préédente montre que l'hy-pothèse de Riemann (l'absene de zéros de ζ dans ℜe s > 1/2) implique (il y aen fait équivalene)
ψ(x) = x+ O(x1/2+ε) (∀ε > 0).

17



Chapitre 3
Crible

On attribue généralement l'idée du rible à Eratosthène, qui donnait unalgorithme pour trouver les nombres premiers. Legendre fut un des premiersà en déduire une formule ayant pour appliation un moyen (théorique) pouraluler π(x) :On sait qu'un entier n est premier s'il n'a pas de diviseur inférieur à √
n, donun entier √x ≤ n ≤ x est premier s'il n'a pas de diviseur inférieur à √
x, e quiest équivalent à dire que n est premier à P =

∏
p≤√

x p, ou enore δ((n, P )) = 1,ave :
δ(n) =

{
1 si n = 1
0 si n > 1Ainsi π(x) − π(

√
x) + 1 =

∑
n≤x δ((n, P )).On utilise alors la formule δ = 1 ∗ µ

(∑
d|n µ(d) =

{
1 si n = 1
0 si n > 1

) pourérire1 :
∑

n≤x

∑

d|(n,P )

µ(d) =
∑

d≤x
µ(d)

∑

n≤x
d|n

1 =
∑

d|P
µ(d)

[x
d

]On peut ensuite utiliser l'esimation [x] = x + O(1), mais on ne peut endéduire diretement quelque hose de non trivial pour π(x), en raison du terme1Cette formule donne un élairage sur la fontion de Möbius � dont la dé�nition peutparaître bien mystérieuse pour le débutant : la dernière identité traduit le fait que pour obtenirle nombre de nombre premiers entre √
x et x, il faut déompter le nombre de multiples desnombres premiers ≤ √

x (2, 3, 5, et.). Cependant les multiples de 2·3, 2·5, 3·5, et. auront étédéomptés deux fois, il faut don orriger ela en ajoutant une fois le nombre des multiplesdes entiers ayant exatement deux fateurs premiers. Mais alors les multiples de 2 · 3 · 5, et.(les multiples des nombres ayant exatement trois fateurs premiers) auront été rajoutés deuxfois, il faut don les déompter une fois, et. D'où une alternane de ±1 en fontion dunombre de fateurs premiers : 'est bien e qui apparaît dans la dé�nition de la fontion deMöbius ! 18



d'erreur bien trop important résultant du O(1). Cependant, 'est tout l'enjeude la théorie du rible, véritablement initiée par Brun dans les années 1920, quede réussir à obtenir de tels résultats, en ra�nant ette méthode.Le néophyte pourra se référer à [Odl71℄, ou aux exposés introdutifs [Gre℄ ;ependant la référene inontournable est [HR74℄.Nous utilisons ii la méthode de rible de Selberg pour majorer le nombre denombres premiers p = a (mod q) (ave (a, q) = 1) dans l'intervalle [M +1,M +
N ]. On démontre une version légèrement plus faible duThéorème 3 (Brun-Tithmarsh)

∑

M+1≤p≤M+N
p=a (mod q)

1 ≤ 2
N

φ(q)

1

logN/q
.où la onstante 2 est remplaée par (2 + o(1)).Démonstration.Soit (λd) une suite de nombres réels soumise à la ondition λ1 = 1. L'idéedu rible de Selberg repose sur les faits simples suivants :

• un arré est toujours positif,
• pour p premier dans [M + 1,M + N ] et p > z, ∑

d|p λd ≥ 1, si l'on amis omme ondition supplémentaire λd = 0 pour d > z, où z est unparamètre que l'on hoisira ultérieurement.On a ainsi :
S =

∑

M+1≤p≤M+N
p=a (mod q)

1 ≤
∑

M+1≤n≤M+N
n=a (mod q)




∑

d|n
λd




2

︸ ︷︷ ︸
Z

+z

Le problème revient don à minimiser Z. Nous développons le arré :
Z =

∑

d1,d2≤z
λd1λd2

∑

M+1≤n≤M+N
[d1,d2]|n

n=a (mod q)

1La ondition (a, q) = 1 implique que seuls les d tels que (d, q) = 1 inter-viennent dans la dernière somme. Dans e as on a :
∑

M+1≤n≤M+N
[d1,d2]|n

n=a (mod q)

1 =
N

[d1, d2]q
+ O(1)19



On pose λd = 0 si (d, q) 6= 1, ainsi :
Z =

N

q

∑

d1,d2≤z

λd1λd2
[d1, d2]

︸ ︷︷ ︸
Z0

+ O(
∑

d1,d2≤z
|λd1 ||λd2 |) (3.1)Nous suivons la méthode développée par Selberg pour déterminer les λdoptimaux pour minimiser le terme prinipal de (3.1) :

Z0 =
∑

d1,d2≤z
(d1, d2)

λd1
d1

λd2
d2

=
∑

ℓ≤z
φ(ℓ)(

∑

d≤z
ℓ|d

λd
d

︸ ︷︷ ︸
yℓ

)2(on a utilisé pour la dernière égalité l'identité arithmétique id = 1 ∗ φ)2On peut exprimer les λd en fontion des yℓ : λd/d =
∑

ℓ≤z
d|ℓ

µ(ℓ/d)yl, et laondition λ1 = 1 devient don ∑
ℓ≤z µ(ℓ)yℓ.Il s'agit don à présent de minimiser la forme quadratique Z0 =

∑
ℓ≤z φ(ℓ)y2

ℓsous la ondition préédente. Notons que l'on a également yℓ = 0 si (ℓ, q) 6= 1.Par la méthode des multipliateurs de Lagrange, en notant θ un tel multi-pliateur, on a pour (ℓ, q) = 1 ,
yℓ =

θµ(ℓ)

2φ(ℓ)et
θ

2

∑

ℓ≤z
(ℓ,q)=1

µ2(ℓ)

φ(ℓ)

︸ ︷︷ ︸
Gq(z)

= 1.

Don
yℓ =

µ(ℓ)

φ(ℓ)Gq(z)
, si (ℓ, q) = 1,et en reportant dans Z0, on obtient

Z0 =
1

Gq(z)
.2Cette identité nous a permis de faire passer (d1, d2) au niveau de la sommation, et ainside déoupler d1 et d2 ; en e�et ℓ|(d1, d2) ⇔ ℓ|d1 et ℓ|d2.20



Il reste alors à estimer Gq(z). On peut montrer pour (e, f) = 1 que
e

φ(e)
Gef (z/e) ≤ Gf (z) ≤

e

φ(e)
Gef (z)Cei nous permet d'une part d'obtenir |λd| ≤ 1, e qui nous donne un termed'erreur pour (3.1) majoré par z2. En e�et, si (d, q) = 1,

λd =
d

Gq(z)

∑

ℓ≤z
d|ℓ

(ℓ,q)=1

µ(ℓ/d)
µ(ℓ)

φ(ℓ)
=
µ(d)d

Gq(z)

∑

md≤z
(m,dq)=1

µ2(m)

φ(m)φ(d)
= µ(d)

d

φ(d)

Gdq(z/d)

Gq(z)et on peut appliquer l'inégalité préédente.D'autre part Gq(z) ≥ (φ(q)/q)G1(z) et le problème onernantGq(z) revientsimplement à évaluer G1(z).On a
G1(z) =

∑

ℓ≤z

µ2(ℓ)

φ(ℓ)
=

∑

ℓ≤z

µ2(ℓ)

ℓ

∏

p|ℓ

1

1 − 1/pOr :
∏

p|ℓ

1

1 − 1/p
=

∏

p|ℓ

∞∑

k=0

1

pk
=

∑

p | d⇒ p | ℓ

1

d(la dernière somme porte sur tous les entiers d qui ont omme fateurs premiersseulement eux de ℓ).D'autre part, haque entier m ≥ 1 se déompose de manière unique sous laforme m = ℓ d ave µ2(ℓ) = 1 (ℓ sans fateur arré) et p | d ⇒ p | ℓ, on a don�nalement :
log z ≤

∑

1≤m≤z

1

m
≤

∑

1≤ℓ≤z

µ2(ℓ)

ℓ

∑

p | d⇒ p | ℓ

1

d
= G1(z)Rassemblons toutes les inégalités obtenues, e qui nous donne :

S ≤ N

φ(q)

1

log z
+ z2 + zEn prenant z = (y/q)1/2(log y/q)−1, on a, omme annoné,

S ≤ (2 + o(1))
N

φ(q)

1

logN/q
.
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Chapitre 4
Des nombres premiers enprogressions arithmétiques
4.1 IntrodutionEn vue d'étudier la distribution des nombres premiers dans les progressionsarithmétiques, nous allons utiliser la méthode initiée par Dirihlet pour démon-trer leThéorème 4 (de la progression arithmétique) Soit a et q des entiers ≥ 1,premiers entre eux. Il existe une in�nité de nombres premiers p ongrus à amodulo q.Remarque. Comme souvent en théorie analytique des nombres, on onje-ture que "e qui n'est pas trivialement interdit se réalise".Ii, il n'est pas possible qu'un nombre premier p soit ongru à a modulo q si
a et q ne sont pas premiers entre eux (p serait alors trivialement divisible par
(a, q) et don non premier !), 'est pourquoi l'on doit rajouter une onditionsupplémentaire dans l'énoné du théorème.Hormis ette restrition évidente, rien ne semble s'opposer à e qu'un nombrepremier soit ongru à a modulo q, ave a premier à q. Bien plus est vrai enfait : non seulement il y a une in�nité de nombres premiers dans haune dees lasses a (mod q) (ave a premier à q), mais eux-i se répartissent mêmede façon équitable dans les di�érentes lasses. Comme il y a |(Z/qZ)∗| = φ(q)lasses, on peut penser que : π(a, q, x) ∼ π(x)/φ(q), e qui bien le as ommeon le verra par la suite.Mais n'antiipons pas et voyons d'abord omment arriver au théorème 4.Pour ela nous allons introduire la notion de aratères sur les groupes abé-22



liens �nis (le adre plus général étant elui des groupes topologiques n'est pasdéveloppé ii). Avant tout quelques dé�nitions :Soit G un groupe abélien �ni. Un aratère de G est un homomorphisme deG dans le groupe multipliatif C∗ des nombres omplexes.On note Ĝ l'ensemble des aratères de G, qu'on munit de la struture naturellede groupe multipliatif ('est à dire pour χ1 et χ2 deux aratères de G, χ1χ2est l'homomorphisme x 7→ χ1(x)χ2(x))L'élément neutre de Ĝ (l'identité sur G), appelé aratère prinipal de G, seranoté χ0 ou 1.Idée de la démonstration. Pour montrer l'existene d'une in�nité de nombrespremiers p = a (mod q), Dirihlet propose de montrer que ∑
p=a (mod q) 1/pdiverge, d'où on veut étudier la limite de ∑

p=a (mod q) 1/ps quand s tend vers1. 1) Rappelons-nous le as standard des nombres premiers, non en progres-sion arithmétique. On a (le tout reposant sur l'identité d'Euler : ∑
n 1/ns =∏

p (1 − 1/ps)
−1) :

∑

p

1

ps
= log ζ(s) + O(1) (s→ 1,ℜe s > 1) (4.1)Étudier ∑
p 1/ps revient ainsi à onnaître ζ(s) =

∑
n 1/ns.2) Si on voulait faire de même dans le as des nombres premiers en progres-sion arithmétique, il faudrait pouvoir relier ∑

p=a (mod q) 1/ps =
∑

p 1a,q(p)/p
sà ∑

n 1a,q(n)/ns, où 1a,q(n) =

{
1 si n = a (mod q)
0 sinon est la fontion ara-téristique des entiers ongrus à a modulo q.Malheureusement, 1a,q n'est pas omplètement multipliative, don on n'apas le produit eulérien désiré qui aurait permis d'avoir un analogue de (4.1).Toute l'astue repose dans le fait de déomposer 1a,q omme somme defontions qui elles, sont omplètement multipliatives : les aratères. On verrapar la suite qu'on a ainsi la "déomposition de Fourier" suivante :

1a,q(n) =
1

φ(q)

∑

χ mod q

χ(a)χ(n)Cela nous donne alors :
∑

p

1a,q(p)

ps
=

1

φ(q)

∑

χ mod q

χ(a)
∑

p

χ(p)

ps
(4.2)23



Une fois ette déomposition e�etuée, on peut espérer avoir un analogue de(4.1), et réussir à exprimer ∑
p χ(p)/ps en fontion d'analogues de fontions ζ :les fontions L.Soit L(s, χ) =

∑
n χ(n)/ns. Comme les aratères χ sont omplètement mul-tipliatifs, on a le produit eulérien1 suivant :

L(s, χ) =
∏

p

(
1 − χ(p)

ps

)−1

, (4.3)don en prenant le logarithme,
∑

p

χ(p)

ps
= logL(s, χ) +O(1) (s→ 1,ℜe s > 1)En remplaçant dans (4.2), on a :

∑

p=a (mod q)

1

ps
=

1

φ(q)

∑

χ mod q

χ(a) logL(s, χ)+O(1) (s→ 1,ℜes > 1)En montrant que es fontions L sont toutes 6= 0 quand s = 1, sauf l'uned'entre elles, on arrive bien à une divergene de la somme en question, d'oùl'in�nité de nombres premiers ongrus à a modulo q.
4.2 Notions sur les aratères4.2.1 Caratères additifs sur Z/nZOn va déterminer les aratères de (Z/nZ,+), pour n entier quelonque.On onsidère pour a ∈ Z/nZ :

fa : Z/nZ −→ C

x 7−→ e2iπax/nC'est un aratère de (Z/nZ,+), et tout aratère de (Z/nZ,+) est de etype. En e�et soit χ un tel aratère. On a : χ(1)n = 1 don χ(1) = ω est uneraine n-ième de l'unité, et χ est alors tout simplement l'appliation x 7→ ωx.L'appliation
Z/nZ −→ Ẑ/nZ
a 7−→ faest don lairement un isomorphisme : le groupe des aratères de Z/nZ estisomorphe à Z/nZ.1Voir hapitre 1. 24



4.2.2 Caratères de groupes abéliens �nisDe façon générale pour G groupe abélien �ni, le groupe des aratères de Gest isomorphe à G.Pour ela on remarque que :
Ĝ1 × Ĝ1 −→ ̂G1 ×G2

(χ1, χ2) 7−→ χ1 × χ2 : G1 ×G2 −→ C∗

(x1, x2) 7−→ χ1(x1)χ2(x2)est une bijetion.Démonstration. L'injetivité est triviale :
χ1χ2 = 1 ⇒ (χ1χ2)(x1, 0) = 1 = χ1(x1),et ela pour tout x1 ∈ G1, don χ1 = 1. De même χ2 = 1.Pour la surjetivité, on voit que si χ est un aratère de ̂G1 ×G2, χ1 : x1 7→

χ(x1, 0) est un aratère deG1, de même on dé�nit x2 ; on a bien χ1(x1)χ2(x2) =
χ(x1, x2).Pour montrer omme annoné que Ĝ ∼= G, on érit G omme produit degroupes abéliens yliques :

G ∼=
r∏

i=1

Z/niZEn appliquant le lemme i-dessus par réurrene, on obtient
Ĝ ∼=

r∏

i=1

̂(Z/niZ,+) ∼=
r∏

i=1

(Z/niZ,+) ∼= GOn a les relations suivantes, dites d'orthogonalité :Lemme 4 ∑

x∈G
χ(x) =

{
|G| si χ = χ0

0 si χ 6= χ0

∑

χ∈Ĝ

χ(x) =

{
|G| si x = 0
0 si x 6= 0

∑

x∈G
χ1(x)χ2(x) =

{
|G| si χ1 = χ2

0 si χ1 6= χ225



∑

χ∈Ĝ

χ(x1)χ(x2) =

{
|G| si x1 = x2

0 si x1 6= x2Démonstration. ∑

x∈G
χ(x) =

∑

x∈G
χ(yx) = χ(y)︸︷︷︸

6=1

∑

x∈G
χ(x)Don ∑

x∈G χ(x) = 0. On laisse les autres véri�ations au leteur ; notons quel'on utilise pour la deuxième relation le fait que pour tout x ∈ G, il existe ψ ∈ Ĝtel que ψ(x) 6= 1.Lemme 5 (déomposition de Fourier) Pour une fontion f : G −→ C, ona :
f(x) =

∑

χ∈Ĝ

f̂(χ)χ(x)où f̂(χ) = 1
|G|

∑
y∈G f(y)χ(y).Exemple : Pour G = (Z/nZ,+), ette déomposition est tout simplement :

f(x) =
∑

a mod n

f̂(a)e2iπa/noù f̂(a) = 1
n

∑
y∈G f(y)e−2iπy/n.Remarque. L'ensemble des fontionsG −→ C est en fait muni d'un produithermitien

〈f1, f2〉 =
∑

x∈G
f1(x)f2(x)et les aratères forment une base orthogonale. On a ainsi l'égalité de Parseval,et.4.2.3 Caratères multipliatifsOn applique le as préédent à G = ((Z/qZ)∗,×).Si χ est un aratère de (Z/qZ)∗, on l'étend à Z/qZ en posant χ(x) = 0 si

(x, q) 6= 1. On étend ensuite χ à Z, en omposant ave la projetion anonique
Z → Z/qZ ; on remarquera que l'on obtient alors une fontion arithmétique om-plètement multipliative. Ce sont es fontions sur Z que l'on appelle aratèresde Dirihlet.Dans la suite, on prendra toujours q premier.26



Exemples :1) Un aratère général.Soit g un générateur de (Z/qZ)∗.
χ : (Z/qZ) −→ C

x = gt 7−→ exp(2iπt/(q − 1))
0 7−→ 02) Caratère quadratique.Soit H le sous-groupe des arrés de (Z/qZ)∗, on a |H | = q−1

2 .
χ : (Z/qZ) −→ C

x 7−→ x(q−1)/2

0 7−→ 0Il s'agit tout simplement du symbole de Legendre (
x

q

), 'est un aratèrequadratique (χ2 = 1).Remarque. En utilisant (5), on peut déomposer en aratères multiplia-tifs de ((Z/qZ)∗,×), omme annoné en introdution, la fontion aratéristiquedes entiers ongrus à a modulo q :
1a,q(n) =

1

φ(q)

∑

χ mod q

χ(a)χ(n) (4.4)
4.2.4 Inégalité de Polyà-VinogradovThéorème 5 (Polyà-Vinogradov) Soit χ un aratère de Dirihlet non prin-ipal modulo q, ave q premier. On a :

∀N ≥ 1,

∣∣∣∣∣∣

∑

n≤N
χ(n)

∣∣∣∣∣∣
≤ √

q log qRemarque. La majoration donnée par le théorème pour N <
√
q log q estmoins bonne que la majoration triviale ∣∣∣

∑
n≤N χ(n)

∣∣∣ ≤ N (ar |χ(n)| ≤ 1).Par ontre, pour N ≥ √
q log q, la majoration implique que les χ(n) nepeuvent pas être tous égaux à +1 : des ompensations doivent se produire pour27



avoir une telle majoration. On trouve ainsi, pour χ aratère réel non prinipal,que le plus petit n tel que χ(n) = −1 est ≪ √
q log q (ela donne notamment unemajoration du plus petit non-résidu quadratique modulo q, ave χ le symbolede Legendre).Démonstration. On développe χ en aratères additifs :

χ(n) =
∑

a mod q

χ̂(a)e(na/q)ave
χ̂(a) =

1

q

∑

b mod ∗q

χ(b)e(−ab/q)Par hangement de variable c = ab dans la somme pour a 6= 0, on obtient :
χ̂(a) =

1

q

∑

c mod ∗q

χ(ca−1)e(−c/q) = χ(a)χ̂(1)don :
|χ̂(a)| = |χ̂(1)|Par l'identité de Parseval, on a :

∑

n mod q

|χ(n)|2 = q
∑

a mod q

|χ̂(a)|2Cela nous donne q − 1 = q
∑

a mod q |χ̂(1)|2, don |χ̂(a)| = |χ̂(1)| = 1/
√
qpour a 6= 0 ; d'autre part omme χ est non prinipal, χ̂(0) = 0. Ainsi2 :

∑

n≤N
χ(n)

︸ ︷︷ ︸somme inomplète pour la taille =
∑

a mod ∗q︸ ︷︷ ︸somme omplète pour la plae �nie q χ̂(a)
∑

n≤N
e(na/q)

︸ ︷︷ ︸
e(a/q)

e(Na/q)−1
e(a/q)−1Or ∣∣∣∣

e(Na/q) − 1

e(a/q) − 1

∣∣∣∣ ≤
1

| sin(πa/q)| ≤
q

2|a|pour |a|/q ≤ 1/2. Don la somme i-dessus est majorée par :
∑

−q/2<a≤q/2
a6=0

1√
q

q

2|a| ≤
√
q log q2Un exemple de omplétion d'une somme.28



4.2.5 Conduteur et aratères primitifsSoit χ : Z → C un aratère de Dirihlet. Nous herhons à dé�nir le pluspetit module q pour lequel χ est un aratère modulo q.On dit que deux aratères χ1 modulo q1 et χ2 modulo q2 sont équivalentssi pour (n, q1q2) = 1, on a χ1(n) = χ2(n). Il s'agit bien d'une relation d'équiva-lene. Pour un aratère χ donné, le plus petit entier q tel que χ est équivalentà un aratère modulo q est appelé le onduteur de χ. Un aratère modulo qest dit primitif si son onduteur est q.4.3 Fontions L de DirihletLes fontions L introduites plus haut sont onvergentes pour σ > 0 parritère d'Abel (reposant sur la sommation d'Abel). Elles se prolongent, toutomme la fontion ζ, au plan omplexe tout entier en une fontion méromorphe,et même holomorphe si χ n'est pas le aratère prinipal χ0. Elles ne s'annulentpas pour ℜe s > 1, par le produit eulérien (4.3).On peut avoir une première estimation de la valeur de L(1, χ) =
∑

n χ(n)/nainsi :
∣∣∣∣∣
∑

n

χ(n)

n

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∑

n

χ(n)

∫ ∞

n

dt

t2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∫ ∞

1

(

t∑

n=1

χ(n))
dt

t2

∣∣∣∣∣ ≤
∫ q

1

∣∣∣∣∣

t∑

n=1

χ(n)

∣∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

≤t

dt

t2

+

∫ ∞

q

∣∣∣∣∣

t∑

n=1

χ(n)

∣∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

≤q

dt

t2
≤ log q + 1 (4.5)En utilisant l'inégalité de Polyà-Vinogradov, on peut améliorer e résultat :

∣∣∣∣∣

∫ ∞

1

(

t∑

n=1

χ(n))
dt

t2

∣∣∣∣∣ ≤
∫ √

q log q

1

∣∣∣∣∣

t∑

n=1

χ(n)

∣∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

≤t

dt

t2
+

∫ ∞

√
q log q

∣∣∣∣∣

t∑

n=1

χ(n)

∣∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸
≤√

q log q

dt

t2

≤ 1

2
log q + log2 q + 1 (4.6)Remarque. La valeur de L(1, χ) pour χ aratère réel primitif modulo qest liée à l'extension Q(

√±q) et en partiulier au nombre de lasses d'idéaux29



de e orps quadratique. On se tournera vers un ours de théorie algébrique desnombres pour aborder e sujet.4.4 Théorème des nombres premiers en progres-sions arithmétiquesTout omme l'on a dé�ni et utilisé la fontion ψ à la plae de π, on ferausage ii de : ψ(x, q, a) =
∑

n≤x
n=a (mod q)

Λ(n).On a, à q �xé et x → ∞, ψ(x, q, a) ∼ x/φ(q). Un des problèmes majeursde la théorie analytique des nombres réside dans l'obtention d'un tel résultatquand q tend vers l'in�ni.Lors de l'étude du théorème des nombres premiers, l'obtention d'une régionsans zéros pour la fontion ζ s'est avérée apitale. Ce sont les fontions L quijouent e r�le dans le théorème des nombres premiers en progressions arithmé-tiques.Lemme 6 Soit Lq(s) =
∏

χ mod q

L(s, χ).Il existe une onstante positive c1 telle que Lq(s) n'ait auun zéro dans la région
σ ≥ 1− c1

log q(|τ |+2) , sauf au plus un zéro β qui serait réel et assoié à un aratèreréel χ∗ ; De plus il existe une onstante c2 > 0 telle que |L(s, χ)|, |L′

L (s, χ)|,
| 1
L (s, χ)| soient ≤ c2 log q(|τ | + 2) dans ette région sauf pour χ = χ∗.Pour χ = χ∗, s'il existe, on a la même majoration pour |L(s, χ∗)|, |L′

L (s, χ∗) −
1

s−β |, | 1
L(s,χ∗)(x−β) |.On appelle ouramment l'éventuel zéro (lié à la région "sans zéros" préi-sée) le zéro exeptionnel ou zéro de Siegel, que l'on notera systématiquement β(attention au fait qu'il y a éventuellement un zéro pour haque q !) ; on noteraégalement δ = 1 − β.Théorème 6 (des nombres premiers de Gallagher (1970)) 1) Soit q ≥

1 tel qu'il n'existe pas de zéro exeptionnel. Il existe une onstante e�etive c1telle que :
ψ(x, q, a) =

x

φ(q)
+ O(

x

φ(q)
e−c1

√
log x)pour q ≤ e

√
log x.2) Soit q ≥ 1 tel qu'il existe un zéro exeptionnel β. Il existe une onstante30



e�etive c1 telle que
ψ(x, q, a) =

x

φ(q)
(1 − χ∗(a)

β
x−δ) + O(

x

φ(q)
δe−c1

√
log x)pour q ≤ e

√
log x.Corollaire 1 Il existe une onstante c3 > 0 telle que pour tout q ≥ 1 pourlequel il n'existe pas de zéro exeptionnel, on ait : pour tout a premier à q, ilexiste un nombre premier p = a (mod q) et p ≤ qc3 .Ce dernier résultat a en fait été démontré inonditionnellement par Linniken 1944.Remarque. Attardons-nous ii sur le aratère e�etif de telles estima-tions. Par e�etif, on entend un résultat dont on peut numériquement alulerla onstante qui apparaît dans le terme d'erreur � alul numérique dont onse dispense parfois, l'on fait alors usage de la traditionnelle notation O ou bien"il existe une onstante..." ! Il est important de noter que de tels résultats sontbel et bien utilisables en pratique : si l'on �xe par exemple q = 10000, on sauratrouver une borne en delà de laquelle on peut trouver un p = a (mod q).A l'inverse, des résultats non e�etifs (i.e. dont on ne peut aluler les onstantesqui interviennent mais seulement en établir l'existene) ne sont d'auun usagepratique et ne fournissent ainsi que des renseignements qualitatifs.A titre d'exemple, une seonde de ré�exion montre que l'assertion suivanteest vraie :Il existe une onstante C telle que l'existene de p, p + 2 paire de nombrespremiers jumeaux ave p > C implique que l'ensemble des nombres premiersjumeaux est in�ni.Démontrer l'in�nité de nombres premiers jumeaux revient ... à aluler e�e-tivement ette onstante C ! Ce genre d'énoné, vide de tout ontenu, montrequ'un résultat ave une onstante ine�etive n'est parfois d'auune utilité.Idée de la démonstration. On a par la formule de déomposition (4.4) :

ψ(x, q, a) =
∑

n≤x
Λ(n)1a,q(n) =

∑

n≤x
Λ(n)

1

φ(q)

∑

χ mod q

χ(a)χ(n)

=
1

φ(q)

∑

χ mod q

χ(a)
∑

n≤x
Λ(n)χ(n)

︸ ︷︷ ︸
ψ(x,χ)

(4.7)La série de Dirihlet assoiée à n 7→ Λ(n)χ(n) est ∑
n Λ(n)χ(n)/ns =

−L′/L(s, χ) (ette identité se montre de même que pour ζ, 'est-à-dire pardérivation logarithmique et par la formule du produit eulérien pour L).31



On obtient la formule sommatoire de ses oe�ients ψ(x, χ) au moyen desformules de Perron :
ψ(x, χ) = − 1

2iπ

∫ c+iT

c−iT

L′

L
(s, χ)

xs

s
ds+ O(. . .)On fait alors la somme sur les di�érents aratères pour obtenir ψ(x, q, a).L'étape suivante onsiste bien sûr à déplaer la droite d'intégration de l'autre�té de la droite ℜe s = 1.Le domaine sans zéros des fontions L nous assure que L′/L(s, χ) est holo-morphe, sauf pour χ = χ0 : dans e as l'égalité L(s, χ0) = ζ(s)

∏
p|q(1 − 1/ps)amène un résidu de x pour L′

L (s, χ0)
xs

s .Remarque. A propos du zéro/aratère exeptionnel lié à la région sanszéros préisée plus haut, on sait montrer que (voir [Pin76℄ pour les référenesrespetives) :
•

β ≤ 1 − 1√
q(Haneke, 1973/76),

•
L(1, χ) ≫ 1

qε
,où la onstante impliquée est ine�etive (Siegel, 1935),

•
L(1, χ) ≥ ε

10qεpour tout χ primitif, sauf au plus un (Tatuzawa, 1951).
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Chapitre 5
Théorème prinipal

Nous sommes à présent en mesure de préiser le lien entre une améliorationdu théorème de Brun-Tithmarsh et une amélioration du théorème de nombrespremiers en progressions arithmétiques.Une version améliorée de l'inégalité de Brun-Tithmarsh serait d'obtenirpour un ertain ξ > 0 :
∑

x≤p≤x+y
p=ℓ (mod q)

1 ≤ (2 − ξ)
y

φ(q) log(y/q)pour q ≥ 2 et ℓ des entiers premiers entre eux, ave des onditions sur q et x.Nous allons utiliser une version un peu plus faible de ette onjeture, n'uti-lisant pas l'aspet "petit intervalle" :Hypothèse 1 Il existe une onstante ξ > 0 et une onstante c, telles que pour
q ≥ 2 et ℓ des entiers premiers entre eux, et q ≤ (log x)c, on ait :

∑

x≤p≤2x
p=ℓ (mod q)

1 ≤ 2 − ξ

φ(q)

∑

x≤p≤2x

1Théorème 7 Les problèmes suivants sont équivalents, pour c �xé :1) Démontrer l'hypothèse (1) pour q ≤ (log x)c−ε (∀ε > 0)2) Rendre e�etif L(1, χ) ≫ 1
q1/(c−ε) (∀ε > 0), pour tout aratère réel χ modulo

q,3) Rendre e�etif ψ(x, q, a) ∼ x
φ(q) , pour q ≤ (log x)c−ε (∀ε > 0)Remarque.

• NB : seul 2) ⇒ 3) néessite réellement l'usage des ε > 0.33



• Motohashi s'inspire d'idées semblables dans [Mot79℄.Démonstration. 1) ⇒ 2)On reprend la démonstration donnée par [RSS96℄.Sommons l'expression donnée par l'hypothèse pour les φ(q)/2 lasses ℓ mo-dulo q telles que χ(ℓ) = −1. On a, pour x un paramètre qui sera �xé ultérieu-rement :
∑

ℓ tel que χ(ℓ)=−1

∑

x≤p≤2x,p=ℓ (mod q)

1 ≤ (1 − ξ

2
)

∑

x≤p≤2x

1Par onséquent le nombre de p dans [x, 2x] tels que χ(p) = 1 est
≥ ξ

2

∑

x≤p≤2x

1 ≫ ξ
x

log x(où la dernière inégalité s'obtient par les estimations lassiques de Thebyhevonernant π(x)).Posons G(s) = ζ(s)L(s, χ) =
∑

n≥1 an/n
s. On a :

• an = (1 ∗ χ)(n) =
∑

d|n χ(d) ≥ 01
• ap = 1 + χ(p) ≥ 1 pour p premier tel que χ(p) = 0 ou 1.Don ∑

x≤n≤2x

an ≥
∑

x≤p≤2x

ap ≫
ξx

log x
.Appliquons la formule de sommation donnée par le lemme (3) à la fontion

G(1 + s), ave c = 1 :
1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞
G(s+ 1)Γ(s)((2x)s − xs)ds =

∑

n

an
n

(e−n/2x − e−n/x)

≥
∑

x≤n≤2x

an
n

(e−n/2x − e−n/x) ≫ 1

2x

∑

x≤n≤2x

an ≫ ξ

log x
≫ 1

q1/c−εpour x = eq
1/c−ε (ar e−n/2x − e−n/x ≫ 1 pour x ≤ n ≤ 2x).En déplaçant l'intégrale jusqu'à ℜe s = − 1

4 , on obtient un résidu en 0 de
L(1, χ) log 2 et don :

1

q1/c−ε
≪ L(1, χ) + x−1/4

∫ 1/4+i∞

1/4−i∞
|G(s+ 1)||Γ(s)|ds1 Rappelons que pour une fontion omplètement multipliative f , on a Pd|n f(d) =Q

pν ||n(1 + f(p) + f(p2) + . . . + f(pν)). 34



Comme |ζ(3/4+ iτ)| ≪ |τ |, |L(3/4+ iτ, χ)| ≪ q|τ |, et Γ se omporte omme
≪ exp(−c|τ |) (c > 0) sur les bandes vertiales2, on a un terme d'erreur :

≪ qx−1/4 = o

(
1

q1/c−ε

)
.

2) ⇒ 3) Par le théorème des aroissements �nis,
L(1, χ)

δ
= L′(u, χ),ave β ≤ u ≤ 1. Or L′(σ, χ) = O(log2 q) pour 1−1/ log q ≤ σ ≤ 1 par sommationd'Abel, don :

δ ≫ 1

q1/(c−2ε)Don le terme en x−δ dans le théorème de Gallagher est o(1) dès que (log x)c−3ε ≥
q.

3) ⇒ 1) est triviale, e qui démontre le théorème. Nous donnons ii une autrepreuve intéressante de l'impliation
3) ⇒ 2) L'équivalent donne e−δ log x = o(1) don δ log x ≫ 1 et �nalement

δ ≥ 1/q1/c−ε en prenant log x = q1/(c−ε). D'où L(1, χ) ≫ 1/q1/c−ε par lerésultat suivant (voir aussi [Pin76℄) :Lemme 7 (Heke) Si L est lié à un aratère χ modulo q (q ≥ 200) nonprinipal véri�ant δ ≥ α, ave 0 < α < 1/(20 log q), alors L(1, χ) ≥ 0.23α.Démonstration. Nous utilisons le fait que l'on a, par la formule de sommationd'Euler-Malaurin, pour u ≥ 1 et 0 < τ < 1 :
∑

m≤u

1

m1−τ =
1

τ
(uτ − 1) + cτ +

θ

u1−τ(|θ| ≤ 1 et 0 < cτ < 1).Soit toujours g = 1 ∗ χ ≥ 0 et remarquons que g(m2) ≥ 1 (voir la note 1).On a, pour x = 100q/α :2Voir la formule de Stirling omplexe.
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1, 5 <
∑

m2≤x

1

m2
≤

∑

n≤x

g(n)

n
≤

∑

n≤x

g(n)

n1−α =
∑

d≤x

χ(d)

d1−α

∑

m≤x/d

1

m1−α

=
∑

d≤x

χ(d)

d1−α

(
1

α
(
xα

dα
− 1) + cα +

θdd
1−α

x1−α

)

≤ xα

α

∑

d≤x

χ(d)

d
+ (cα − 1

α
)
∑

d≤x

χ(d)

d1−α +
∑

d≤x

1

x1−α (5.1)En omplétant les sommes, en remarquant par sommation d'Abel que |∑d>x χ(d)/dτ | <
q/xτ , on a :

1, 5 ≤ xα

α
L(1, χ) + 0, 01xα + (cα − 1

α
)L(1 − α, χ) + 0, 01xα + xαComme cα− 1/α < 0 et L(1−α, χ) > 0 (ar L(1, χ) > 0, par ontinuité), on a :

1, 5 ≤ xα(
L(1, χ)

α
+ 1, 02)Or xα < 1, 2 d'après les onditions sur α ; on obtient alors aisément le résultat.
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