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Introduction

Ce cours portera surtout sur les valeurs moyennes de fonctions arithmétiques
et se poursuivra par une introduction au crible de Montgomery et des applica-
tions.

Les fonctions arithmétiques sont trés souvent mal connues, et possédent, un
comportement qui semble irrégulier et sans cohérence. Regardons par’exemple
la fonction

fo(m) =[] - 2). (0.1)

p|n

Si la suite de ses valeurs semble trés erratiques.de la régularité apparait lorsque
I'on considére des sommes ) -, fo(n)F(n/X) pour.des fonctions suffisamment
réguliéres et petites au voisinage de l'infini F. Nous allons.par exemple déron-
trer que

é Théoréme of

Soit X un réel positif. Nous avons

> fom)e™ X =6 X2 + O(XT)

n>1

ot la constante 6y est donnée par

G = H(l—ﬁ) = 0.29262- - -

p>2

Remarquons que dans cet énoncé et de fagon systématique dans la suite, la
lettre p désigne un nombre premier.

Le fait de considérer simultanément de nombreuses valeurs de fy(n) a pour
effet de dissimuler certaines valeurs aberrantes prises par la fonction considérée.

Nous considérons ensuite la fonction f; définie par :

fi(n) = 1|_[ i%. (0.2)

Nous montrerons que




4 Théoréme %

Soit X un réel positif. Nous avons

Z fl(n)<1 = ;—() =16X+ O(X /4

n<X

ot la constante €, est donnée par

%1=H<1—Iﬁ> = 0.8166 - -

p>2

Et nous montrerons finalement les deux résultats suivants:

4 Théoréme %

Soit X un réel positif. Nous avons

> foln) = 6X? + O(X1/8)

n<X

ot la constante 6y est donnée ci-dessus.

4 Théoréme

Soit X un réel positif. Nous avons

> filn) =X + O(XE)

n<X

ot la constante €1 est donnée ci-dessus.

Le lecteur pourrasconsulter les livres (Apostol, 1976) ou (Ellison, 1975).
Les livres (Bombieri, 1987/1974) et (Halberstam & Richert, 1974) sont deux
autres références incontournables. D’autres trés bons livres : (Vinogradov, 1954),
(Davenport, 2000), (Montgomery & Vaughan, 2006) et (Bordelles, 2012).

Contenu

Nous présentons ci-aprés le déroulement prévu du cours. Il faut noter que
le chapitre 4 est un supplément qui ne fera pas partie du cours. De méme la
section 8.3 ne fera probablement pas partie du cours.

O
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CALENDRIER :

Lundi 21/10 - 9h30,/13h30

Mardi 22/10 — 9h30/13h30

Mercredi 23/10 — 9h30/13h30

Jeudi 24/10 — 10h00,/12h00
Jeudi 25/10 — 12h30/13h30

Vendredi 26,/10
Samedi 27/10 — 9h30,/13h30

Yimanche 28/10 — 9h30,/13h30
Lundi 29/10 — 9h30,/13h30
Mardi 30/10 — 9h30/13h30

fercredi 31/10 — 10h00/12h00

fercredi 31/10 — 12h30,/14h00

Introduction, bestiaire, produit de convolution et multiplicativité.
(a)
(b)

Introduction : régularité en moyenne. Fonctions multiplicatives. Bestiaire.

Multiplicativité de la fonction de diviseurs. Convolution de fonctions mulé
tiplicatives.

(c)
(d)

Multiplicativité du produit droit.

Fonction ¢ de Riemann, abscisse de convergence absolue, unicité des coef-
ficients de Dirichlet.

Séries de Dirichlet
(a) Abscisse de convergence absolue,
(b) Séries de Dirichlet et produit de convolution,
(¢) La fonction zeta de Riemann.
(d) Série de Dirichlet et multiplicativité.
Probléme de taille.
(a) Majoration a la Tchebychev,
(b) (Majoration de I’) Ordre maximal de la fonction de diviseurs,
(¢) Diverses applications.
Devoir surveillé sur les fonctions multiplicatives.
Questions et préparation des devoirs\a la maisons
Jour férié.
Transformées de Mellin
(a) Quelques transformées de Mellin,
(b) Quelques formules de sommation,
(¢) Prolengement de la fonction zeta de Riemann au demi-plan Rs > 0,
(d) Majorations de la fonction zeta de Riemann au demi-plan Rs > 0.
Preuve du théoréme . Exemples du chapitre 7
Preuve du théoréme Z/ Le.symbole de Legendre et sa série de Dirichlet.
Elimination du lissagé et preuve duthéoréme %.
Examen final

Questions sur les devoirs & maison.
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Chapitre 1

Convolution arithmétigue

Il s’agit ici d’une présentation des acteurs.

1.1. Bestiaire

. La fonction de Mobius p(n) vaut +1 sur chaque nombre premier et 0 sur

toutes leurs puissances *

©(n) est I'indicateur d’Euler, c’est a dire le nombre d’entiers.entre 1 et n
qui sont premiers a n.

d(n) est le nombre de diviseurs (positifs)ide n.

4. o(n) estda somme des\diviseurs (positifs)ide n.

5. La foniction de Liouville A(n) = (—1)%(") en'est assez proche : en effet cette

derniére est la fonction multiplicative qui vaut (—1)® sur chaque p* .
d(n?) est le nombre /desdiviseurs (positifs)/de n2. Il s’agit aussi d’une
fonction multiplicative de n.

w(n) est lemembre de diviseurs premiers de n et par exemple w(12) =
2 puisque 2 et 3 sont les deux seuls nombres premiers divisant 12. On
dit aussi “sans multiplicité” car, en fait, 22 divise aussi 12. Le nombre
de diviseurs avec multiplicité est ©(n) qui vérifie 2(12) = 3. Ces deux
fonctions sont additivespi.efw(nm) = w(n) +w(m) si (n,m) = 1 et de
méme pour (2. Cette notion est bien str le pendant additif de la notion de
fonction multiplicative‘introduite ci-aprés.

8. p?(n) vaut 1 si n est divisible par un carré > 1 et 0 sinon.

9. A(n) est la fonction de van Mangoldt

10.

dn=1 ou dy/est la fonction qui vaut 1 en n = 1 et 0 ailleurs, alors que 1 est
la fonction qui vaut uniformément 1 sur tous les entiers.

*, Si cetté fonction apparait déja chez Euler en 1748 et dans les « Disquisitiones arithme-
ticae » de Gauss, c’est le mathématicien August Ferdinand Mobius qui en commenga ’étude
systématique en 1832, avec la célébre « formule d’inversion » dont nous laissons la découverte
au lecteur!

1. Cette fonction porte le nom du mathématicien frangais Joseph Liouville, qui était un
ami proche de Dirichlet. Je ne sais pas d’ou vient cette dénomination.




8 CHAPITRE 1. CONVOLUTION ARITHMETIQUE

11. 7(X) est le nombre de nombres premiers inférieurs a X, de sorte gue
m(3) = 2 par exemple.
Nous pouvons aussi considérer

1. la fonction @9 qui & chaque entier n associe le nombre d’entiers modulo n
qui sont premiers a n et tels que n + 2 qui le sont aussi,

2. la fonction qui & chaque entier n associe le nombre de€arrés modulo n.

1.2. Fonctions multiplicatives

Une fonction f: N\ {0} — C est dite multiplicative si

{f(l) =1 (1.1)

f(mn) = f(m)f(n) si n et m sont premiers enfre eux.

De fagon équivalente, nous pouvons écrire

f(I1p™) =11 /(™) (1.2)

P

oil le produit porte sur tous'les nombres premiers et ol les oy, sont des entiers
positifs ou nuls, dont tous saufiun nombre fini sont.nuls. Cette expression montre
clairement que la fonction f est complétement déterminéepar sa valeur sur les
entiers qui sont des puissances de nombres premiers. Réciproquement la donnée
de telles valeurs détermine bien unedonction multiplicative, tout simplement en
la définissant & partir de 1’égalité ci-dessus.

Voici un résultat essentiel de cette théorie.

Lemme 1.1 (Lemme de Gauss) Soit p un nombre premier. Si p divise le
produit des deuz entiers x et y, alors p divise x ou y (et, éventuellement,

divise les deux).

(Un peu de théorie des anneaux : ceci est une conséquence du fait que Z est
un anneau factoriel).<«Ce lemme est attribué & Gauss en France, mais comme
Jorn Steuding me ’a fait remarquer, il est attribué a Euclide en Allemagne!
Cette appelation®est historiquement plus correcte : il s’agit bel et bien de la
proposition 30 du livre VII des éléments d’ Euclide, voir (Euclid, 300 BC).

EXERCICE 1. Montrer que la fonction fi définie par f1(n) = ]I, (p+1)/(p+2)
est multiplicative.

Voici un résultat immédiat mais qu’il faut souligner.

//;\\

DEOAN
/ \ &
=~~~
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1.1 FONCTIONS MULTIPLICATIVES 9

Scholie 1.2 Pour montrer que deux fonctions multiplicatives g et h sont
égales, il faut et il suffit de montrer qu’elles le sont sur les puissances de

nombres premiers.

Il faut peut étre s’arréter un peu sur le terme « Scholie ». Nous ’employons
comme Nicolas Bourbaki pour parler d’un résultat annexe mais essentiel. Soit
plus qu’un lemme mais pas vraiment un théoréme, plutét un commentaire éclai-
rant.

EXERCICE 2. Montrer que x, y et z sont trois entiers, et si x est premier a z,
alors le pged de xy et z est égal au pged de y et de z, i.e.
pged(zy, z) = pged(y, 2).
INDICATION : Utiliser les décompositions en facteurs premiers.
EXERCICE 3. Soit a et b deux entiers premiers entre euz.

o 1 o Montrer que pged(a + b,a — b) vaut 1 ou 2. Donner des exemples de
chacun des cas.

o 2 o Montrer que a + b et ab sont premiers entre eux.

Cette notion de multiplicativité va s’avérer fondamentale. Nous constaterons
en particulier que beaucoup de fonctions arithmétiques a priori mystérieuses se
comprennent beaucoup mieux lorsque l'on regarde deurs valeursisur.des puis-
sances de nombres premiers.

EXERCICE 4.
Soit f une fonction multiplicative et m et n deux entiers. Nous avons

f(m,n]) f((m,n)) = f(m)f(n)

ot [m,n] et (m,n) désigne respectivement le ppcm et le pged des entiers m et
n.

INDICATION : Utiliser les décompositions en facteurs premiers.
EXERCICE 5.

o 1 o Montrer que la fonction somme de diviseurs o est multiplicative.
o 2 o Soit p un nombre premier et a > 1 un entier. Montrer que

pa+1 -1

o(p*) = =

ot o(d) est la somme des diviseurs entiers positifs de d.

EXERCICE 6.

o 1 o Montrer que si n et m sont sans facteurs carrés et distincts, alors

m n

p(m) y p(n)

Le cours de Nouakchott, 2013 8 octobre 2013




10 CHAPITRE 1. CONVOLUTION ARITHMETIQUE

© 2 o Montrer que la fonction n+— o(n)/n vérifie la méme propriété (i.e. que
celle de n+— @(n)/n exhibée a la question précédente).

© 3 o Que pensez-vous de la fonction n — o(n)/e(n) vis a vis de cette pro-

priété ?

o 4 o Que pensez-vous de la fonction n — []
cette propriété ?

pin(P+2)/(p+1) vis a vis de

1.3. La fonction nombre de diviseurs

Commencgons par détailler ce pourquoi la fonction qui & n associe son nombre
de diviseurs est multiplicative. Ceci repose en fait sur la structure de I’ensemble
D(n) des diviseurs de n. Tout d’abord

D(p®) = {l,p,pQ,--- ,p* Lhigr}. (1.3)

Ensuite, si p; et ps sonttdeux nombres premiers distincts; chaque diviseur du
produit pi*p5? est de la forme pllpg2 avec 0 < 81 < ay et 0 € By £ as. Par
ailleurs, chaque entier de cette formerest bien un diviseur de piipg?. Ceci nous
donne

D(pp3?) = D(pi?) “Dps)- (1.4)
Nous montrons de la méme fagon queD(mn) = D(m)+D(n) si m et n sont
premiers entre eux. De fagon explicité la fonction suivante est une bijection :

D(mn) = D(m) - D(n)
d = ((d,m),(d,n)).
Il s’agit 14 d’une/forme de multiplicativité au niveau des ensembles, et que nous

allons exploiter sous la forme suivante : pour toute fonction F', I'identité suivante
a lieu dés que met n sont deux entiers premiers entre eux

SOEA).E DD F(didy). (1.6)

dlmn di|m da|n

(1.5)

Démonstrition.  Soit?? (¢) ensemble des diviseurs positifs de £. Etant donné
deux entiers premiers entre eux m et n, nous considérons
F212(m)x D2(n) — D(mn) , g:2(mn)— 2(m) x 2(n)
(u,v) = uv w — (pged(w, m), pged(w, n))

Nous montrons que go f = Id. En effet (go f)(u,v) = (pged(uv, m), pged(uv, n)).
Comme v divise n et que n est premier & m, les entiers v et m sont premiers
enfre eux. L’exercice 2 nous donne alors pged(uv, m) = pged(u,m) = u et de
méme pged(uv, n) = pged(v,n) = v. Ce qu'il fallait démontrer.

O

EXERCICE 9. Montrer que, pour tout n > 1, nous avons d(n) < 24/n.

INDICATION : La meilleure constante est \/3.

8 octobre 2013 Version 1




1.3 CONVOLUTION ET FONCTIONS MULTIPLICATIVES 11

EXERCICE 10. Montrer que, pour tout n > 1, nous avons d(n) < 4nl/3,

INDICATION : La meilleure constante est 181/3.

EXERCICE 11. Montrer que, pour tout n > 1, nous avons ¢(n) > \/n/2.

EXERCICE 12. Montrer que, pour tout n > 1, nous avons ¢(n) > (9/2)Y/3n2/3,

EXERCICE 13. Montrer que, pour tout n > 1, nous avons o(n)p(n) < n?.

1.4. Convolution et fonctions maultiplicatives

Nous définissons le produit de convolution arithmétique, f x g par

(fx9)(n) =) f(n/d)g(d) (L.7)
d|n

ou la somme porte sur les diviseurs d de n. En notant 1 la fonction quizvaut 1
sur tous les entiers, nous avons d(n) = L%1l. La lectrice vérifiera que ce produit
est associatif et commutatif. La fonction d,,—; 'en_est 1’élément neutre, puisque
pour toute fonction arithmétique g, nous avons

(Brxg)(n) = Y 81l0)g(m) = gln).

Im=n

Ce produit est par_ailleurs distributif vis-a-vis de ’addition de deux fonctions
arithmétiques et'ces deuxlois permettent de munir ’ensemble de fonctions arith-
métiques d’une structure d'algébre commutative unitaire sur C. Nous pourrions
aussi enrichir cette structure en considérant tout d’abord le produit ponctuel

Fgan — f(n)g(n)

et ensuite la dérivation

9 : (f(n))n>1 = (f(n)logn)n>1

qui est linéaire et vérifie dewsurcroit O(f x g) = (9f) x g + f x (0g) mais nous
sortons ici de notre cadre. La leetrice trouvera une étude assez détaillée de cette
structure dans le livre de Bateman & Diamond (Bateman & Diamond, 2004).

EXERCICE 14. Montrer que, si D(f,s) converge absolument, il en est de méme
de D(Of,r) pour r > s. Que penser de la réciproque ? Peut-on affaiblir cette
condition ar > s ?

Le théoréme général suivant nous donne la multiplicativité de toute une
kyrielle de fonctions :

i

Le cours de Nouakchott, 2013 8 octobre 2013




12 CHAPITRE 1. CONVOLUTION ARITHMETIQUE

Théoréme 1.3 Si f et g sont deux fonctions multiplicatives, il en est de
méme de f-g et de fxg.

Démonstration. Le cas de f g est trivial & traiter et nous le laissons au lecteur
studieux. Occupons-nous du produit de convolution<La valeur en 1 est aisée :
f*g(1) = f(1)g(1) = 1. Soit ensuite deux entiers m et n premiers entre eux.
Nous avons

(f *xg)(mn) men/d

d|min
et appliquons (1.6) :

(f *g)(mn) sz(dd) (dido)

d1 |m d2\n

= 30 S5 (G )stdvgtd) = (£ < ) mi(s sw)(n)

d1|m dQ‘n

comme requis. O

Ceci nous donne d’un seul coup lasmultiplicativité de beaucoup de fonctions,
en partantrdes exemples simples que sont les fonctions 1 et plus généralement
X% n — n% En particulier, le lecteur vérifiera que

d(n) = (1% 1)(n),\ o(n) = 1+ X)(n).

Cette convolution nous permet aussi d’exprimer simplement certaines relations,
comtne p?(n) = (Lx Lyz2)(m).on 1x2 est la fonction caractéristique des carrés.

EXERCICE 15. Montrer que d(n?) = 22“’((1).
d|n

EXERCICE 16. Soit .7 [’espace vectoriel sur C des fonctions de N\ {0} dans
C. Si f et g sont dans F, rappelons que f x g est défini par

frg(n §:f g(n/d).

Alors
1. Montrer que f*(gxh) = (f xg) * h.
Montrer que (F,+,*) est une algébre commutative sur C.

Déterminer une unité 6 pour x.

™ e

Montrer que 1 (la suite constante égale & 1) et u sont inverses l'un de
Uautre.

8 octobre 2013 Version 1



1.3 CONVOLUTION ET FONCTIONS MULTIPLICATIVES 13

EXERCICE 17.

o 1 o Montrer que pour tout entier d sans facteurs carrés, le nombre de solu-
tions en dy et doy de [dy,ds] = d est 3°(@.

© 2 ¢ Soit g un entier. Nous notons f(q) le nombre de solutions en g1 et qo de
[q1,q2] = q. Montrer que f est multiplicative.

© 3 © Montrer que 1% f(n) est le nombre de couples (q1,qz2) tels que [g1, g2]|n.
EXERCICE 18. On rappelle que f est complétement multiplicative si et seule-
ment si f(mn) = f(m)f(n) pour tout couple d’entiers m et n.

o 1 o Déterminer toutes les fonctions complétement multiplicatives f qui sont
telles que 1 x f est encore completement multiplicatif.

o 2 o Déterminer inverse de la fonction complétement multiplicative f.

© 3 © Montrer que linverse de linverse de convolution de la fonction 1 x f
n’est en général pas p - (1% f), méme si nous nous restreignons auz fonctions
complétement multiplicatives f.

EXERCICE 21. Montrer que la fonction qui a l'entier n > 1 associe le double
de la somme des entiers entre 1 et n qui lui sont premiers, et qui a 1 associe
1, est multiplicative.

INDICATION : On pourra calculer cette somme directement en utilisant le fait
que la fonction caractéristique des entiers m premiers a n s’écrit aussi

> w(d),

d|n,
dlm

ce que l'on prendra soin de démontrer.

EXERCICE 22.

o 1 o Montrer que la fonction f qui a l’entier n associe n. admet la fonction g
définie par

comme inverse de convolution.

o 2 o Démontrer lidentité suivante

o(n)®=n_o(d®)/d.
d|n

EXERCICE 24. Nous posons oy(n) = Zd|n d*. Montrer que

or(n) < nkC(k)

Le cours de Nouakchott, 2013 8 octobre 2013
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14 CHAPITRE 1. CONVOLUTION ARITHMETIQUE

EXERCICE 25. Montrer que \
3 d(m)? = (Z d(m))Q.

EXERCICE 26. Montrer que

> (AR = (k+ 1)@,
d|n
&F N
EXERCICE 27.

o 1 o Montrer que, pour tout entier n > 1, on a

nn+1 n n+1
CE) < @(n)o(n™) <n".

o 2 o Déterminer si la série

> (- 2)

n>1

est convergente ou non.

8 octobre 2013 Version 1




Chapitre 2

Initiation aux séries de

Dirichlet

Nous utiliserons des séries de Dirichlet d’argument complexe. Eninotant le
nombre complexe s = ¢ + it, ou o et t sont réels et appelés respectivement la
partie réelle et la partie imaginaire de s, nous avons, pour tout entier n > 1, la
formule n® = n?(cos(tlogn) + i sin(tlogn)). Emparticulier [n®| = n°.

Nous nous bornerons de plus a rester dans des domaines de convergence
absolue, ce qui nous suffira ici. Pour une étude plus compléte, voir(Tenénbaum,
1995), (Quettélec & Queffélec, 2013) ou (Ellison, 1975).

2.1. Abscisse de convergence absolue

Lorsque nous disposons d’une fonction arithmétique, disons f, nous pouvons
former sa série.de Dirichléet qui est, pour tout argument complexe s :

D(f,s) = Yy f)/n". (2.1)

n>1

Il s’agit d’une série génératrice adaptée a la structure multiplicative. Cette dé-
finition est apriori formelle, puisqu’il n’est pas toujours vrai qu’il existe au
moins un s pour lequel cette série converge (il n’en existe d’ailleurs pas quand
f(n) =e).

Ces séries ont été nommeées « séries de Dirichlet »en 'honneur du mathéma-
ticien allemand Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet qui les utilisa en 1837
/ 1839 pour démontrer le théoréme des nombres premiers en progression arith-
métique (lire (Dirichlet, 1837) et aussi (Lejeune-Dirichlet, 1871)). Notons ici
que Dirichlet ne considérait que les séries d’argument réel, et qu’il reviendra a
Bernhard Riemann de considérer ce qui se passe dans le plan complexe, et qui
contient-des informations essentielles.




16 CHAPITRE 2. INITIATION AUX SERIES DE DIRICHLET

Lemme 2.1 Soit f une fonction arithmétique telle que sa série de Diri-
chlet converge absolument pour un certain nombre complexe s. Alors, pour

tout nombre réel v > Rs, la série D(f,r) converge absolument, et donc,
pour tout nombre complexe s’ tel que Rs' > Rs, la série D(f,s') converge
absolument.

Démonstration. Nous avons

D(fr)=3" fén)z_
n>1

Or r > s donc n®/n" < 1, d’ou D(|f],r) < D(|f]3s), i.e. la série.de Dirichlet de
f converge pour tout r > s. O

Cette propriété nous donne accés a la notion d’abscisse,de convergence.

Définition 2.2 On appelle abscisse de convergence de la fonction .f, le plus
petit réel s tel que la série\de Dirichlet D(f,s) converge. Si D(fgs) converge
pour tout s, on dit alors que\l’abscisse dexconvergence est —oo.

Notons qu’il n’est pas acquis que la sérieten question converge en son abscisse
de convergence. D’aprés un théoréme de Landau, voirn(Dress, 1983/84), cette
situation n’arrive méme jamais dés que cette abscisse est finie et que que f est
positive ou.nulle. Notons ici que I"abscisse de convergence peut valoir —oo et la
fonetion [ étre positive ou nulle, sans que cela n’implique que f soit & support
borné, i.e. qu’elle s’annule partout sauf sur un nombre fini de valeurs. Le cas
f(n) = e~ fournit un contre-exemple:

Nous pouvouns associer a chaque fonction arithmétique f une série de Diri-
chlet, et cette série convergera au moin§ en un point si la fonction f croit raison-
nablement. Une telle série de Dirichlet définit en fait parfaitement la fonction
dont elle est issue comme le montre la propriété suivante. Nous ne 1'utiliserons
pas dans la suite.

Lemme 2.3 Soit f et g deux fonctions arithmétiques telles que leurs séries
de Dirichlet respectives convergent absolument pour un certain s. Suppo-

sons en outre que D(f,r) = D(g,r) pour tout r > s. Alors f = g.

N Ty
Démonstration. En posant hy = f — g, nous avons D(hy,r) = 0 pour tout
r > s. Comme cette série converge en r = s+ 1, nous en déduisons que hy(n) =
hi(n)/n"*1 est bornée en valeur absolue et vérifie D(hsa,7) = 0 pour tout > —1
et il nous faut établir que ho = 0. Supposons que ce ne soit pas le cas, et
nommons ng le plus petit entier n tel que ha(n) # 0. Une comparaison a une

YeX
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2.1 SERIES DE DIRICHLET ET PRODUIT DE CONVOLUTION 17

intégrale nous donne directement, pour r > 1 :

(0§D (ha, 7) = ha(no)| < max |ha(n)] Y. 20

Lz
n>no+1

o0

dt
< max|h2(n)|n6/ - < ngmax |ha(n)|/(r — 1)

no

quantité qui tend vers 0 quand r tend vers Uinfini. Mais D(hg,r).= 0, ce qui
nous garantit que ha(ng) = 0 contrairement a notre hypothése. Ledecteéur pourra
modifier cette démonstration de deux facons : tout d’abord remplacer le recours
4 un raisonnement par ’absurde par une démonstration paraécurrence. Ensuite,
une petite modification donne njjD(hq,r) — ha(ng) = OW1 +ng')~") alors que
la preuve ci-dessus ne donne que O(1/r). O

EXERCICE 28. Supposons que la série de Dirichlet D(f,so) converge simple-
ment en un nombre complexe sg. Soit alors s un autre mombre complexe tel
que Rs > RNsg. Montrer que la série D(f,s) converge aussi (simplement ).

EXERCICE 29. Supposons que la série de Dirichlet D(f,sg) converge simple-
ment en un nombre complexe so. Montrer que la série de Dirichlet D(f,s)
converge absolument en tout nombre complexe s tel que Fs > Rsg + 1.

2.2. Séries de Dirichlet et produit de convolution

Les deux leis internes surles fonctions arithmétiques se traduisent agréable-
ment en termes de séries de Dirichlet :
— Concernant I'addition|(+) : étant donné deux fonctions f et g dont les
séries de Dirichlet convergent absolument pour s, nous avons

D(f +g;s)=D(f;s) + D(g;s).

— Concernant la‘multiplication (x) : étant donné deux fonctions f et g dont
les,séries de Dirichlet convergent absolument pour s, alors celle de f x g
est également absolument convergente, et nous avons

D(f xg;s) = D(f;5)D(g;5s).

Cette derniére égalité est facile a vérifier de ce que les séries convergent ab-
solument, ce qui nous permet d’en déplacer les termes comme bon nous semble.
Elle montre en particulier que 'opérateur qui, & une fonction arithmétique, lui
associe sa série de Dirichlet trivialise le produit de convolution arithmétique, de
la méme fagon que la transformée de Fourier trivialise le produit de convolution
des fonctions de la droite réelle.

II"est clair que I’abscisse de convergence de la série de Dirichlet de f x g
est majorée par le maximum des abscisses de convergence absolue des séries de
Dirichlet associées & de f et g. Cette majoration est souvent une égalité lorsque
ces deux abscisses ne sont pas égales ... et qu’aucun des facteurs n’est nul!

Le cours de Nouakchott, 2013 8 octobre 2013




18 CHAPITRE 2. INITIATION AUX SERIES DE DIRICHLET

EXERCICE 30. Montrer que
1. D(p,8) = (s —1)/¢(s),
2. D(A, s) = ((25)/¢(s),
3. D(p?,s) = ((s)/¢(2s).

EXERCICE 31. Montrer que la série de Dirichlet associée a la fonction de Moe-
bius p est 1/((s) et en déduire un exemple montrant que l’abscisse de conver-
gence absolue d’un produit peut étre strictement inférieure a la plus grande des
deuz abscisses des deux facteurs (considérer 1+ p).

EXERCICE 32. Ezprimer la série de Dirichlet de la fonction qui a n associe
2¢(") en fonction de la fonction ¢ de Riemann. Ici w(n) est le nombre de
facteurs premiers de n comptés sans multiplicité.

EXERCICE 33. Ezprimer la série de Dirichlet de la fonction qui a n associe
29 \(n) en fonction de la fonction ( de Riemann. Ici, \ est la fonction
de Liowville définie par \(n) = (—1)*") o Q(n) est le nombre de facteurs
premiers de n comptés avec multiplicité.

EXERCICE 34. Dans cet exercice, nous posons k(n) = vivy - - - vy, ot Montrer
que

o 1o Y w(n)/n® = ((s)5(25)¢(35)/¢(6s),

n>1

020 Y 3°Mk(n)/n® = ¢3(s)/¢(3s).

n>1

INDICATION : Toutes ces fonctions étant multiplicatives (a montrer), il suffit
de calculer chaque facteur eulérien.

2.3. La fonction ¢ de Riemann

La fonetion ( est trés importante en arithmétique puisqu’elle intervient dans
la formule d’Euler, elle fait donc un lien entre les entiers naturels et les nombres
premiers. C’est aussi la série de Dirichlet la plus simple puisqu’elle est associée
a la fonction constamte 1 (fonction que nous avons notée 1 dans notre bestiaire).
Elle est définie pour s > 1 par

= ans.

n>1

Si il s’agit de la série de Dirichlet la plus simple et la plus célébre, cepen-
dant elle reste assez mal connue. Elle porte le nom du mathématicien allemand
Georg Friedrich Bernhard Riemann, en honneur & son fameux mémoire (Rie-
mann, 1859) de quelques pages et qui allait révolutionner la théorie, et poser les
fondations de la théorie moderne.

Pour une étude approfondie de cette fonction, le lecteur pourra se référer a
(Tenenbaum, 1995) et (Ellison, 1975).
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2.3 SERIES DE DIRICHLET ET MULTIPLICATIVITE 19

EXERCICE 35. Montrer que la série qui définit ((s) est absolument convergente
pour Rs > 1.

INDICATION : On pourra utiliser une comparaison & une intégrale.

EXERCICE 36. Montrer que l’on a

° d
(o) =27 [ g

et en déduire un équivalent de (1 + u) lorsque u tend vers 0.

INDICATION : On pourra écrire, pour n > 1,

1 o dt
e 0,
(technique dite de sommation par parties).

EXERCICE 37.

o 1 o Nous posons L(s) =, ~,(=1)"n=°. Montrer que L(s) est convergente
pour s > 0, puis que L(1) <

>
0 et enfin que L'(1) < 0.

© 2 o Montrer que —C'(s)/¢(s) < 1/(s — 1) lorsque s est réel et > 1.

INDICATION : On pourra utiliser ((s) = L(s)/(2'7% — 1), que l’'on démontrera.

EXERCICE 38. Montrer que, pour o > 1, nous avons 1/(c — 1) < ((0) <

o/(oc—1).

EXERCICE 39. Montrer que, pour ¢ > 1, nous avons ((¢) = (60 —1)71 +~ +
O(oc —1).

2.4. Séries de Dirichlet et multiplicativité

Théoréme 2.4 Supposons que la série de Dirichlet de la fonction multi-
plicative f converge absolument pour un certain s. Alors, D(f,s) est dé-
veloppable en produit eulérien :

k
b9 =TI 75

p>2k20

Le reste de cette section est dédiée a établir cette propriété, mais il est
préférable de commencer par quelques commentaires.

/{;\
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20 CHAPITRE 2. INITIATION AUX SERIES DE DIRICHLET

Convergence et produit convergent

Nous ouvrons ici une parenthése sur la signification de (2.9). La suite 1/2,
(1/2) x (1/2), (1/2) x (1/2) x (1/2), et de terme général (1/2)™, est convergente,
et de limite 0. Ici, rien de neuf. Toutefois, par une maladresse terminologique,
on dit qu’un produit (formel) infini

[T an

n>1
est convergent si et seulement
1. La suite des produits partiels converge versaine limite, disons P ;
2. P#0.

L’equation (2.9) donne donc une écriture sous forme de«produit, c’est a dire
comme la limite d’une suite de produitsipartiels qui converge vers une limite,
mais il faut en général vérifier la condition 2 ci-dessus. Parfois on dit que le
produit converge strictement lorsque cette condition est vérifiée.

Convergence et produit convergent : le point de vue de Godement

Hervé Queffelec propese.d’adopter le point de vue suivant, qui est efficace
et limpide. Godement dit quele produit [], -, a, est absolument,convergent en
tant que produit si > <, |an— 1] =M< co. Ceci & cause du théoréme suivant :

Théoréme 2.5 Supposons que ), [un| = M < oo. Alors
1. P, = HlSjS’ﬂ(l +u3) — P eC.
2. Si1+wuj # 0 pour tout j alors P # 0.

[ —
Démonstration. Nous avons P, — P,_1 = u, P,—1 et donc

'Pn - Pn—1| S |unHPn—l| S |un| H e|“j| S |un|eM
1<j<n-—1

II'en résulte que la série ) (P, — P,,_1) est absolument convergente, et donc
la suite P, converge, disons vers P € C.

Pour montrer que P # 0, on exhibe @ tel que PQ = 1. Quoi de plus naturel
que de chercher ) sous la forme d’un autre produit infini QQ = Hj>1(1 +vj),
avec D~ [v;] < oo ? L'idéal serait d’ajuster v; pour avoir (1+wu;)(1+v;) =1
pour tout j. Or c’est possible car 1 + u; # 0. Et ¢a donne

1 —U; , .
Ui =g —-1= L dot |uj| ~ |uy]
+ uy 14 u;

et tout est dit. O

Les logarithmes sont cachés dans les majorations 1 + z < e® et P,_; < eM.
Mais leur présence reste discréte.

\
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2.4 UNE VARIATION POPULAIRE 21

Nouvel énoncé et preuve

Théoréme 2.6 Supposons que la série de Dirichlet de la fonction multi-
plicative f converge absolument pour un certain s. Alors, D(f,s) est dé-
veloppable en produit eulérien :

k
p =125

p=22k2>0

ot le produit est absolument convergent au sens de Godement.

=

Démonstration. Nous constatons que le produit en question s’écrit Hp(l +uy)

avec )
fp
up = o (22)
=1 P
Or A
fp
D lupl <Y ] = Do lf )]/ In*]
p p k>1 p n>1
et le théoréme 2.5 s’applique. O

Il s’agit véritablement de la bonne notion qui agcompagne la notion de série
absolument convergente. Notons que le produit peut étre convergent et nul, mais
alors 'un des facteurs est,. nul. Voici un exemple. Nous définissons la fonction
multiplicative4fy par

f1(2) = 1, fa(4) = —6, Yk > 3,\f2(2%) =0,

En conséquence > -, fu(n)/n® estiabsolument convergent pour fs > 1 et I'on

e )G

n>1 p>3

qui s’annule effectivement pour s = 2.
2.5. Une variation populaire

Nous nous donnons ici une fonction arithmétique multiplicative f que nous
supposons bornée en valeur absolue par 1. Nous pouvons dans tous les cas
pratiques nousgamener & ce cas, quitte & considérer une fonction auxiliaire de
la forme f(n)/n® qui est, elle aussi, multiplicative (dés lors que f Vest).

Soit .2 1 un parameétre réel. Nous considérons la fonction multiplicative f,
définie par

vp S y:va Z 17fy(pa) = f(pa)’

Vp > yvva 2 1’fy(pa) = Oa

(2.3)
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22 CHAPITRE 2. INITIATION AUX SERIES DE DIRICHLET

(p est ici un nombre premier) et, de fagon symétrique,
Vp <y,Va =1, fY(p*) =0,

Vp >y, Va =1, fY(p") = f(p*).

(2.4)

Notons que nous avons ’équation

Lemme 2.7

f=Ffyxf (2.5)

Démonstration. En effet, les sommants de la somme

D fy(d)fU(ds)

d1 d2 =n

sont presque tous nuls puisque 'entier m admet une unique écriture sous la forme
n = ¢m ou tous les facteurs premiers de ¢ sont,inférieurs y et tous ceux de m
sont strictement supérieurs a y.\La sommesei-dessus se.réduit donc a f, (£) f¥(m)
qui vaut bien f(n). O

Nous posons alors
D;(f.s)=D(fy,s), Dj(f.s)=D(f",s) (2:6)

de telle sorte que D(f,y) = DZ(f, S)Dg(f, s). La série de Dirichlet DZ(f, s) se
réduit & un produit, pour¥ts > 1 :

b _ f(p) fe*
Di(fs) =TT (1+ e ). (2.7)

p<y

La série Dg( f, ) tenda devenir petite lorsque y tend vers I'infini. En effet, avec
o =Rs,

g

ey (2.8)

Di(f,s) =1 <> 1/n” <y 7+ /oo dt/t7 <

n>y Y

En laissant y tendre vers l'infini, nous obtenons donc 'expression de D(f,s)
sous forme d’un produit dit eulérien

p(f.s) =TI (1+ f;f) + f;pQ) 1@ te), (s> ), (2.9)

p>2

ou chaque facteur est dit le facteur local, ou eulérien, en p.

/ \
/e /7.:
(R~ ﬁ
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Un détour historique

La décomposition (2.5) a été beaucoup exploitée, notamment par (Daboussi,
1989) (voir aussi (Daboussi, 1996) et (Daboussi & Rivat, 2001)) et permet dans
Particle cité de donner une preuve élémentaire du théoréme des nombres pre-
miers. Cette décomposition est au coeur du travail récent (Granville & Sounda-
rarajan, 2001) ou les auteurs développent la philosophie suivante : le comporte-
ment de la fonction f, est trés bien décrit par son produit eulérien alors que le
comportement de f¥ est lui décrit par des équations fonctionnelles (ce que nous
ne décrivons pas ici). Essayer de réduire la compréhension d’uneffonétion mul-
tiplicative f & la composante f, est I’essence des méthode difes probabilistes,
notoirement développées par Kubilius.

EXERCICE 40. Soit a un réel > 0. Nous posons Aa(n) = 3_ ), d*A(d) ot A(d)
est la fonction de Liouville. Montrer que

S () _ G625 —20) 5~ Al _ G(25)C(s —a)

n>1 L C(S o a) n>1 n? C(S)
pour Rs > 1+ a.

EXERCICE 41. Montrer que l’on a, pour fs > 1,

1

C(S):Hl 1

p>2 p*

ot le produit est absolument convergent au sens de Godement.

2.6. Quelques digressions sans preuve

Les séries des Dirichlet'ont été introduites\dans (Dirichlet, 1837) par P.G.
Lejeune-Dirichletien 1937 pour montrer de ’existence d’une infinité de nombres
premiers dans les progressions arithmétiques”(de type a + nq avec a et g pre-
miers entre eux). Dedekind, d’abord un éléve puis un ami de Dirichlet, a établi
plusieurs, propriétés de ces séries enrichissant ainsi le livre (Lejeune-Dirichlet,
1871). Létape de structuration suivante est due & un mémoire de Cahen (Ca-
hen, 1894); qui est notamment.eélébre pour ... 'inexactitude de ses preuves!
L’élaboration'de la théorie est allée bon train a cette période, et en 1915 parut
la splendide petite monographie (Hardy & Riesz, 1964) de Hardy & Riesz qui
reste & ce jour llouvrage de base sur la question. La lectrice pourra retrouver
dans (Tenenbaum, 1995) une partie de ce matériel.

Nous nous intéressons ici & deux points :

1. Dans quelle mesure ’ordre moyen et ’abscisse de convergence sont-ils liés ?

2: L’écriture D(f,s) = D(h, s)D(g, s) nous permet-elle de conclure que 1’abs-
cissé de convergence absolue de D(f, s) est le maximum de celle de D(h, s)
et de celle de D(g,s)?

En ce qui concerne le premier point, l'identité simple (2.10) ci-dessous montre
que la connaissance de l'ordre moyen de la fonction f permet d’en déduire
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24 CHAPITRE 2. INITIATION AUX SERIES DE DIRICHLET

Pabscisse de convergence de D(f,s). La réciproque est fausse, tout simplement
parce qu’il est tout a fait possible que f n’admette pas d’ordre moyen. Cesdeux
notions sont tout de méme liées par le théoréme suivant (dit & Cahen (Cahen,
1894)) :

Théoréme 2.8 Sil’abscisse de convergence absolue og de D(f, s) est stric-
tement positive, elle est donnée par

log E1§n§N |f(n)]
n—ro0 log N '

oo = lim sup

Il existe un théoréme analogue pour détermineril’abscisse de convergence (mais
nous n’avons pas établi son existence!), et il esthaussi possible, de traiter le
cas oll 0 est négative ou nulle (mais la formule est différente). La lectrice
remarquera que cette formule est ’exact pendant de layformule de Hadamard
donnant le rayon de convergence d’une série entiére, moyennant de rappeler
I'identité suivante valablé lersque s > —1 :

D18 = ALl e+ (210)

n<t

Démonstration. Voici formellement la preuve de cette identité. Il vient

sl 1 )ar/et = X Il [ ot = S gl
1N gt n

n>1
O

Tournons-nous.a-présent vers la seconde question. Nous supposons ici que
nous disposons$ d’une décomposition de la forme D(f,s) = D(h,s)D(g,s), ou
nous eonnaissons ’abscisse de convergence absolue, disons cg, de D(g,s) et
ou celle de D(h,s) est strictement plus petite. Pouvons-nous en conclure que
oo est encore l'abscisse de convergence absolue o, de D(f,s)? Il est clair que
o < 09, mais peut-elle étre plus petite ? C’est évidemment le cas si h = 0, amis
qu’en est-il si b £ 07 Les auteurs de cet article ne savent pas répondre a cette
question générale, mais il est loisible dans notre cas d’application d’ajouter une
hypothése : nous/supposons que, pour tout 6 > 0, le module de D(h,s) est
minoré lorsque s décrit le demi-plan complexe Rs > o¢ + §. Cette hypothése
ne nous cofite rien en pratique puisque nous obtenons D(h, s) sous la forme
d’un produit eulérien, qui en tant que produit convergent, n’est ni infini, ni nul.
Mais'il nous faut maintenant considérer les s du domaine complexe, ce que nous
avigns réussi a éviter jusqu’a présent ! Voici le théoréme (Hewitt & Williamson,
1957) de Hewitt & Williamson qui nous intéresse :
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Théoréme 2.9 Soit D(h, s) une série de Dirichlet absolument convergente
pour Rs > o et minorée en module par une constante > 0, alors 1/D(h, s)

est encore une série de Dirichlet absolument convergente pour Rs > o.

Ce résultat nous permet d’écrire D(g,s) = D(h,s) 'D(f,s) et d’en conelure
que o{, > og, ce qui nous donne bien gy = oy

De nombreux travaux comparent les abscisses de convergence.simple, ab-
solue ou uniforme des trois constituants de P'égalité D(f,s) = D(h,$)D(g,s);
la lectrice en trouvera un exposé ainsi que leurs extensions au‘cas de plusieurs
facteurs et les derniéres améliorations (optimales) dans (Kahane & Queffélec,
1997).

EXERCICE 42. Montrer que 1 x X\ est la fonction caractéristique des carrés et
en déduire la série de Dirichlet de . Ici, A est la fonction de Liouville, définie
par A(n) = (—=1)%) o0 Q(n) est le nombre de facteurs premiers de n comptés
avec multiplicité.

EXERCICE 43. Ezxprimer la série de Dirichlet de la fonction qui a n associe
©(n) en fonction de la fonction ¢ de Riemann.

EXERCICE 44.

o 1 o Déterminer la série de Dirichlet de d(n?).
o 2 o Déterminer la série de Dirichlet de d(n)?.

o 3 © En utilisant les deux questions précédentes, montrer que
d(n)? = Zd(mz).
m|n

Terminons cechapitre avec le célébre théoréme de Bohr qui montre bien le
caractére arithmétiqué des séries de Dirichletyvoir (Queffélec & Queffélec, 2013,
Théoréme 4.4.1).

-

Théoréme 2.10 Soit D(f,s) =, <, f(n)/n® une série de Dirichlet qui
converge uniformément sur la droite Rs = 0. Alors elle y est bornée, disons
par une constante A et l'on a

Sl < A

p>2

ot la somme porte sur tous les nombres premiers.

//\
JSE N
"
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Chapitre 3

_Un théoréme de Tchebyshev

Nous allons évidemment avoir besoin de quantifier le nombre de mombres
premiers dans un intervalle. De telles estimations existent depuisdongtemps,
et le travail consistant a les rendre explicite numériquement a débuté dans les
années quarante. Nous disposons maintenant de bonnes estimations pour les
quantités simples. Nous proposons ici une estimation simple et dnas le chapitre
suivant des estimations plus poussées.

Théoréme 3.1 Pour X réel > 1, nous avons », 1 <9X/log X.

p<X

Une telle majoration est en fait due au mathématicien russe Pafnouti Tche-
bychef vers 1842.

La méthode que nous employons a été mise en place par le mathématicien
“itinérant”, nom donné au mathématicien hongrois PalkErdos. Cette preuve date
de 1939; c’est grace a elle qulilfut. remarqué et inyvité & Berlin pour poursuivre
ses études. La remarque eSsentielle estile lemme suivant.

Lemme 3.2 Pour tout entier m > 1, le produit 11 p divise le
m+1<p<2m+1

(2'rr71n+1) .

coefficient binomial

7

RN

Dé stretdon. En effet, chaque nombre premier p de 'intervalle jm+1, 2m+1]
divise le numérateur de

(2m + 1> _ @2m+1)

m+1)  ml(m+1)!

alorsdque le dénominateur m!(m + 1)! est un produit de nombres qui sont tous
premiers a p. Il n’y a donc pas de simplification & ce niveau entre le numérateur
et le dénominateur. O
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Voici un petit lemme technique intermédiaire.

Lemme 3.3 Pour tout entier m > 1, nous avons (i;”jll) < 4™,

Dém on.  En effet, le développement du binéme nous donne

2m+1 2m +1 2m+1 2m +1
2m+1 __
et = () () A (50 ) + ()
> 2m+1 n 2m + 1 _ 9 2m +1
m m+1 m+ 1
et le lemme s’ensuit. O

EXERCICE 47. Montrer que, pour tout réel X > 1, le produit II »pest
X/2<p<X

inférieur a (7/3)%.

Nous déduisons de nos lemmes préparatoires le résultat central suivant :

Lemme 3.4 Pour tout entier n > 1, le produit Hp<np est inférieur a 4™. '

Démonstrations *Montrons par récurrénce sur 'entier £ > 1 la propriété :

Yk <20, Hp§4k.
p<k

Celle-ci est vraie pour { = 1. En effet Hp§1 p = 1, car tout produit sur un
ensemble vide vaut 1,set HPSQ p = 2 < 4!, Supposons maintenant la propriété
vérifice en ¢ et montrons-1a en £+ 1. Il suffit de montrer que [ <55y, p < 42641
et que Hp§215+2p < 42%2 Mais comme 2/ + 2 n’est jamais premier, la seconde
somme se réduit en fait a la premiére. Nous avons

[Mr=T1r JJ pca*ia=s

p<20+1 p<l+1 L+1<p<2e+1

) <

4% en combinant les lemmes 3.2 et 3.3. Ce qui régle I’étape de récurrence et
conclut par conséquent la preuve de ce lemme. O

car [[ <, p < 4%*1 par hypothése de récurrence et [ri1cpcoriip < (

/<)
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Lemme 3.5 Pour tout réel X > 1, nous avons Y logp < X log4.
p<X

Démonsiration. Partons d'un réel X, et notons N sa partie entiére (i.e/Pentier
qui lui est immédiatement inférieur). Nous avons a partir du lemme 3.4

[Ir=]r=<4a™<4a®

p<X p<N

En prenant le logarithme a droite et a gauche, cela n

Z logp < X'log4
p<X

comme attendu.

|

Lemme 3.6 Pour tout réel X > 2, nous avons

/|

dt - 12X
logt)? ~ (log X)?

12X —fX dt
(log X)? 2 (logt)?

_ 1 S 2 1 >0
(log X)? — log10 ) (log X)? —

O

EXERCICE 48. Montrer que, pour X > 2, nous avons
/X dt 12X
5 (logt)? — 5(log X)2°
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Preuve du théoréme 3.1. Nous allons procéder par sommation par parties. Nous
utilisons, pour tout nombre premier p < X,

log p - log X + » t(logt)?
ce qui nous permet d’écrire en utilisant le lemme 3.5

Zl_Zlogp( o X / logt>

p<X p<X

> p<x logp £ Xlog4 X oat
=== 1 log 4.
log X / Z o8Py logt )32~ logX + 5 (logt)? 8

En utilisant le lemme 3.6, nous obtenons, pour X > 2,

Zl Xlog4 12X10g4<X10g4 " 12
~ logX (logX)2 ~ log X logX )

Et donc > 1 <9X/logX si X > 11. D’un autre coté, nous avons
- Quand2<X<3alorsZ rx 1 =1<X/log X ;
- Quand3<X<5alorsZ cxl=2<X/logX;
- Quand 5 < X < 7 alors ZP<X 1=38<X/log X ;
— Quand 7 < X < 11 alors ZpSX Li=4< 3X/ log X ; Mais I'inégalité
dopex 1< ? X/log X est fausse dans cet intervalle.
Le théoréme est démontré. 0

EXERCICE 49. Montrer que, pour X réel > 1, nous avons >, 1 <5X/log X.
p<X
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Chapitre 4

Les estimations de Mertens
sur les nombres premiers

Nous allons évidemment avoir besoin de quantifier le nombre ‘dexnombres
premiers dans un intervalle. De telles estimations existent depuis longtemps, et le
travail consistant & les rendre explicite numériquement a débuté dans les années
quarante. Nous disposons maintenant de bonnesiestimations pour les quantités
simples. Nous en profitons aussi pour introduire deux. techniques simples et
efficaces.

4.1. La fonction de von Mangoldt

Nous avens besoin ici d’une fonction nommée d’aprés Hans von Mangoldt.
Celui-ci a’publié en 1894 un mémoire important sur les nombres premiers ou il
introduit notamment cette fonction sous la notation L(n). Nous la notons A(n)
comme il est usuel a I’heure“actuelle: Elle est définie par :

A(n) = {1ogp 51 n=p% avec a > 1, (41)
0 sinon.

Par exemple, A(2) = A(4) = log2 et A(15) = 0. Notons explicitement que
A(1) = 0. L’apparition de cetterfonction n’est pas du tout mystérieuse si 'on
raisonne en termes de séries/de Dirichlet mais nous évitons ce point de vue
ici. Du coup, la justification de son introduction vient de deux aspects. Tout
d’abord, elle permet d’isoler les puissances des nombres premiers des autres
entiers tout en leur attribuant un poids assez peu fluctuant log p, et nous verrons
au lemme 4.5 que la contribution des p?, p3, ... est négligeable devant celle des
nombres premiers p.
Cela étant, son intérét véritable résulte de 'identité :

Vn (entier) > 1, ZA(d) = logn, (4.2)
d|n

ot la somme porte sur tous les diviseurs d > 1 de n.

R




32 CHAPITRE 4. LES ESTIMATIONS DE MERTENS

e

Démonstration. Pour n = 1, cette identité est évidente. Pour n plusfgrand,
nous le décomposons en facteurs premiers n = pi'p3? - - - pk ou les p; sont des
nombres premiers distincts et les a; des entiers > 1. Il vient alors

logn = ailogpr + azlogps + -+ + ax log pg
et les diviseurs d de n pour lesquels A(d) # 0 sont les plfl avec 1 < b; < a
(il y en a a; de cette forme), puis les p5? avec 1 <fbs <nas (ilNy en a ay de

cette forme), etc. Et bien sir, a; logp; = Ebl log@p1, ce qui permet de clore la
preuve. O

4.2. De la fonction log & la fonction A

Commengons par un lemme classique d’analyse :

Lemme 4.1 Pour x > 1, nous avons

Z logn = xlogz — xz + O* (log(2x)).

1<n<Lz

—er—
Démonstration. | Soit N la partie entiére de x. Nous procédons par comparaison
& une intégrale, c’est & dire que nous utilisons les inégalités

n n+1
/ logtdtglogng/ log t dt
n—1

n

qui sont une,simple conséquence du caractére croissant du logarithme. En les
sommant, nousiobtenons

N N+1
/ logtdt < Z logn < / log t dt (4.3)
1 2

2<n<N

et un peu de travail permet de conclure, moyennant de se souvenir que = —
xlogx — x est une primitive de x — logx.
Voici une interprétation graphique de ’encadrement :

La somme cumulée de l'aire des petits rectangles est la quantité qui nous in-
teresse. Nous constatons graphiquement qu’elle est majorée par l'intégrale de
la fonction ce qui est le membre de droite de 4.3 et minorée par I'intégrale de
cette fonction translatée d’une unité vers la gauche, soit le membre de gauche
de 4.3. O

N\
/ / i\ ",7.7‘ \\

L~
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4.2.1 UNE MAJORATION A LA CHEBYSHEV 33

Nous écrivons alors

Zlogn:ZZA ZA )[z/d]

n<z n<z d|n d<z

et I'idée de tout ce qui suit est basée sur 1’égalité :

> A(d)[z/d) = zlogx — x + O* (log(2x)). (4.4)
d<z

EXERCICE 50.

!
A
o 1 ¢ Montrer que, pour s > 1, nous avons —%(5) = E (n)

nslogn’

© 2 o Montrer que, pour s > 1, nous avons log ((s) = Z
>

4.2.1 Une majoration a la Chebyshev

Théoréme 4.2 Nous avons pour tout x > 1,

> A@d) < 7x/10.

xz/2<d<z

Démonstj“ation. Une utilisation directe de 4.4 donne

Z A(d)([z/d] = 2[z/(2d)]) = xlog2 +.O(21og(2x)).

d<z

Nous remarquons, mainténant que [x] =2[x/2] /> 0 pour tout z réel : en effet,
cette quantité vaut 07si x est dans [0, 1], puis 1 si z est dans [1,2[ et enfin est
périodique de période 2. Par conséquent, I’équation ci-dessus implique

Z A(d)([m/d] — 2[z/(2d)]) < zlog2 + 2log(2z).
z/2<d<z

Pour les d entre a/2 et x, nous avons [x/d] — 2[z/(2d)] = 1 ce qui aboutit &

> Ad) < wlog?2 + 2log(2x).
z/2<d<z

Cette inégalité ppermet de prouver le théoréme si x > 1150 et une vérification
numérique permet d’étendre ce résultat a tout = réel > 1. O

En découpant Uintervalle [1, z] entre |2/2, 2] union ]z /4, 2/2] union ete, nous

obtenons le corollaire classique :
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34 CHAPITRE 4. LES ESTIMATIONS DE MERTENS

Corollaire 4.3 Nous avons ) ., A(d) < Tx/5 pour tout x > 1. '

Pafnouty Chebyshev est le premier a avoir établi en 1848 une tellestimation,
par une méthode d’ailleurs proche de celle que nous avons développée. Notons ici
que John Rosser a montré en 1941 que le maximum de la fonction ), A(d)/x
était atteint en z = 113 et était un peu inférieur a 1.04.

Ceci nous donne aussi une majoration du nombre de nombres premiers in-
férieurs a une borne donnée :

Corollaire 4.4 Pour tout x > 1, le nombre de nombres premiers infé-
rieurs & x est au plus 3z/(2logx).

les notations traditionnelles m(z) = 3° = betah(z) =3, A(d).

fon. Remarquons teut d’abord que ce nombre de nombres premiers
s’écrit aussi 2p<x 1. Or, nous tirons. du corollaire précédent la majoration :
Zpgx logp < 7x/5. Nous nous débarrassons alors du poids logp par une tech-
nique que 'on appelle la sommation par parties du fait que, dans le formalisme
de l'intégrale de Stieltjes, il s’agit effectivement de I’extenSion de la technique
du méme nom standard au niveau da calcul intégral. Une version souple et
élémentaire s’obtient en écrivant :

1 i +/”” dt
logp loga » tlogzt

log P _ Tdt
Z T tleat
log D 5 log x 2 Slog“t
Pour la derniére intégrale, nous commencgons par remarquer qu’une intégration
par parties (elassique!) implique, pour k > 0, que :

J / Todt < % / Tokdt
k= >
2 logk t logk T 2 longrl
d’ott mous déduisons que (log z — 3)(log” ) Js < z et Jy < 2/log? 2z + Js. Ce qui
a termes nous donne le résultat annoncé si z > exp(5). Un calcul finit. O

ce qui nous donne

EXERCICE 51. Montrer que la série Ep 1/(plogp) est convergente.

La fonction A donne aussi un poids non nul a des entiers qui ne sont pas
de nombres premiers mais des puissances de ceux-ci. Leur contribution est la
plupart du temps négligeable grace au lemme suivant :
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4.2.2 UN THEOREME A LA MERTENS 35

Lemme 4.5 Pour x > 1, nous avons

> Ad) <3Va/2.

d<zx
d non premier

on. En effet, les d comptés s’écrivent p® avec a> 2 et p'< /7.
Un nombre premier va apparaitre en p, puis p?, et caeterafjusqu’a p® ot a <
(log )/ log p. Le corollaire précédent conclut. O

EXERCICE 52. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la
forme 4m + 3.

INDICATION : On pourra montrer que l’entier 4 - m! + 3 admet au moins un
facteur premier = 3[4].

EXERCICE 53. Montrer qu’il eziste une infinité de nombres premiers de la
forme 6m + 5.

INDICATION : On pourra montrer que l’entier 6 - m! 4+ 5 admet au moins un
facteur premier = 5[6].

4.2.2 Un théoréme a la Mertens

Nous en arrivons a un théoréme dans 'esprit d’un résultat de Franz Mer-
tens issu d’un mémoire de 1874. Il contient en essence une minoration du nombre
de nombreés premiers comme nous le montrons ci-apreés.

Théoréme 4.6 Pour x > 2, l’égalité suivante a lieu

> A(d)/d=logz — %+ O*(3)

d<zx

Démonstration. Nous partons toujours de (4.4) et écrivons cette fois-ci [z] =
x — {x} ou nous/majorons la partie fractionnaire par 1 et la minorons par 0. Il
vient
&+ log(22) /x> Z A(d)/d—logz + 1> —log(2z)/x.
d<z

Pourér > 120, cela donne la borne supérieure logx — % et la borne inférieure

logx — %, ce qui est meilleur que le résultat annoncé. Pour = plus petit, une
vérification numérique conclut. O

//\
JSE N
"
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36 CHAPITRE 4. LES ESTIMATIONS DE MERTENS

EXERCICE 54.

o 1o (A. Selberg) Montrer que Ax A+ Alog = pxlog® ou Alog est la fonction
qui a n, associe A(n)logn.

o 2 o Montrer que A* A — Alog = 1% plog? ou plog? est la fonction qui a n,
associe p(n)(logn)?.

4.3. Un résultat de type postulat de\Bertrand

Le mathématicien frangais Joseph Bertrand conjecturait en 1845 qu’il y a
toujours un nombre premier dans Uintervalle [n,2n — 3] si n est un entier >
4, conjecture qui devait étre démontrée par Chebyshev en'1850. Les résultats
que nous avons montrés sont un peu plus faibles que ceux dont disposaient
Chebyshev mais nous permettent de démontrer un,résultat du méme genre, a
savoir :

Théoréme 4.7 Pour x > 2, nous avons

Z 1> 2z/(25log z).

z/4<p<z

Il existe donc un nombre premier dans Uintervalle |z /4, z] pour tout > 2. Pour
arriver au pestulat de Bertrand, nous pourrions rechercher une autre inégalité
sur les parties entiéres, ce qui est le, chemin suivi par Chebyshev. Ou inclure
dans le théoréme 4.2 la contribution ‘des entiers entre x/4 et z/8 et modifier
conséquemment le théoréme 4.6.

Démonstration. En appliquant e théoréme 4.6 en = et 2/4, nous obtenons

A(d)/d >1ogd — 1 (4.5)
>

x/4<d<x

et par conséquent 3”44, A(d) > z(log4 —1)/4 > /11 pour = > 16. Nous
étendons cette inégalité & x > 2 par le calcul et il s’agit ensuite de passer de
A(d) & une somme sur les nombres premiers, ce que nous effectuons a ’aide du
lemme 4.5, obtenant

3 logp> TVT g0

z/4<p<z 11 2

six > 19000 d’ott le théoréme dans ce cas. Un calcul numérique permet d’étendre
ce résultat. O

Concernant de bonnes approximations de la somme des nombre premiers
< z, signalons ici que dans la continuité des travaux de Rosser, Pierre Dusart a

AW
,x’ \7'\'\/
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établi en 1999 que, pour x > 598

0.992 1 1.2762
1+ < BIN <1y . (4.6)

log x z log x

Nous aurons encore besoin a la fin de ce livre d’un dernier résultat que voi€i.

Lemme 4.8 Pour x > 2, nous avons

> 1/p=loglogz — L + O*(7/5).

Démonstration. Le théoréme de Mertens implique que

7 § logp 2 logp
1
— 4 < — logx < —=,
k>2,p>2 p<z

.
x__z_"j

En sommant d’abord sur k et en utilisant un peuide calcul numérique, nous
montrons que la somme sur k et p qui apparait vaut au plus,0.8. Pour obtenir le
lemme, nous utilisons une sommation par ‘parties comme page 34. Il en résulte
la majoration

1
Zl/p <loglogz + 1 — —=— —loglog2
ol 6 log 2

et la minoration loglogz +1 — 30?7(%2 — loglog 2 O
EXERCICE 55. Montrer que
Z w(n) = Xloglog X + O(X)
n<X
ot w(n) est le nombre de facteurs premiers de n.
EXERCICE 56.
o 1 o Montrer qu’il existe une constante b telle que

Z 1/p =loglogz + b+ O(1/logx)

p<z

et telle que
1
— Zlog(l — —) =loglogz + ¢+ O(1/log x)
p

p<z

ot la constante c est donnée par

1

p>2k>2
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o 2 o Montrer que, pour x > 1,

A(n) 1
= — — 1/log(2x)).
Y k= 3 -+e—7+0(1/log(2s)
2<n<zx n<log x

© 3 o Montrer que, pour § > 0,

5/00 v Al A1+ 8) = —logd + O().

nlogn z1+9
1 9<n<s &

o 4 o Montrer que, pour § > 0,

> 1 d.’I; —8\1
5/1 > = log(1— ™)' = —logi + O(9)

1<n<z

et en conclure que ¢ = .

4.4. Le théoréme des nombres premiers

En 1896, Hadamard d’un cété et De la Vallée=Poussin de autre (de la Vallée-
Poussin, 1899) démontraient le\théoréme suivant

Théoréme 4.9 (Théoréme des nombres premiers)
Nous avons, pour tout constante A > 1,

Z logp = X 4+ O(X/(log X)4).
p<X

La constante impliquée dans le symbole O dépend bien sir du choiz de A.

Nous ne le démontrerons pas ici. Sa preuve est assez simple mais demande du
matériel théorique dont nous ne disposons pas ici.

EXERCICE 60.

o 1 © Montrer que Z 1~ X/logX.
p<X

© 2 o Montrer que Z 1 - X/logX = O(X/(log X)?).
p<X

o 3 o Montrer que » 1 — X/logX = X/(log X)* + O(X/(log X)?). Ceci
p<X
montre que le terme d’erreur de la question précédente ne peut pas étre amé-

lioré.
O\
L""\J"\)
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EXERCICE 61. Montrer que

> A(n) = X + O(X/(log X))

n<X
EXERCICE 62. Montrer que
n 2
3 A(n)(l . X) = 1X 4+ O(X/log® X).
n<X
INDICATION : Une sommation par parties résoud le probléme, c’est a dire que
lon utilise 1 —u = ful dt.

EXERCICE 63. Montrer que

> A(m)A(m) = $X? + O(X?/log® X).
n+m<X

INDICATION : L’exercice 62 peut aider.

EXERCICE 64. (Théoréme de Mertens)

o 1 o Montrer qu’il existe une constante B > 0 telle que
1

I1 (1 - 7) ~ B/log X

p<x P

o 2 o Montrer que

H (1—1—%) ~ g—;/logX.

p<X

Voir lexercice 56 pour la valeur B = e~ 7.

EXERCICE 65. Nous définissons m(D) = >, pp(d)/d et M(D) =
> a<p i(d). Montrer que -

m(D):]\/[(DD)_|_11)/1D{?}M(t)dt+logD

t D

pour D > 1.

INDICATION : On pourra démontrer l’identité annexe :

/1D {D] M(t)dt —log D.

t t

EXERCICE 66. Montrer que

_Z w(d)logd >0
d
dlq
en utilisant log = A x 1.
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EXERCICE 67. Montrer que
() = 9(x) + I(xV?) + 9(z'/3) + 9(z/*) +
ou I(y) =, <, logp.
EXERCICE 68. En notant M(z) =}, p(d), montrer que
M(z)+ M(x/2) + M(z/3) + M(z/4)+---=1
pour tout réel x > 1.

EXERCICE 69. (Iseki & Tatuzawa) Soit F une fonction de la variable réelle.
Nous définissons

G(z) = (logz) Y F(z/n).

n<x
Montrer que
F(m)loga:JrZF(:c/n) Zp G(z/d).
n<lz d<z

INDICATION : On pourra partir de

et utiliser

> ud log A(n).

dln

EXERCICE 70.

o 1 o Utiliser la formule d’Iseki €& Tatuzawa de [’exercice précédent avec
Fi(z) =9(x) et Fa(z) = — v — 1 pour montrer la formule de Selberg :

logx—i-ZA Y(z/n) = 2zlogx + O(x).

n<x

o 2 o Utiliser la formule d’Iseki € Tatuzawa de [’exercice précédent pour mon-

trer :
log:c—i—ZA M(z/n) = O(x).

n<lx
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Chapitre 5

Taille des fonctions
arithmeétiques

Nous abordons ici le probléme de donner des majorations et minorations
assez grossiéres de la valeurs des fongtions arithmétiques en un point fixé.

5.1. Taille de la fonection de diviseurs

Notre premier probléme concerne la fonctionfnombre de diviseurs. Pour
chaque nombre premier p, nous avons d(p) = 2. De plus d(n) = 1 si et seulement
sin=1.

EXERCICE 72. Montrer que d(n) =1 si et seulement sin = 1.

EXERCICE 73. Montrer que d(n) = 2 si et seulement si n est un nombre
premier.

EXERCICE 74. Montrer que d(n) = 7 si et seulement si n est la puissance
6-ieme d’un nombre premier.

Rappelons l’expression explicite de la fonction (nombre) de diviseurs :
n=Ir". i#pjsii#j), dn)=]](e:+1). (5.1)
i i
Par conséquent, la fonction d(n) n’est pas bornée.

EXERCICE 75. Quel est le plus petit entier n tel que d(n) > 10 ?
Quel est le plus petit entier n tel que d(n) > 11 ¢

A quellefvitesse la fonction d(n) tend-elle vers I'infini ? Nous apportons une
réponsepartielle dans le théoréme suivant, a I’aide du théoréme 3.1.

R
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Théoréme 5.1 Pour tout entier n > 1, nous avons

log d(n) < 901log(3n)/loglog(3n).

=
Démonstration. L’inégalité est vérifiée pour n = Léet n =,2. Supposons donc
n > 3. Nous écrivons

logd(n) = Z log(a; +1) < Z log(a; + 1) + 2 Z ;.

pitlin piln; p; "I,
pi<P pi> P

Posons ¢; = p;*. Les ¢; sont premiers entre eux. Par conséquent,’la deuxiéme
somme, disons R, vérifie PF < n, i.e.

Z a; < (logn)/log P.

ag
P; I,
pi>P

Concernant la premiére somme, nous écrivons simplement

P
Z log(a; + 1) < loglog(3n) Z 1 < 50loglog(3n) ——

b, b<p log P
pis P
Le choix
log(3n)
~ (loglog(3n))?

donne la majoration,avec y = log(3n)/> log 9,

Y
logy — 2loglogy
Y logy + 50
= logylogy — 2loglogy’

Yy
logy)?(logy — 2loglog y)

log d(n) “+ 50(log y) (

Considérons la fonetion de z = logy définie par

g : [loglog9,00] = R
z+ 50
z—2logz’
11 esti facile de la dessiner sur ordinateur et de voir qu’elle est croissante puis dé-
croissante et vérifie g(z) < 90, mais montrons-le. Voici tout d’abord sa dérivée :

% — 48 — 2log 2
(z — 2log 2)?

g'(2) =

Le dénominateur est positif alors que le numérateur est une fonction décroissante
de z, qui vaut 79.511--- en loglog9 et tend vers —oo en l'infini. Il existe donc

/ \
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un unique point zg tel que h(zg) = 1Zﬂ — 48 — 2logzg = 0 qu’il est facile

de cerner par dichotomie : en effet h(2.0023880) > 0 et h(2.023881) < 0 donc
2o = 2.023880 - - - . Bien stir g est croissante sur [loglog9, zo] et décroissante sur
[20, 0] et ce zg vérifie g(zg) = 85.75---. O

EXERCICE 76. Montrer que si n admet un seul facteur premier, nous avons
d(n) < log(2n)/log 2.

EXERCICE 77. Montrer qu’il existe une suite (ny) tendant vers linfini et telle

que
log d(ny) loglogny

lim inf > 0.

log ny

Quelle est la meilleure minoration possible ¢

EXERCICE 78. Montrer que o(n)/n < loglog(3n) ow o(n) est la somme de

diviseurs de n.
INDICATION : On pourra d’abord montrer que o est multiplicative, en déduire

une expression explicite et enfin considérer log(o(n)/n).

Corollaire 5.2 Pour tout ¢ > 0, il existe une constante C(e) telle que,
pour tout n > 1, nous avons d(n) < C(e)nc.

——
Démonstrations” En effet; d’apres le théoréme, nous avons la majoration d(n) <
exp(90 log(3n)/ log log(3n)). Ensuite, nous remarquons que la fonction n
1/loglog(8n) tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Il existe donc un réel N(e)
tel que 1/loglog(3n) < /90 pour n > N(¢). En fait nous pouvons prendre
N(e) = exp(exp(90/¢c)). Nous avoms, alors, toujours pour n > N(e), d(n) <
exp(elog(3n))'=8°n°. Considérons alors

C(e) = max (35, ngnj%}((g) d(n)/n5>

Nous avons bien
d(n) < C(e)n®
puisque c’est vrai si n < N(g) et sin > N(e), c’est a dire : tout le temps! O
Ce corollaire; n’est pas trés pratique. En effet, si nous suivons la preuve

pour € = 1/10, nous considérons N(1/10) = exp(exp(900)) et il nous faut donc
calculer

max (d(n)/n'/1%)

n<ee???

Les astrophysiciens eggment qu’il y a moins de 10%° atomes dans l'univers, et
exp(exp(900)) > 101°"" 11! Le nombre de calculs & faire n’est donc pas astrono-

miqué : il est bien pire!!
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5.2. Applications

EXERCICE 79. Montrer que, pour toute > 0, il existe une constante strictement
positive C(g) telle que, pour tout entier n, nous avons

C(e)n'™¢ < p(n) < Ce) n**e.

En déduire l’abscisse de convergence absolue de la série Y -, 1/(p(n)n®).
Que pensez-vous de [’abscisse de convergence absolue de la série

Ynz1 2 (n)/(p(n)n®) ?

EXERCICE 80. Montrer qu’il existe une constante c¢; > 0 telle que, pour tout
entier q, on a
q/¢(q) < c1loglog 3g.

INDICATION : On peut partir de log(q/¢(q)) = — >, log(1—1/p) puis séparer
le traitement des p < P = log q de ceux qui sont plus grands. Ces derniers sont
peu nombreux.

EXERCICE 81. Montrer qu’il existe une constante co > 0 telle que, pour tout
entier q, on a

1
Z — < c9logloglog 9q.
plq £

INDICATION : On pourra utiliser un procédé similaire a celui de l’exercice 80.

EXERCICE 82. Montrer pour tout entier q, on a o(q) < q(1 + logq) Montrer
en outre qu’il existe une constante c3 > 0 telle que, pour tout entier q, on a

o(q) =) d < csqloglog(9q).
dlq

Montrer que cette magjoration est la meilleure possible a la constante multipli-
cative c3 pres.

INDICATION : On pourra d’abord montrer que o est multiplicative, en déduire
une expression explicite et enfin considérer log(o(n)/n). On pourra utiliser un
procédé similaire a celui de l’exercice 80 ou utiliser l’exercice 81.

EXERCICE 83.

o 1 o Soit D l’ensemble des entiers n’ayant que des facteurs premiers < D ou
D est un parametre > 1. Montrer que

> 1/d < log(2D).

deD

o 2 o Montrer que, pour tout ¢ > 1, nous avons

r(m)1 < 3 r(d)r (k!

dk=m
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© 3 o Soit D l’ensemble des entiers n’ayant que des facteurs premiers < D ot
D est un paramétre > 1. Montrer que, pour tout q parametre entier > 1, nous

avons
3" r(m)?/m < (log(2D))*"
meD

INDICATION : On pourra procéder par récurrence sur q.

o 4 o Soit D est un paramétre > 1 fizé et soit Tp(n) le nombre de diviseurs
de n qui sont < D. Soit ¢ > 1 un paramétre. Montrer que

> mp(n)? < X (log(2D))*.

INDICATION : On pourra noter k(n), pour tout entier n, le plus grand diviseur
de n dans D.

EXERCICE 87. Nous notons ici 7.(n) le mnombre r-uplets d’entiers
(n1,ng, - ,n,) tels que ning -+ -n,. = n.

o 1 o Calculer 7,.(p*) lorsque p est un nombre premier.

o 2 o Montrer que

Z Tr(n)2/n < (log N + l)r2
n<N

INDICATION : On pourra utiliser T,(ning---n,) < 7.(n1)7-(n2) - - 7-(n) que
l’on prendra soin de démontrer.

o 3 © Montrer que

> 7(n)? <, N(og N +1)""~!
n<N

ot le symbole <K, signifie que la valeur absolue du membre de gauche est in-
férieure au membre de droite multiplié par une constante qui peut dépendre de
r.

EXERCICE 90. Montrer que la série
Z (u(n) )T
=i\e(n)

est convergente pour tout entier r > 2.

EXERCICE 91. Montrer que

dn)<2 ) L

é|n,
s<m
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EXERCICE 92. (B. Landreau sur une idée de van der Corput) Montrer que
pour tout entier k > 1, et tout réel s > 0, nous avons

ds(n) Skk(k_l)s Z dks((S).
d|n,
s

INDICATION : On définira la fonction auziliaire

Gn)= 3 d()
é|n,
s<nl/k

et on montrera d’abord que cette fonction est sur-multiplicative, i.e. que
G(ning) > G(n1)G(n2) si pged(ni,ne) = 1. On établira ensuite que d*(p*) <
d** (p'/F) < G(p¥) lorsque v > k et que d*((py---p,)") < kK**G((p1---p,)")
lorsque v < k, car, si v < k, nous avons d*(n) < kF et si v > k,
d*(n) < kksdks((pl--'p[r/k])”) (et en rangeant p1 < ps < -+ < pp, ON a
(pr-ppryiy)” < nt/F).

Voir (Bordellés, 2006) pour une application.
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Chapitre 6

Des fonctions multiplicatives
de caracteére algébrigue

Ce chapitre présente une famille de fonctions multiplicatives issues de 1'al-
gébre. Les série de Dirichlet qui en sont issues sont I’objet de recherches intenses.

6.1. Rappels sur le groupe multiplicatifs modulo |

Soit f un nombre premier > 3 fixé (il s’agit d’und minuscule gothigue). Nous
considérons

Gp=:(Z4i2)" = z/iz\ {0} ={{1,2,--- ,§ -1} 6.1)

est ’ensemblé des classes inversibles modulo §. Un entier relatif n est dans une
classe de Gj si et seulement si pged(n,§) = 1. Comme f est un nombre premier,
dire que f est premier & n est exactement la mémerchose que de dire que | ne
divisé pas ‘m..L’ensemble Gj.muninde la multiplication est un groupe. En effet,
nous rappelons les pointg/a vérifier

(a) Siz ety sont dans Gj, alors zy est dans.G;.
(b). La multiplication est associative, i.e. (zy)z = x(yz).

(¢) La multiplication admet un élément neutre qui est la classe de 1 que l'on
note encore 1.

(d) La multiplication est commutative, i.e. zy = yx.
(e) Tout élément x admet un inverse y, i.e. un élément tel que zy = yr = 1.

Tout cela est & peu prés évident moyennant de se souvenir de la définition, sauf
peut étre le dernier point. En voici deux démonstrations.

Premiere preuve. Soit un élément x de Gj, soit la classe d’un entier n premier

a f. Nous con$idérons la suite z, 22, 23, ---. Comme cette suite varie dans un

ensemble fifii, il existe deux entiers positifs distincts ¢ et k tels que zf = zF.
Supposons par exemple que ¢ < k. La classe ' est représentée par n’, et nous

avong donc n’ = n* (mod §). Cela nous donne n*~¢(n* — 1) = 0 (mod f). Ceci

signifie que p|n*~*(n’ —1). Le lemme 1.1 de Gauss nous dit que f divise n*~* ou

n’ — 1. Comme f ne divise pas n, il ne divise pas non plus n*~¢, ce qui implique
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qu’il divise n — 1. En redescendant modulo f, nous obtenons n‘ = 1 (mod.{),
i.e. ¢ = 1. Ceci nous donne aussi z - =1 = 1 d’oil nous tirons que z‘~! est un
inverse de x. O

Cette preuve est classique et issue de la théorie générale des groupes finis. Elle
est le cceur du théoréme de Lagrange qui dit que l'ordre d’un sous-groupe divise
Pordre du groupe qui le contient. En fait le mathématicien frangais Joseph-Louis
Lagrange n’a pas démontré ce théoréme, la notion de groupe n’existait d’ailleurs
pas vers 1770, mais il a établi une proposition qui est.l’ancétre de ce résultat
(et concernait les groupes de permutations).

Seconde preuve. Partons encore d'un élément z’de Gj, qui est la classe d'un
entier n premier a f. D’aprés I'identité de Bézgout *, il existe deux entiers a et b
tel que an+ bf = 1. En réduiasnt cette égalité modulo f, cela nous donne an =1
(mod f). La classe de I’entier a nous donne donc l'inverse de . O

Nous aurions pu aller plus vite en établissant directement le petit théoréme
de Fermat, du nom du mathématicien Pierre de Fermat, qui ’établit en 1640.

Théoréme 6.1 (Petit théoréme de Fermat)
Pour tout entier n, nous avons n! =n (mod f).

==

Démonstration. Il existe plusieurs preuves de ce résultat, mais voici celle d’Eu-
ler et Leibniz. Regardons les coefficients binomiaux (D comme dans le cha-
pitre 3. La remarque essentielle est que f divise ce coefficient si 1 < k < §—1.
Nous laissons le/decteur comprendre pourquoi. Nous en déduisons que, pour tout
entier m, nous'avons (m 1)f = m/ + 1 (mod §), ce qui permet de démontrer
notre'théoréme par récurrenee sur,m : nous avons bien 0f = 0 (mod f), et si
m! =m (mod §) alors (m + DF=m + 1 (mod §). O

En conséquence, si n est premier & f, nous avons nfTl=1 (mod f).

6.2. Le sous-groupe des carrés

Dans notre groupe G}, nous considérons le sous-groupe
ng) = {2*, 7 € Gj}. (6.2)

Comme le produit de deux carrés est encore un carré, cet ensemble est bien
stable sous le produit ; de plus I'inverse d’un carré est aussi un carré f.

*. Cette identité porte ce nom, mais elle est due & Claude-Gaspard Bachet de Méziriac
vers 1624 et est contenue dans son livre « Problémes plaisans et délectables qui se font par les
nombres ».

t. Cest assez évident. Si z -z~ =1 alors 22 - (z~1)2 = 1.
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Peut-on avoir G\?) = G; 7 Cette question n’est pas anodine parce qu’il existe
plein de groupes finis ot tout le monde est effectivement un carré. Il faut utiliser
des informations particuliéres sur notre groupe.

Voici une preuve qui utilise le petit théoréme de Fermat. Ecrivons f — 1 =
2¢ j;—,} ot (f—1)/2¢ est impair. Supposons que tout élément de Gj soit un cargé.
Un 2 est donc de la forme y?. Mais comme y; est aussi un carré, nous pouyons
I’écrire y3. En réitérant, nous pouvons donc écrire x = y?[ pour un certain y.
Le petit théoréme de Fermat nous donne 2(=/2" = yz_l = 1. Prenons z'= —1

(soit la classe de —1). Comme (f — 1)/2¢ est impair, nous avons =02 =N
Nous n’avons —1 =1 (mod f) si et seulement si f = 2, mais nous avons supposé
f > 2. Ce qui entre en contradiction avec notre hypothéses par conséquent, il
existe une classe inversible qui n’est pas un carré.

Nous donnons maintenant une approche plus efficace .en considérant

h:Gj— G
T a?.

Il s’agit d'un homomorphisme surjectif de groupes, puisque h(zy) = (zy)? =
2%2y? = h(z)h(y). Que dire de son noyau? L’équation 22 = 1 se traduit par

n? = 1 (mod f) si n est un représentant, de la classe x. Il vient f|(n? =) =
(n+1)(n — 1). Par le lemme 1.1 de Gauss, nous avons fln — 1 ou f|n + 1, e.
2 =1 ou x = —1. Bien str, nous utilisons 14 encore'le fait que 1 Z —1 (mod §).

Le noyau de 'homomorphisme de h est donc {+1}. Done tout élément de Gf)
admet deux antécédents, et nous en déduisons tout d’abord que

G| = (5 - /2 (6.3)

Nous en déduisens encore qu’il existe un élément yg qui n’est pas un carré.
Et enfin queftoute classe inversible s’écrit soit'sous la forme 22, soit sous la
forme yox2. Cette derniére propriété n’est pas tout a fait évidente : regardons

I'ensembleH = {yoz?, x € Gj}. Cet ensemble admetilé' méme cardinat que GEQ),
soit (f —1)/2, et n’admet aucune intersection ayec ng). En effet un élément de

cette intersectiom,s’écrirait a la fois gom? et 2%, ce qui nous donnerait yy =
(zx71)2 et yo seraitiin carré. Nous constaténs maintenant que la somme des

cardinaux de H et de Gf) vaut 2 - (f —1)/2 = § — 1 ce qui fait que H U G§2)
couvre tout G; comme nous le souhaitions.

6.3. Le symbole de Legendre

Apres ces digressions, nous en venons & la définition du symbole de Legendre
(défini vers 1783).

0 sifln,
n
(f) =<1 sinest un carré modulo f, (6.4)
—1 sinon.

Voici le théoréme principal concernant ce « symbole » *

*. Il s’agit en fait d’une fonction qui & l’entier n associe 0, 1 ou —1.
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Théoréme 6.2 Le symbole de Legendre n — (’—;) est une fonction com-

plétement multiplicative.

Rappelons qu’une fonction f est complétement multiplicative si f(mn) =
f(m)f(n) pour tous entiers m et n, et non spécialement premiers entre eux,
comme nous nous contentons de le demander dans le casides fonctions multipli-

N &
n. Soit donc m et n deux_.éntiers. Si m ou myest divisible par f,
alors f divise mn. L’un de (%) et de (%) est nuly et de méme (%) =0, ce qui

mn

nous donne bien (—) = (2

; (T) (%) Voici réglé ce eas_particulier. Supposons
maintenant que m et n sont premiers a f.

Si m et n sont congrus a des carrés modulo f, disons m = u? (mod §) et

n = v? (mod f). Il vient min= (uv)? (mod §) et donc (%) =1=1x1=
(%) (3)
i i)

Si m est congru a un carré¢ modulo f, maisypas n, alors nous pouvons écrire

m =u? (mod f) et n = wev? (mod §) ot wy est umwreprésnetant de la classe o

exhibée dans la section précédente : il §’agit d’'un non-carré choisi. Par consé-

quent mn = wo(uv)? (mod §) n’est¢pas un carré modulo f et (%) =-1=
1 x(~1) = (%) (%) comme attendu.
De méme, si n est congru a un'carré modulo f, mais pas m, la relation

(%) = (%) (%) a encore lieu.

Si, enfin, m/etsmine,sont ni 'un, ni Pautre des carrés modulo §, alors nous
pouvons écriré m = wou? (mod §) &t n = wev? (mod §) et donc mn = (wouwv)?

(mod f)est un carré. Le. (%) =1=(-1)x(-1) = (%) (%) comme attendu.

En suivant une approche algébrique, nous aurions utilisé le groupe quotient
Gj/ ng). Ce que nous avons fait ci-dessus revient en fait a le définir.
Voici une propriété qui nous servira :

Théoréme 6.3 Nous avons
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congrus & des carrés non nuls modulo f, ce qui nous donne

3 (T;>:f21+(—1)f21+0:0.

1<n<f

Ce qu’il fallait démontrer. O

6.4. La fonction L du symbole de' Legendre

La série de Dirichlet du symbole de Dirichlet se note

L) =3 (5) (65)

n>1

Nous avons

—

L(s7(

D165 &

p>2

ou le produit porte sur tous les nombres premiérs p. C’est d’ailleurs & cause de
cette formule dans laquelleiil est automatique 'd’utiliser la variable p que nous
avons utiliséda lettre § pour le module.

EXERCICE 93. Pour tout module r > 1, nous posons
_ U
B, = {771 <u < r,pged(u,r) = 1}.
r

Soit q et q' deux entiers premiers entre euzr. Montrer que la fonction

U Eq X Eq/ = qu/
(a/q,a'/q") = (aq’ +a'q)/(qq")

est une bijection.

INDICATION : On vérifiera que cette fonction est injective. Pour montrer la sur-
jectivité, ou bien on prendra un argument de cardinalité, ou bien on emploiera
le théoreme de Bezout : il existe deux entiers u et v tels que uq+vq = 1. Le
point b/(qq") de Eqq est alors égal o ¥(bv/q mod 1,bu/q" mod 1).

EXERCICE 94. Soit P(X) un polyndéme non constant a coefficients dans Z. Soit
p(q) le nombre de solutions de P(x) = 0[q]. Montrer que la fonction q — p(q)

est multiplicative.
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un entier et p > 3 un nombre premier tel que p 1 a. L’équation au = v[p] admet
une solution (u,v) € Z? telle que

1< |ul <+/p, 1< (v <4/p

o 1 o Considérons S = {0,--- ,[\/p]} et Uapplication

EXERCICE 95. Nous souhaitons montrer le lemme de Thue qui dit : soit a > 1A\

f:5%2—-{0,---,p—1},
(u,v) = f(u,v) = au — v[p].

Montrer que f n’est pas injective.

o 2 o Soit deux paires (ui,v1) et (uz,ve) telles que f(uy,v1) = f(uz,v2). Nous
posons u = u; — ug et v = vy — vy. Montrer que au = v(p|, puis que |u| < \/p
et |v| < /p, et enfin que niu niv n'est nul.

N

[ EX
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Chapitre 7

Un peu de pratique

Ce chapitre détaille trois exemples, notamment parce que,les mécanismes
de manipulation des expressions arithmétiques en jeu sont fondamentaux pour
comprendre les développements subséquents. Son écriture est tres différente de
celle des autres chapitres : nous énongons des propriétés et le travail du lecteur
est bien sir de les montrer !

7.1:,.Cinq exemples

Exemple 1. fo(n) =[], (p —2). Il vient

(o SR

p>2 p>2
= Co(s)¢(s — 1)
ou Cy(s) est holomorphe potir Rs > 3. Cette écriture montre que D(fy, s) est
méromorphe pour s > % et admet un pole simple en s = 2. —
Exemple 2. fo(n) = u?(n)fe(n). 1l vient
1
P =] (1 N 1)p5>

p=>2

1 1 ) 1
= H 1— _
— +1 — 2s+1 — +1
p22< (p—1)p° (p—1)p*+t ) 1-1/p°
= Ca(s)¢(s +1)
ot C3(s) est holomorphe pour Rs > —1. Cette écriture montre que D(f2,s) est
méromorphe pour s > —% et admet un poéle simple en s = 0. —

Exemple 3. f3(n).£ 2% 11 vient

D)= [ s = H(Hpgsfgps)@(s)
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ot C3(s) est holomorphe pour Rs > % Cette écriture montre que D(f3, s) €8t
méromorphe pour fs > % et admet un pole double en s =1. —

Exemple4. Nous considérons la fonction

Fs) = H(l—pl.ﬁl.) (7.1)

2s
P2 p

— Ce produit est absolument convergent au sens de Godement pour s > 1
(preuve ?), mais représente-t’il une série de Dirichlet? €’est a\dire, peut on
trouver une fonction arithmétique f4 telle que

?
D(fs,s)=F($).
En remarquant que, pour une indéterminée X ,\nous avons

1-X?2 T—xX6
1-X 1-—X3

(1-X+X?)

nous montrons que

¢(3s) ¢(25)
((6s) ¢(s) -

Exemple5. Nous considérons la série de Dirichlet

L1\n=1
Lis) =) L (7.2)

n>1

D(f475) =

— Cette série est absolument convergente lorsque Rs > 1. Elle est en fait conver-
gefite pour Res > 0. Nous avons en'fait L(s) = (2175 — 1)((s), ce qui fait que
cette série se prolonge a tout le plan complexe.

7.2. Développement en séries de Dirichlet

Nous cherchons a développer alors les C; en séries de Dirichlet :

Ci(s) = D(gi,s) = Y # (7.3)

n>1

pour ¢ = 0,2 ou 3, et ou les fonctions g; sont bien str multiplicatives. Pour
obtenir leurs valeurs exactes, il suffit d’identifier les coefficients dans le dévelop-
pement du facteur local en série de p~°. Nous obtenons ainsi

{ a0(p) = —2 92(p) = g2(p°) = _zﬁ
go(*) =~ =3p+2), (k>2) 92" =0, (k>3)
ainsi que
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Nous posons aussi

T =y ot (7.4

et il se trouve que ces séries convergent encore la ou nous avons montré que
chaque C; existait, c’est & dire respectivement pour Rs > 3/2, Rs > —1/2%et
Rs > 1/2.

7.3. Produits de convolution
ey W F

Nous pouvons donc écrire

Im=n
Mais aussi
fam) =" ula)p(c)
ab2c3db=n
7.4.'Un théoréme général
— . I i

Le lemme suivant est une généralisation d’un lemime de (Riesel.& Vaughan,
1983) et se trouve dans (Ramaré, 1995). Llun des aspects essentiels de cette
question tient dans la nature complétement explicite des termes d’erreur.

-

Lemme 7.1 Soit g, h et k trois fonctions sur N\ {0} a valeurs complezes.
Posons H(s) = >, h(n)n=%, et H(s) = >, |h(n)|n=%. Supposons que
g = hxk, que H(s) soit convergente pour R(s) > —1/3 et enfin qu’il existe
quatre constantes A, B, C et D telles que

Z k(n) = Alog®t + Blogt + C + O(Dt~'/3) pour t > 0;

n<t

Alors, pour tout t > 0, nous avons :

Zg(n) = ulog?t + vlogt 4+ w+ O(Dt~Y/3H(-1/3))

n<t

avec v = AH(0), v = 2AH’'(0) + BH(0) and w = AH"(0) + BH'(0) +
CH(0). Nous avons aussi

> ng(n) = Utlogt + Vit + W + O(2.5Dt**H(-1/3))

n<t
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avec

{ U=AH(0), V =—2AH(0)+2AH'(0)+ BH(0),

W =A(H"(0) — 2H'(0) + 2H(0)) + B(H'(0) — H(0)) + CH(0).

Dém fon.  Ecrivons Y ,., g(¢) = Y, h(m) > nétjim k(n)5et toute la ré-
gularité de nos expresions vient de ce qu’il n’est pagmécessaire d’imposer m < ¢
dans ), h(m). Nous complétons alors la preuvedfacilement

Pour estimer ) _,_, fg(¢) for t > 0, nous écxivons

¢
S tolt) =t 3ot = 33 atoyau,
i<t (<t L o<u

et utilisons I'expression asymptotique de -, g(¢). O

Pour appliquer le lemme précédent, nous aurons besoin de

Lemme 7.2 Pour toutt > 0, nous avons

Z % =logt +~ + 0(0.9105¢~1/3).

n<t

Soit d(n) le nombre de diviseurs de n. Pour tout t > 0, nous avons

d 1
Z % = Eloth +2vlogt + 4% — 1 + (’)(1.64125_1/3),

n<t

avec

. logm  log®n
=t | ST

(—0.072816 < 1 < —0.072815).

Démonstration. La preuve de la seconde partie de ce lemme se trouve dans
(Riesel & Vaughan, 1983, Lemma 1).
Pour la premiére partie, rappelons que

1 7
\Zﬁ—logt—’y\gﬁ pour tZl
n<t

Pour 0 < ¢ < 1, nous choisissons a > 0 tel que logt+~+a t~'/3 > 0. Cette fonc-
tion décroit de 0 & (a/3)? et ensuite croit. Cela nous donne la valeur minimale
a = 3exp(—y/3 —1) < 0.9105. O

P \
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7.4 UN QUATRIEME EXEMPLE DETAILLE 57

Dans la pratique, la fonction g sera multiplicative et vérifiera g, = b/p +
o(1/p) avec b = 1 or 2. Dans ce cas, nous prenons > k(n)n=° = ((s+ 1)’ et h
est la fonction multiplicative déterminée par > h(n)n=* =3 g(n)n =3¢ (s+1)7°

Lorsque h est multiplicative, nous avons

0)=JJa+> nepm)

et
H'(0) > mh(p™
0~ 211 o, h e
ainsi que
H"(0) [ H'(0) ") (S gmhe™) \
H(0) ‘( H(0) > +Z{1+z h™) <1+zmh<pm>> }1°g2”'

7.5. Un quatriéme exempledétaillé
e O J

Lemme 7.3 Pour tout X > 0 et tout entier d > 1, la fonction

Z ,u
n<X
(n,d)=1

est approximée par

M{l log p logp} 0 ~1/34 (4
y ogX+7+§2p—(p_1)+Zp + O(7.284X 13 £, (d))

pld

avec

pl/3 1 p2/3 ) 1

n@=1Ja +P72/3)(1+ -1

pld

plus haut. La série de Dirichlet associée est

pi(n) < C(s) 1
zn: p(n)ns=t — ((2s) 1 (1 T+ 1))

p>2

ce qui fait que le/terme d’erreur O(X ~/2) est admissible (notre méthode pour-
rait donner O(X~1/21log? X)), et que nous ne pouvons espérer mieux que O(X ~3/4).

Rosser & Schoenfeld ((Rosser & Schoenfeld, 1962) équation (2.11)) nous
donne

logp
T+ 1) 1.332 582 275 332 21...

L
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58 CHAPITRE 7. UN PEU DE PRATIQUE

Démonstration. Définissons la fonction multiplicative hy par

-1
, ha(p?) = » ha(p™) =0 si g >3,

1

p—1)

si p est un nombre premier qui ne divise pas d, et par hq(p™) = £ iff:z) pour tout
m > 1 si p est un facteur premier de d.
Nous avons alors

> Bl gy - 30
= =1 p(n)n®
(n,d)=1

ce qui nous permet d’appliquer le lemme 2. Nous\vérifions que

1/3 2/3
II (1 + pﬂ?) <3

s pp—1)

EXERCICE 96.

o 1 o Montrer que Z o(n) = (3/7%)z* + O(zlog x) pour x > 2.

n<x

o 2 o Montrer que

Z 1:—1—1—22@(71)

m,n<x, n<zx
pged(m,n)=1

et en conclure que le membre de gauche est égal a (6/7%)z% + O(xlogz).

EXERCICE 97. Montrer que Z o(n) = (72/12)x? + O(zlog x) pour x > 2.

n<lxz

EXERCICE 98.

o 1 o Montrer que 2°(™ =", nu(d)d(m).

© 2 o Montrer que Z 2¢() — (6/n2)zlog x + cx + O(Vx log ) pour x > 2 et
n<zx

ot c=2y—1-—2¢(2)/¢(2).

© 3 © Montrer que Z 29 — Cx(logx)? + O(zlogz) pour x > 2 pour une

n<lx

constante C > 0.
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Chapitre 8

La fonction zeta de Riemann

La fonction ( est trés importante enarithmétique puisqu’elle intervientidans
la formule d’Euler, elle fait donc un lien entreiles entiers naturels et les nombres
premiers. C’est aussi la série de Dirichlet la plus simple puisqu’elle est associée
a la fonction constante 1 (fonction que ‘nous notons 1)mElle est définie pour

Rs > 1 par
C(s) =Y Tyn*.

n>1

Si il s’agit de lassérie de Dirichlet la plus simple et la plus célébre, cependant
elle reste assez mal connue. Pour une étude approfondie de cette fonction, le
lecteur poutra se référer & (Tenenbaum, 1995) et'(Ellison, 1975).

EXERCICE 99. Montrer que la série qui définit ((s) est absolument convergente
pour Rs > 1.

INDICATION : On pourra utiliser une comparaison & une intégrale.

EXERCICE 100. Montrer que l'on a
s & du
5) = — s U ——
(=27 —s [
ot {u} désigne la partie fractionnaire de u, c’est & dire u—[u], ou, cette fois-ci,

[u] désigne la partie entiére de u. En déduire un équivalent de (14 z) lorsque
z tend vers 0.

INDICATION : On pourra écrire, pour n > 1,

1™ e
e 0,

(technique dite de sommation par parties).

EXERCICE 101. Montrer que, pour o > 1, nous avons ((0) = (o0 — 1)L+~ +
O(o —1).

X




60 CHAPITRE 8. LA FONCTION ZETA DE RIEMANN

INDICATION : On rappelle que la constante d’Euler est aussi définie par

o0
y=1 —/ {u}du/u?.
1
Voici un autre exercice qui démontre la méme chose que le précédent.

EXERCICE 102. On définit une série de fonctions > f,, par

n+1
fa(z) = i _/ @

n* ™

o 1 o Montrer que la suite de terme général u,, =y, _, k —log(n + 1) est
convergente. Sa limite est notée y et on l’appelle la constante d’Euler.

© 2 o Prouver que pourn>1etx>0,o0na:0< fp(x) <n*—(n+1)"*
o 3 o Montrer que la série de fonctions Y, f, est convergente sur |0, co].

o 4 o Soit S la somme de la série Y f,, sur RY. Montrer que S(1) = v et
donner Uexpression de S(x) quand x > 1.

© 5 o Prouver que la convergence de la série > fn, est uniforme sur [1, 0.

© 6 o En déduire que lorsque x tend vers 1 alors ((s) — ﬁ tend vers 7.

8.1. Majorations dans la bande critique

Ecrivons

N<n<u
du
fZ s [ fuy - )2
n<N N
_. Nl oo du
= Z’I’L S — 15 —S/]v {U}4US+1 (8]‘)
n<N

pour un entier N> 0 & choisir. Remarquons que nous aurions pu intégrer au
départ de N +1 a I'infini, ce qui est effectivement le mieux a faire lorsque N = 0

et donne - p
u

((s) = —

Théoréme 8.1 La fonction  se prolonge en une fonction méromorphe
sur le demi-plan Rs > 0 avec un unique pole en s = 1 de résidu 1.
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8.0 MAJORATIONS DANS LA BANDE CRITIQUE 61

La fonction ¢ se prolonge se prolonge en fait a tout le plan complexe avec un
unique pole en s = 1.

Démonstration. L’équation (8.1) donne un prolongement a $s > 0. O

Lemme 8.2 Si s =0 + it avec o > 0, nous avons

1 1
<ls|{—— +2) sift| <2,
o < bl (g +3) il <

[¢(s)] <4+ log|t] sift|>2et2>02>1,
IC(s)| < 607 t|' T log|t|] silt|>2et1>0>0.

C ==
Démonstration. Commengons par (8.2). Cela nous donne pour |¢|

Maintenant, si [t| > 2 et ¢ > 1, nous pre (8.1) (soit 1

N1=o 24|t

1+|t]  oN°

Nl 240t 1,
[N

— 0

Maintenant, nous montrons que la dérivée en x de N* — 1 — zN®log N est

cette fonction s’annule en x = 0, ce qui nous donne

1—:7_1
N1 <N'7logN (1>0>0)

1—0

onséquent

Nl—a 2 ¢
|C<5)| <1 +N1_U]ogN+ + + | | 1-0

1+t o1+ [t)
£

Le cours de Nouakchott, 2013 8 octobre 2013




62 CHAPITRE 8. LA FONCTION ZETA DE RIEMANN

Nous majorons finalement N par 1+ |¢|, et nous montrons que, lorsque [t| >
nous avons

log(t+1) = 4\ (1 +D'7 1
1+ ="+ — | —— < 3(1 <6
( T T ) ey S St ) S/

EXERCICE 108. Montrer que la fonction zéta de Riemann ((s) tend vers +o0o

lorsque s tend vers 17 dans R.

N N
EXERCICE 109. Montrer que la fonction zéta de Riemann ((s) est convexe
pour s €]1, o0l

ﬂ
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Chapitre 9

Transformée de Melli

Commengons par un petit détour historique. Robert
un mathématicien finlandais (un éléve de Weierstrass) qui a, en
étudié le couple de transformations

1 [otd
dlz) = —
(@) =5 /a_m

et 1920,

Chacune des intégrales en question requiert & ar conver-

sont inverses I'u

ger! Et dans les bons cas, ces transformatic e de lautre.
Lorsqu’elle existe fonetion F' est dite la transformée de Mellin de ® et on
note F' = M@

9.1. Exemples

alités, il no& quelques intégrales complexes

Lemme 9.1 Nous avons, pour x > 0 et tout a >0 :

1 atico p-sdg _Jl-z siz<l1
2T Joino S(s+1) )0 siz>1.

Lemme 9.2 Nous avons, pour x > 0 et tout a > 0 :

1 fotfice r7%s ) —logx siwx<1
o six > 1.




64 CHAPITRE 9. TRANSFORMEE DE MELLIN

Lemme 9.3 Nous avons, pour x > 0 et tout a >0 :

27 Jurioo S(s+1)(s+2) 0 siz>1.

1 /a+i°° 2z~ %ds B {(1 —r)? siz<l1

>
Démonstration. En effet, si x > 1, il suffit de déplacer la droite d’intégration
vers la droite, en notant que dans ce cas-la, les‘contributions des poles doivent
étre affectées d’un signe — et que les segments horizontaux ne contribuent pas.
Cette phrase peut sembler mystérieuse de prime abord, aussi donnons-nous ici
une démonstration compléte. Tout d’abord I'intégrale sur un ehemin infini est
la limite de I'intégrale sur un chemin fini :

1 /‘I‘HOO x~%ds ) 1 /“HT' x%ds
-/ — = lim — S
2T Jo_ice S(s+1) TT'=00 2im J,_i7 S(8+1)

ol s parcourt le segment du baswvers le haut, et ou T et T” tendent” indépen-
damment vers l'infini. Nous\comparonssensuite 1'intégrale sur le segment &

=1 /A‘HT/ ™ %ds
2i7T A—iT S(S + 1)

pour un_A_ > a que l'on prendra grand mais qui est pour 'instant fixé. Cette
comparaison se fait en appliquant le théoréme des résidus sur le rectangle de
sommets a — 1T, a — 1T’, A — iT et A — iT". Les intégrales sur les segments
horizontaux sont majorées respectivement par A/T? et A/T"* qui tendent bien
vers 0 quand T et T” tendent vers 0. Parailleurs aucun résidu n’appartient a la
zone enclose parde contoeurs, donc

1 [T gmsgs —1 (AT gsds
——— +o(1)
2

2t Jy_ i s(s—i—l):% a_ir S(s+1)

ou ce o(1) tendwers 0 quand T et 7' tendent vers I'infini. Ensuite l'intégrale sur
Rs = A est un Oz ~4) car

1 A+iT’

ds ’
21 Jair |s(s+1)

est majoré indépendamment de T', T’ et A > a. 1l suffit alors de laisser tendre
A vers l'infini. Procédé que 'on résumera dans la suite par un “on déplace la
droite d’intégration vers la droite”.

Si z < 1, nous déplagons cette fois-ci la droite d’intégration vers la gauche et
rencontrons des contributions polaires en s =0, s = —1 et s = —2 qui donnent
la valeur :

1-2z+2%=(1-2)?

comme attendu. Le second lemme se prouve de la méme facon. O

V4
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9.0 EXEMPLES 65

EXERCICE 110. Nous avons pour x > 0 :

1. 2
o(z) = L/z"'“’o 2z5ds _J2x-% siz<1
2 J1_joe $2(1—5)(2— ) logz+ 3 siz>1.

EXERCICE 111. Nous avons pour x > 0 :
1., 2
(2) = 1 /2‘“00 x°ds m= sie <l
9 %t Jl i SA—5)2—5) |1/2  siz>1

Le lecteur remarquera que déplacer la droite d’intégration de Rs = % a
Rs = 3 changerait la fonction obtenue dans les deux derniers exercices.

EXERCICE 112. Pour x > 0 et n > 1, montrer que :

n!

0, stx > 1.

dz =
3 1
2m J1 oo 2T

1 fatice p—z { CD" 1ogm g, siz <1,

Voici une autre transformation clagsique (lemme de Cahen-Millen).

Lemme 9.4 Nous avons pour x > 0 et tout a > 0 :

1 a+1i00

e = % )., D(s)x™%ds

o0

La conyveérgence de I'intégrale du membre de droite est garantie par la formule
de Stirling complexe. Celle-¢i nous dit en effet que F(% + it) décroit exponen-
tiellement en |¢|.

Lemme 9.5 (Formule de Stirling complexe) Soit ¢ €]0,1] fizé, et a un
complezxe fizé. Nous avons, de fagon uniforme dans le domaine |argz| <
T—¢et|z]| >1,

[(z 4 a) = V2re #z*+271/2 (1+0(1/]2])).

L’uniformité est valable pour a variant dans un compact fixé du plan com-
plezxe.

L’uniformité/signifie que

(z+a)

|| L

max z

z/|arg z|<m—e, \/2me—%yzta—1/2
[2]|>1

—1‘<oo.

Ce maximum est une constante, qui peut dépendre de € et de a (ou du compact

dans lequel a varie).
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66 CHAPITRE 9. TRANSFORMEE DE MELLIN

Par ailleurs ce lemme emploie une exponentiation d’un complexe & une puis-
sance complexe et il convient de prendre des précautions. Par exemple ’expres-
sion z* signifie exp(zlog z) ot nous avons juste déplacé le probléeme a.¢elui de
la définition du logarithme! Le logarithme est défini ici de la fagon suivante : si

z=re" "% avec r > 0 et 0 €] — T, pi|, nous avons

logz = logr +if, (z=re? r>0,0 €] — ). (9.1)

———
Démonstration. [Preuve du lemme 9.4] Nous repoussons la droite 'd’intégration
vers gauche. En chaque entier négatif —n, la fonction I' admet un pole simple
de résidu (—1)™/n! comme le montre par exemple la formule des compléments

1 sin s

I(s)I(1—s) m

Ceci nous donne la contribution ) - (—x)"/n! =e " comme attendu. O

EXERCICE 113. Rappelons que la fonction Gamma d’Euler est définie par

° dt
I'(s) = / et —.
0 t

Cette fonction est holomorphe pour R(s) > 0.

o 1 o La fonction Gamma d’Euler satisfait l’équation fonctionnelle T'(s+1) =
sT'(s) ( ce qui permet de la prolonger en une fonction méromorphe sur C tout
entier).

o 20 SiR(s) > 1, alors

9.2. Transformées de Mellin

Illustrons tout d’abord comment nous entendons utiliser les lemmes précé-
dents. Nous pouvonsécrire par exemple

3+ioco —sds
S hl@-a/Q) = fola) /3 (9/Q)"*ds

= = 2w Ja_ oo S(s+1)

1 /“ folg) Qds
2T J3ico 257 @ s(s+1)

¢e qui nous permet de lier ’étude de la somme initiale & celle de la série de
Dirichlet D(fo, s) que nous étudions page 74. Formellement, nous partons d’une
fonction f sur ]0, 00[ et cherchons a ’écrire sous la forme

ct+ioo
flx) = ! / Mf(s)x™*ds. (9.2)
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9.2 TRANSFORMATION TRONQUEE 67

Si nous écrivons s = ¢ + 2imy et x = e, il vient
o .
fle*) = / M f(c+ 2imy)e “Ce™ 2™y dy
— 00

c’est & dire que M f(c + 2imy) est simplement la transformée de Fourier de
e"cf(e), ie.

Mf(e+ 2imy) = / f(eu)euCeQiTruydu

soit encore
Mf(s) = /0 f(z)z*tda (9.3)

et 'on nomme M f la transformée de Mellin de la fonction f. 1l s’agit bien str
d’une argumentation formelle et il convient aussi de s’adresser aux,problémes
de convergence mais les exemples donnés aux exercices 110 et 111 montrent que
la situation peut étre délicate. Nous m’entendons pas ici de rédiger un traité
théorique abordant ces problémes mais demmontrer comment atteindre (9.2)
et donc comment deviner M f. Un procédé comsiste a utiliser le paramétre ¢
pour garantir la convergence, mais les conditions en 0 etren 'infini sont souvent
antagonistes. Il suffit alors de de décomposer f est fi # fo, otinfy est nulle pour
x > 1 et fy nulle pour x < 1 et par exemple f1(1) = fo(1) = f(1)/2. Nous
pouvons alors calculer les transformées de Mellin‘de f; et de f; mais dans des
domaines distincts de-s..Si ces fonctions admettent un prolongement dans un
domaine commun du plan complexe, alors M f; 4 M fs est le candidat pour M f.

9.3. Transformation tronquée

La transformée,de/Mellin de la fonetion ¥ qui vaut 0 sur ]0,1[, puis 1/2
en 1 et 1 ensuite est tout simplement 1/s. Mais cette transformée ne tend gé-
néralement pas suffisamment vite vers 0 dans les bandes verticales et pose des
problémeside convergence.,Le mieux est alors d’avoir recours a une transfor-
mation tronquée et le matériel nécessaire est contenu dans le lemme suivant :

Lemme 9.6 Pour k >0 et x > 0, nous avons

k+iT s

—iT

La preuve montrera que nous aurions eu la méme majoration en prenant n’im-

porte quelle valeur entre 0 et 1 pour Y (1).
"'7
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68 CHAPITRE 9. TRANSFORMEE DE MELLIN

=

Démonstration. Si x < 1, nous écrivons pour K > x et tendant vers I'infini :

KAiT K+iT K—iT K=iT\ 15 g
+ + - = 0
k—iT k44T K+iT K—iT s
La troisiéme intégrale tend vers 0 quand K tend vers l'infini. Les deux intégrales

sur des segments horizontaux sont chacunes majoréesgparia”/(T'Nog z|). Ce qui
nous donne

ml{

k+iT s
|Y(:c)1/ z"ds (0 <z < 1).

2im Jo_i7 S

—aT}log x|

La méme majoration a lieu si x > 1, ce que nous prouvons en proeédant comme
précédemment, mais en déplagant cette fois-ci la droité d’intégration vers la
gauche. Ces majorations sont efficaces si T'|log x| est assez grand ; sinon nous

écrivons
/W’T 5ds T /W’T ds /T (2 — 1)ddt
=z —+x —
K—iT S "iT, S -r K+t

La premiére intégrale vaut 2arctan(7'/x) < mralors que pour la seconde, nous

utilisons
1 .
/ ezut log m
0

cefqui nous permet de la majorer par 27|log x| (méme si z = 1), d’ou

1 /”J”T x3ds
2171' w—iT S

ce qui neus suffit si x < 1. Si.& >1, nous remarquons que

it —1

itlog x

<4

zv [T s xh
1—-— — =1— — arctan(T'/k)
2im Jo_iT S s

qui est > —z"/2 et < 1 < z". En définitive, nous obtenons

1 k+iT s
Y () / z8ds

2im J._i7 S

K

< 2 min (7T—|—T|logx|,
T

_
T|logz| )"

Nous simplifions cette borne supérieure en remarquant que
min(7 + u, 1/u) < min(a, 1/u)

avec o = 1/ug = m + ug. Comme cela nous donne o < 7/2, le lemme est bien
démontré. O

£
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EXERCICE 115. Soit s un nombre complexe tel que Js > 1.

0o oo
1
S/ s+1 et C_ = / s+1
1 1

oi M(t) = ¥,pcq u(n).

o 2 o Montrer que

o 1 o Montrer que

ot Y(u) = anu A(n).

INDICATION : Pour la seconde question, le lecteur pourra appliquer [’opéra-
teur de dériwation logarithmique aux deux membres de la formule énoncée a
l’exercice 41.

Nous déduisons du lemme 9.6 la formule de sommation classique et trés utile
suivante.

Théoréme 9.7 (Formule de Perron tronquée) Soit F(s) =", an/n® une
série de Dirichlet convergeant absolument pour Rs > kg, et soit k > 0
strictement plus grand que kq. Pour x > 1 et T > 1, nous avons

1 k41T ,5 [e’e) n 2 K
Zan:f F(s) d8+o* / Z lan| 22" du
K—1 1

K T 2
T

Le mémoire. de 1908 du mathématicien allemand Oskar Perron est un point
fort de lhistoire des séries de Dirichlety mais/des formules d’inversion appa-
raissent dés 1859 daus les travaux de Riemann.

Dans ce théoréme, le terme d’erreur est essentiellement inétudié. Il fait tou-
tefois intervenir une majoration des sommes plutét courtes

> laul/n”

[Tog(x/n)|<u

ou l'intervalle en m peut se réécrire e "o < n < e“z. Pour u > 1, la majoration
par Y - |a,|/nf suffit généralement. Pour u plus petit, nous aurons recours la
plupart du temps a une majoration du style uz”s B/z* avec un B raisonnable
(une constante fois log x par exemple), ce qui résultera en le terme d’erreur

Baxfe logT "
o === —Z|an|/n
n>1

Il faut noter que les sommes les plus courtes que nous aurons & considérer sont
de taille ~ z/T.

i
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CHAPITRE 9. TRANSFORMEE DE MELLIN

fon. Nous partons de

1 [T (z/n)%ds
Zan = ZanY(x/n) = Zan% /K_iT %

n<x n>1 n>1
+0 [ > LA . N
e 27 T log(z/n)

n>1

d’aprés le lemme 9.6. Nous posons ¢ = 1/T. Pour 'étude du terme d’erreur, com-
mengons par la contribution des entiers n tels que |log(x/n)| < &, contribution
que nous gardons telle quelle. Sinon, nous'écrivons

) lanlz™  _ 3 |an |2z" /oo il
n*[log(z/n)] sty v
e<|log(z/n)| e<|log(z/n)| s
[~ lan |z du °° |an|z" du
- S RS- 22D

& N0k (w/n)|<u € |log(e/m)l<e

ce qui nous suffit. O

Pour a la fois tester la force et illustrer le théoréme,précédent, essayons de
calculer le nombre d’entiers inférieurs’a x ... La série génératrice est bien str
la fonction ¢ de Riemann qui vérifie k, = 1. Nous prenons k = 1+ 1/logx
et obtenons umterme d’erreur detlog(xT)/T si T < x. Quant a intégrale,
nous la déplagons jusqu’a la droite Kk = 0 ou la fonction zeta de Riemann est
O(/|t| + 11og(|t| + 2)). Cela nous donne finalement

Z b=+ O(\FTlogT + zlog(zT)/T).
n<z
En prenant 7 = z2/3, nous obtenons un terme d’erreur de taille ... z/3logx.
Voila qui permet de se faire une idée de la perte occasionnée par cette technique,
puisque nous pouvons ici espérer un terme d’erreur en O(1). Il est assez facile
de récupérer un termefd’erreur en O (z°) pour tout € > 0 en utilisant un lissage
au lieu de la somme tronquée brutalement en n < x.

Toutefois, lorsque nous utilisons cette formule, la perte est généralement
compensée par le fait que I'on peut ensuite utiliser des informations sur la trans-
formée de Mellin de la suite de départ.

Lemme 9.8 Nous avons pour x >0 :

1.
1 20 psdg
2im J1

2

=log(1 + z).

ieo SSINTS
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ton. Nous distinguons encore selon que x est ou non < 1. Si oui,
nous déplacons la droite d’intégration vers la droite et obtenons le développe-
ment en série de log(1 4+ z). Sinon, nous déplagons la droite vers la gauche ef
tenons compte du pdle double en 0 qui contribue pour log z alors que les aufres
poles contribuent comme log(1 + z71). O

9.4. Des formules lissées
W

Le lecteur vérifiera facilement les deux formules suivantes.

Théoréme 9.9 Soit F(s) =), a,/n® une série de Dirichlet convergeant
absolument pour Rs > Kq, et soit k > 0 strictement plus grand que K.
Pour x > 1, nous avons

1 Calgics 2x5ds
2amll=nfof =g | POy

n<x

-
Théoréme 9.10 Soit F'(s) = >, a,/n® une série de Dirichlet conver-

geant absolument pour Rs > kq, et soit k > 0 strictement plus grand que
Kq- Pour x > 0, nous avons

K+ico

-n/z _ s
Za e 2@71' F(s)I'(s)zds.

n>1 100

EXERCICE 116. Si f est une fonction C°° sur RT & décroissance rapide a
Iinfini.

o 1 o Montrer que pour R(s) > 0, la fonction D(f,s) donnée par l’equation
sutvante
1 o0
ot = gty 0
admet un prolongement holomorphe a C tout entier.

o 2 o Montrer que, sin € N, alors D(f,—n) = (—1)"f(™(0).
S
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o 3 o Soit \
t = b .,
folt) = — = =t~

Les b, sont des nombres rationnels appelés nombres de Bernoulli. On a en
particulier

b0=1a bl =_%7 b2= %a b4=_%7"' ’ b12 =_%7
et bak+1 = 0 pour k > 1. Montrer que :
a. Pourn € Q, nous avons {(—n) = (=1)"
b. Pour n > 1, nous avons :

brt1
n+1 "

<(2n) _ (_1)n—122n—1 (2273'71,2n

ﬂ
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Chapitre 10

Preuve du théoréme o7

Revenons-en a la fonction fo définie par (0.1). Neus\présentons lavdémon-
stration avec le maximum de détails dans un premier temps,pour que le lecteur
puisse vérifier sa compréhension. La preuve en devient longue, mais nousdnvitons
le lecteur & en écrire une preuve plus courte.

Voici la premiére chose a vérifier :

La fonction fy est une fonction multiplicative. ]

Notre outil principal est le lemme de Gauss, soit le lemme 1.1. Donnons-nious
donc m et n deux entiers premiers entre eux. Nous avons done

fo(mn) = H (p—2)

plmn

Les nombres premiers p qui divisent le produit mn se séparent, d’apreés le lemme
de Gauss, en deux groupes :'ceux qui divisent m et ceux qui divisent n. Ces deux
groupessont distincts puisque tout premier dans l'intersection diviserait le pged
(m, n) de'mpet n, lequel vaut_l..Par conséquent

fo(mny'= [ - D@ - 2) = fo(m) fo(n)
plm pln

ce que,nous voulions démontrer. Qu'en est-il de la condition fp(1) = 17 Dans
I’expression Hp|1(P — 2); Pensemble de nombres premiers du produit est vide,
et, par convention, un produit,surrun ensemble vide vaut 1.

La série de Dirichlet D(fo, s) vaut

Nous avons, par définition :

€
Do) = [[3 “f'p

p>2 k>0

il

2)
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Regardons de plus prés chaque facteur. Dans la somme portant sur k, la contri-
bution correspondant a k = 0 est exceptionnelle et vaut 1; le facteur eulérien

en p devient :
1+>
k>1

[Ty (£ =2)

pks

Or { et p sont des nombres premiers, ce qui implique que £ < p. Il nous reste

-2t =22

s -1
E>1 p
ce que nous avions annonceé.

Nous avons D(fy,s) = H(s)¢(s — 1) ou

H(s)=]] (1 - M). (10.1)

= (p* = Dp*!

Ce produit est absolument convergent au sens de Godement dés que s > 3/2.
\ & J

En effet, le produit qui définit D(fo,8) ressemble & szz(l + p_ill_l) qui,
lui, correspond & (s — 1). Entreprenons par conséquent de sortir ce facteur de
notre produit. Nous écrivons

e W22 - 250 ()

p=2 p>2

— H(s)g(s— 1)

comme annoéncé. Le produithdéfinissant H(s) converge absolument pour les s
2p° " 'p—3
(p°—1)p°~ !
en étendant eette somme a tous les entiers, pour Rs > 3/2.

La série de Dirichlet D(fo, s) admet un pole simple en s = 2, de résidu

-0 5%)

p>2

pour lesquels la série > converge absolument, ce qui a lieu au moins,

Lorsque 14+ 3 < o < 2 et ¢ réel tel que |¢| > 2, nous avons
|D(fo, 5)| < 160[¢[*~7 log ¢].

Si nous savons juste que o > 7/4 et que t est réel, nous disposons de

| ID(fo, )] < 20[¢{s — 1)
L2
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En effet, dans le domaine en question, la fonction H(s) se majore (lorsque
s = o +it) en module par

3p+3 3p+3
H 1+ o 0—1>§H<1+ 7/4 34)§20
p>2< (p7 = 1)p Sus\ (T =1)p¥
grace & GP, via le petit script :

prodeuler (p=2,300000,1.0+3*(p+1) / (p~(7/4)-1) /p~(3/4))

Le lemme 8.2 nous donne alors
6-20, 5,
|D(fo,8)] < mm2 log ||

et il est alors facile de conclure puisque o — 1 > 3/4.

La préparation est terminée, nous pouvons invoquer la formule du thée-
réme 9.10 avec kK = 3.

Nous avons, lorsque = > 10

1 3+ico

Z fo(n)e™™* = — D(fo, s)T'(s)z’ds.

20T J3—io0o

Nous connaissons plutdt bien la série D({fg;s) grace au travail précédent,
mais qu’en est-il«de la fonction I' 7 Son comportement est réglé par la formule
de Stirling complexe (lemme 9.5) et nous engrangeons cela dans I’énoncé qui
suit.

Il existe une constante ca > 0 telle que, pour tout 1 < o < 3 et tout |¢| > 1,

nous avons
(o +it)| < ealt /e |t|/.
> Co

Nous utilisons le lemme 9:5 avec a = o et £ = 7/2. Il faut se méfier un peu
des exponentielles complexes; et que signifie donc (it)it"’"_l/ 2?7 Tout d’abord,
Pexpression de la fonction ¥4 1’aide d’une intégrale montre que I'(o — it) =
T'(o +it), tant et si bien qu’il nous suffit de considérer le cas ol t est positif,
et, ici, plus grand que 1. Posons b = 0 — 1/2 pour simplifier la typographie. Par
définition, nous avons

(it)"+0 = exp((b + it) log(it))

ce qui transfere le probléme vers celui de la définition du logarithme sans rien
régler! Mais nous avangons parce que ce logarithme est bien compris : nous
avong'log(it) = log|it| + i arg(it) = logt + im/2. Comme

(b+it)(logt + im/2) = blogt — gt +i(tlogt + brr/2)
<
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et |e*| = ¢™, nous avons
ID(o +it)| = V2r[t|”/2e ™12 (1 + O(1/]t])).

Ce qui implique bien ce que nous avons annoncé. En général, nous disons “la
q plq q g )

fonction I' admet une décroissance exponentielle dans les bandes verticales”,
pour dire que nous utilisons le résultat ci-dessus.

Nous avons, lorsque = > 10,

0

1 4 t100

> folm)e™® = H@)a? + 5 C D(f, )T (s)a’ds.
1T )7

n>1 4 100

Il suffit de déplacer la droite d’intégration. Lesthéoréme de ‘Cauchy nous
garantit que, pour T > 2 réel, nous avons

1 2+4iT 1 IHiT
— D I *ds + — D r °d
3w ), PUo9Ra%ds + 5o | D(fo,s)Tsatds
1 I+iT 2—iT
- D(fo,s)T'(8)z°ds +=— D(fo,s)T'(s)ax*ds = H(2)z>
um %72*'11 20T %—iT

puisque le seul pole de l'intégrand D( fo, $)T(s)z® estiems. =2 : ce pole est simple
et de résidu H(2)T'(2)2? = H(2)z?. Nous traitons facilement les intégrales sur
les segments horizontaux :

/:Z-HT
3+iT

3
D(fo, s)r(s)des) < 20/ |G(u +iT)||IT(1 + u + iT) |2 du
3
1
< 20¢ (4 +log T + 3/%T1/4 log T) 23212 T/2

En effet, nous avons majoré {($—=1)4 l’aide du lemme 8.2 : nous avons additionné
la seconde, majoration et la troisiéme pour couvrir tous les cas pour u, soit > 1,
. R . . 2—4T . .
soit < 1. La'méme majoration vaut pour fzﬂ.T, et il nous faut diviser par 27.
4
Tout cela tend vers 0 quand 7" tend vers l'infini.

Et voici enfin la derniére pierre & notre édifice :

Nous avons

1

— X7/4
o <

/:HOO D(fo,s)T'(s)X?ds

4 o0

I1 nous suffit d’écrire

7/4 frtioo
<X [T Do, o)) s

1 —1100

8 octobre 2013 Version 1

/:HOO D(fo,s)T'(s)X?ds

1 —100




77

et de remarquer que la derniére intégrale est finie.
En collectant les différents morceaux, nous avons bien établi le théoréme <7,
soit :

Nous avons

Z fo(n)e—n/w :X2H(2) +O(X7/4)

y 4 N

EXERCICE 119. Montrer en utilisant la méme démarche que

> p(n)e™ = (1+ o(1))n’z?/12.

n>1

A N & \

Y

EXERCICE 120. Montrer en utilisant le théoréeme 9.9 que

Z fo(n)(1 —n/z)? = (1 4 o(1))€z?/6.

n<x

£X
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Chapitre 11

Preuve du théoréme £

Nous continuons avec la fonction f; définie par (042). Nous présentons encore
la démonstration avec le maximum de détails pour que le lecteur puisse/vérifier
sa compréhension. La preuve en devient longue, mais nous invitons ladectrice &
en écrire une preuve plus courte.

Voici la premiére chose a vérifier ¢

La fonction f; est une fonction multiplicative. ]

La série de Dirichlet D(f,s) vaut

o p+1
oo =T1(1+ i)

p>2

Nous avons, par définition :

Iy, £+1 /(e+2)
I :

fl)

p>2 k>0

Regardons de plus prés chaque facteur. Dans la somme portant sur k, la contri-
bution correspondant a k =0 est exceptionnelle et vaut 1; le facteur eulérien
en p devient :

1+ZH“” e+1 /(z+2).
k>1

Or./ et p sont’des nombres premiers, ce qui implique que ¢ = p. Il nous reste

Z]H—l ks p+1
p+2 C(p+2)-1)

k>1

ce que nous avions annoncé.

X
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Nous avons D(f1,s) = K(s)((s) ou

1
K(s)=]] (1 - W). (11.1)

p=>2

Ce produit est absolument convergent au sens de Godement dés que fs > 0.
\ & J

En effet, le produit qui définit D(f1,s) ressemble a Hp>2(1 b ﬁ) qui,
lui, est égal a ((s). Entreprenons par conséquent de sortir ce facteur de notre
produit. Nous écrivons

- p+1
Difi,s)= H(” <p+2><ps—1>)

p>2

_H< p+12)+p1—1))psp:1<1_11/ps>:K(S)C(S)

p>2

comme annoncé. Le produit définissant K (s) converge absolument pour les s
pour lesquels la série E (p T converge absolument, ce qui a lieu auamoins, en
étendant cette somme a tous les entiers, pour fs > 0.

La série de Dirichlet D(f;, s) admet un pole simple en s = 1, de résidu

=T %)

p=>2

Lorsque 1/4 < o < 2 et t réel tel que |t| > 2, nous avons |D(f1,s)| < 3|¢(s)|.
\

En effet, dans le domaine en question, la fonction K (s) se majore (lorsque
s = o +.it) en module par

pl;[z(H(p;?)p“) SEQ(”W) <25

grace & GP (PAR, 2011), via le petit script :
prodeuler (p=2,300000,1.0+1/(p+2) /p~(1/4))

La préparation est terminée, nous pouvons invoquer la formule du lemme 9.1
avec @ = 2.

Nous avons, lorsque z > 10,

2+4-i00

Sam(-%) =50 [ Dl

n>1 UeY

L2
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Et voici enfin la derniére pierre a notre édifice :

Nous avons

Il nous suffit d’écrire

gico X4ds
/%—ioo D(fh 8)5(5 + 1)

et de remarquer que la derniére intégrale est finie.
En collectant les différents morceaux, nous avons bien é
soit :

Nous avons

> AM)(1-5) = 3XKQ) +O(x),

n<X

%"

7
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Chapitre 12

Preuves des théorémes. € et <

Nous espérons que la lectrice sera suffisamment familiére avec le procédé ex-
posé dans les deux legons précédentes pour voir comment démontrer le théoréme
suivant :

Théoréme %’

Soit X un réel positif. Nous avons

3 foln (1 - —) — 15 X2 + O(XT/4).

n<X

Nous souhaiténs oter leicoefficient 1 — n/X, pour atteindre le théoréme %
Nous remarguons la chose suivante, & partir d’un paramétre L > 0 :

(XJFL)(l_XiL)_X(l_%):L

et donc

(X + L) Z fo(n(

n<X+L

) Xzfo ( X+L)
:LZfo(n)—i—O*(L > fo(n)>-

n<X X<n<X+L
Par ailleurs, nous avons fo(n) < n et par conséquent » 5y, . fo(n) < (X +

L)(L+1). En utilisant le théoréme % ci-dessus en X et en X + L, nous obtenons
donc

> foln) = %(XJFLG# n 0((X S D)L L X 1 L)
n<X

ce qui nous donne (en supposant L < X)

> foln) = 36 X? + O(XLT 4+ X + XL).

72\
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Quel est le meilleur choix pour L 7 Nous pouvons par exemple déterminer le
nimum en L de la fonction L — X7/4L =1+ X L mais c’est parfois un peu pé
Voici le raisonnement qui est usuellement tenu : le premier terme (X 7/4
décroissant, alors que le second (X L)est croissant. Nous choisissons
deux courbes se croisent, i.e.

XL =XL,

ie. L = X3% Ducoup X7/*/L = XL = X'/8, Com
T soit plus grand que 2, if suffit de prendre X > 10
Et le théoréme € est alors démontré.

ien trop fort).

Nous procédons de méme en ce qui concerne le théoréme 2. Cette fois-ci, le

théoréme Z est bien adapté & nos besoi

12.1. Retrouver le théor a partir du

théoréme &
B .

R
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Chapitre 13

Devoirs

Les étudiants doivent se regrouper en groupe de quatre a cing. Il faut ensuite

choisir une fonction f dans la liste de gauche et un poids F' dans celle/de droite :

a) p2(n), I) e™,
b) ¢(n)/n, D) l,<i(1-u)?,
c) p(n)/o(n), IIT) ue™*,

) u’ )

) n )

Une fois cela.déterming; il faut donner un équivalent de la somme

Sx(f, F) =Y f(n)F(n/X) (13.1)

n>1

lorsque X tend vers l'infini.”Pour vous aider, veici une liste de questions.

1 -

2 —

4 —

Montrer que la foriction f est multiplicative et déterminer sa série de Diri-
chlet D(f, s).

Montrer qu'il existe, un réel o €]0,1[ et une série de Dirichlet H(s) telle
que D(f,s) = ((s)H(s) et la série de Dirichlet est définie par un produit
absolument convergent pourdt > o.

Déterminer, une fonction'de la variable complexe M F telle que

1 2+1i00
F(u) = %/2 4 MF(s)u™%ds

pour tout u > 0.

Conclures

La rédaction doit étre soignée et les arguments détaillés : cela servira aux

étudiants suivants.

ﬁ
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Chapitre 14
Exercices

EXERCICE 121. Soit d un entier > 1 et N un réel > 0. Montrer que

> umy/n| <1
n<N,
(n,d)=1

INDICATION : Soit d' le produit des mombres premiers < N qui sont aussi
premiers & d. Etudier la quantité ), _ (n,d’)=1 1 en utilisant

Zﬂ(g) _ {(1) st pged(n,d’) =1,

Stnon.
Ln,

old’

On pourra supposer x entier.

EXERCICE 122. Montrer que, pour tout entier n, nous avons

> uld)ule) = p(n).
d,e>1,
[d,e]=n

EXERCICE 123. Montrer que nous avons

p(d)ple) _ 6
Z [d,e]2 w2

d,e>1 ?

EXERCICE 124. Montrer que

d N
Z Mil)log’ < 1
d<N

d
INDICATION : On pourra partir de

1xlog = A.
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EXERCICE 125.

o 1 o Montrer que, lorsque o € [0, 1], nous avons

log(1 —e(a@)) = Z e(l;;a) = log(2sinma) + im(a —
k>1

N[ =
~—

(On rappelle que e(a) = exp(2ima)).

EXERCICE 126.

o 1 o Montrer que la série ) -, pu(n)/n? est convergente pour o > 1 et
représente une fonction continue.

¢ 2 o Montrer qu’il existe une constante ¢’ > 0 telle que, pour tout x > 2, nous
avons

Z w(n)/n=0(1/logz).

n<lz

© 3 o Comparer la série de Dirichlet de p(n)/p(n) a 1/{(s+ 1) et montrer
qu’il existe une constante ¢’ > 0 telle que

ZMZ O(1/logz).

n<z

INDICATION : On pourra utiliser la méthode de convolution.

EXERCICE 127. Il s’agit de montrer que le nombre d’entiers < N dont tous
les facteurs sont < N€ est >. N.

Soit e = 1/k, ot k > 1 est un entier. Soit S l’ensemble des entiers qui n’ont
que des facteurs < N€. Et Z le nombre d’entre eux qui sont < N.

o 1 o En partant de Zlog N > Z Zlogp, montrer que
n€S, p|n
n<N

Zlog N > CgN Z 1/n—C:Z

nes,
N'=¢<n<N

pour des constantes strictement positives Cg et C7.

© 2 o La minoration de la somme de 1/n pour n dans S et dans Uintervalle
ci-dessus va suivre le méme chemin, mais nécessite une récurrence dont voici
Uélément clé : il existe deux constantes ¢c; = c1(€) et Ng = No(e) telles que
pour tout £ € {0,...,k—1} et N > Ny, nous avons

> 1/n>¢ > 1/n. (14.1)

nes, nes,
Q

ol N1=(E+1)/k . < N1=L/K 9f+1 i (z+2)/k<n<N1 (£4+1)/k
8 octobre 2013 Version 1
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© 3 o En utilisant (14.1), montrer par récurrence que

Z 1/n >t Z 1/n.

nes, nes,
NI=Vkcp< N okl ep< N1/K

Cette derniére quantité est > log N€ puisque la conditionn € S y est superflue.
En conclure que

(log N + C7)Z >, Nlog N

ce que mous cherchions & démontrer.

X
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Notations

Toutes les notations utilisées sont standards ... d’une facon ou d’une autre !
En voici quelques unes :

|la|| désigne la norme L2, mais ||u|| désigne aussi la distance au plus proche
entier.

e(y) = exp(2imy).

La lettre p pour une variable implique toujours que celle-ci est un nombre
premier.

Nous notons [d, d’] le ppcm et (d,d)nle pged des entiers d et d'.

| A| désigne le cardinal de I'ensemble A et Ly, sa fonction caractéristique.
Oui, bien sir, |s| est aussi le module du nombre c¢omplexe s.

q||d signifie que ¢ divise d de telle sorte que g et d/q soitypremiers entre
eux. Nous énoncerons : q divise exactement d¢

Le noyau sans facteurs carrés de d = ], p;" est [], pi, Soit encore le
produit detous les diviseurs premiers ded.

w(d) est le nombre de facteurs premiers de\d, comptés sans multiplicité.

©(d) est la fonction d’Euler, c’est a dire le cardinal du groupe multiplicatif
de Z/dZ.

o(d) est le nombre de diviseursi(positifs) \de d.

u(d) est la fonction de Moebius, c’est a/dire 0 si d est divisible par un
carré > 1 et (=1)" sinon, ot r = w(d) est le nombre de facteurs premiers
de d.

cq(m)hdésigne la somme de Ramanujan sum. Il s’agit de la somme des
e(an/q) sur tous les a'modulo ¢ qui sont premiers a q.

A(n) est la fonction de'van Mangoldt : logp si n est une puissance du
nombre premier p et 0 sinon.

La notation de Landau f = O4(g) signifie qu’il existe une constante B
telle que |f| < Bg, constante qui peut dépendre de A. Si nous mettons
plusieurs variables en indices, cela signfie tout simplement que la constante
implicite/B dépend de tous ceux-la.

La notation f = O*(g) signifie que |f] < g, c’est & dire qu'il s’agit d’un O
mais avec une constante implicite égale a 1.

Nous utiliserons aussi la notation de Vinogradov f < ¢ qui signifie f =
O(g). Ces deux notations seront donc pour nous équivalentes (ce n’est
pas toujours le cas en général car les notations de Landau font appel a

m
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la notion de voisinage d’un point ; en ce sens, il est correct de dire qu

de Landau). Nous utiliserons aussi f <4 g pour f = O4(g).

La notation f g désigne la convolution arithmétique, c’est a
tion h sur les entiers positifs définie par h(d) = 3_, ., f(q)
7 est ... le nombre réel classique qui vaut a peu prés
désigne aussi la fonction de comptage des nombres p
donc le nombre de nombres premiers inférieur ou é
m(6) = 3. Nous éviterons cette notation si po

et Y(X) = 32, <x A(n). Ces deux f

lautre.

%
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