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Exercice L. Montrer que

−
∑
d|q

µ(d) log d

d
≥ 0

en utilisant log = Λ ? 1.

Nous avons
log d =

∑
d1|d

Λ(d1)

et donc ∑
d|q

µ(d) log d

d
=

∑
d|q

µ(d)
∑

d1|d Λ(d1)

d
=

∑
d1|q

Λ(d1)
∑
d1|d|q

µ(d)

d
.

Comme µ(d) = 0 si d admet un facteur carré, nous pouvons ajouter la condi-
tion d sans facteurs carrés. Et comme d1 divise d, il est aussi sans fateurs
carrés. Les d1 sans facteurs carrés tels que Λ(d1) 6= 0 sont les nombres pre-
miers. Il vient donc ∑

d|q

µ(d) log d

d
=

∑
p|q

log p
∑
p|d|q

µ(d)

d
.

On a d = p` où ` est premier à p. Bref∑
d|q

µ(d) log d

d
=

∑
p|q

log p
∑
`|q/p,

pgcd(`,p)=1

−µ(`)

p`
.

Par ailleurs, p étant fixé, ∑
`|q/p,

pgcd(`,p)=1

µ(`)

`
=

∑
`|q1

µ(`)

`
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où q1 est le plus grand diviseur de q qui est premier à p. On reconnâıt alors
φ(q1)/q1, i.e. ∑

`|q/p,
pgcd(`,p)=1

µ(`)

`
=
φ(q1)

q1
=
φ(q)

q

p

p− 1
.

En définitive, cela nous donne∑
d|q

µ(d) log d

d
= −

∑
p|q

log p

p

p

p− 1

φ(q)

q

qui est bien négatif.
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