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Exercice J.

� 1 � Montrer que, pour <s > 1, on a −ζ ′(s)/ζ(s) =
∑
n≥1

Λ(n)/ns.

� 2 � Montrer que, pour <s > 1, on a log ζ(s) =
∑
n≥2

Λ(n)/(ns log n).

1 – Nous avons pour s réel > 1

ζ(s) =
∏
p≥2

1

1− 1
ps

d’où

log ζ(s) =
∑
p≥2

− log
(

1− 1

ps

)
.

En dérivant, cela nous donne

ζ ′(s)

ζ(s)
= −

∑
p≥2

log p

ps
(

1− 1
ps

)
et comme

1

1− 1
ps

= 1 +
1

ps
+

1

p2s
+

1

p3s
+ · · ·

nous arrivons à
1

ps
(

1− 1
ps

) =
1

ps
+

1

p2s
+

1

p3s
+ · · · .
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Par conséquent

ζ ′(s)

ζ(s)
= −

∑
p≥2

(log p)
( 1

ps
+

1

p2s
+

1

p3s
+ · · ·

)
= −

∑
p≥2,
ν≥1

log p

pνs
= −

∑
n≥1

Λ(n)

ns
.

Nous avons montré que

−ζ
′(s)

ζ(s)
=
∑
n≥1

Λ(n)

ns
.

2 – Nous intégrons la relation précédente :∫ A

s

−ζ
′(k)

ζ(k)
dk =

∫ A

s

∑
n≥1

Λ(n)

nk
dk

ce qui nous donne[
− log ζ(k)

]A
s

=

∫ A

s

∑
n≥2

Λ(n)

nk
dk
[
− log ζ(k)

]A
s

log ζ(s)− log ζ(A) =
∑
n≥2

Λ(n)

∫ A

s

∑
n≥2

dk

nk

=
∑
n≥2

Λ(n)

∫ A

s

∑
n≥2

e−k logndk =
∑
n≥2

Λ(n)
[−n−k

lnn

]A
s
.

En réécrivant ce qui précède nous obtenons

log ζ(s)− log ζ(A) = −
∑
n≥2

Λ(n)

nA lnn
+
∑
n≥2

Λ(n)

ns lnn
.

Nous écrivons maintenant∑
n≥2

Λ(n)

nA lnn
≤
∑
n≥2

1

nA
≤
∫ ∞
1

dt

tA
=

1

A− 1

et donc, lorsque A tend vers l’infini, nous avons∑
n≥2

Λ(n)

nA lnn
→ 0.

Nous montrons aussi que ζ(A)→ 1 et donc

log ζ(s) =
∑
n≥2

Λ(n)

ns lnn
.
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