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Exercice I. Montrer que∑
n≤x

{x/n} = (1− γ)x+O(
√
x)

où {y} est la partie fractionnaire de y.

Nous partons de ∑
n≤x

{x
n

}
=
∑
n≤x

x

n
−
∑
n≤x

[x
n

]
.

Que vaut
∑

n≤x

[
x
n

]
? Nous remarquons que∑
n≤x

d(n) =
∑
n≤x

∑
d|n

1

=
∑
d≤x

∑
n≤x,
d|n

1 =
∑
d≤x

∑
m≤x/d

1

donc ∑
n≤x

d(n) =
∑
n≤x

[x
n

]
.

On rappelle que ∑
n≤x

d(n) = x lnx+ (2γ − 1)x+O(
√
x).
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On a par conséquent que∑
n≤x

{x
n

}
= x

∑
n≤x

1

n
−
∑
n≤x

[x
n

]
= x

(
lnx+ γ +O

(1

x

))
− x lnx− 2γx+ x+O(

√
x)

= (1− γ)x+O(
√
x)

d’où le résultat.
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