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Exercice F. Exprimer la série de Dirichlet de la fonction qui à n associe
2ω(n) en fonction de la fonction ζ de Riemann.

La série de Dirichlet de f est

D(f, s) =
∏
p≥2

∑
k≥0

f(pk)

pks
.

On a ici f(n) = 2ω(n) et donc f(pk) = 2ω(pk). Or on a ω(pk) = 1 si k ≥ 1. Par
conséquent

D(f, s) =
∏
p≥2

(
1 +

∑
k≥1

2

pks

)
.

Il vient

D(f, s) =
∏
p≥2

(
1 +

2

ps
1

1 − 1
ps

)
=
∏
p≥2

(
1 +

2

ps − 1

)
=
∏
p≥2

ps + 1

ps − 1
=
∏
p≥2

p2s − 1

(ps − 1)2

=
∏
p≥2

1 − 1
p2s

(1 − 1/ps)2
=
ζ(s)2

ζ(2s)

et donc

D(2ω(n), s) =
ζ(s)2

ζ(2s)
.


