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Exercice L. Montrer que

1. D(ϕ, s) = ζ(s− 1)/ζ(s).

2. D(λ, s) = ζ(2s)/ζ(s).

3. D(µ2, s) = ζ(s)/ζ(2s).

Nous avons

D(ϕ, s) =
∏
p≥2

∑
k≥0

ϕ(pk)

pks

avec ϕ(pk) = pk−1(p− 1) et ϕ(1) = 1. Il vient

D(ϕ, s) =
∏
p≥2

(
1 +

∑
k≥1

ϕ(pk)

pks

)
=
∏
p≥2

(
1 +

∑
k≥1

pk−1(p− 1)

pks

)
=
∏
p≥2

(
1 +

p− 1

p

∑
k≥1

pk

pks

)
=
∏
p≥2

(
1 +

p− 1

p

∑
k≥1

1

pk(s−1)

)
=
∏
p≥2

(
1 +

p− 1

p

1

ps−1

1

1 − 1
ps−1

)
=
∏
p≥2

(
1 +

p− 1

p

1

ps−1 − 1

)
=
∏
p≥2

ps − 1

ps − p
.

Par ailleurs

ζ(s− 1) =
∏
p≥2

1

1 − 1
ps−1

=
∏
p≥2

ps−1

ps−1 − 1

et

ζ(s) =
∏
p≥2

1

1 − 1
ps

=
∏
p≥2

ps

ps − 1
.
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Par conséquent

zeta(s+ 1)

ζ(s)
=
∏
p≥2

ps−1

ps−1 − 1

ps − 1

ps
=
∏
p≥2

ps − 1

p(ps−1 − 1)
= D(ϕ, s)

comme espéré.

La fonction de Liouville λ est définie sur les puissances de nombres pre-
miers par λ(pk) = (−1)k. Cette expression est aussi valable pour k = 0.
Donc

D(λ, s) =
∏
p≥2

∑
k≥0

λ(pk)

pks
=
∏
p≥2

∑
k≥0

(−1)k

pks

=
∏
p≥2

∑
k≥0

(
−1

ps

)k

=
∏
p≥2

1

1 + 1
ps

=
∏
p≥2

ps

ps + 1
.

Par ailleurs
ζ(2s)

ζ(s)
=
∏
p≥2

p2s

p2s − 1

ps − 1

ps
=
∏
p≥2

ps

ps + 1
.

Et donc

D(λ, s) =
ζ(2s)

ζ(s)
.

comme demandé.

D(µ2, s) =
∏
p≥2

∑
k≥0

µ2(pk)

pks
=
∏
p≥2

(
1 +

1

ps

)
=
∏
p≥2

ps + 1

ps
.

Nous venons de montrer que

ζ(s)

ζ(2s)
=
∏
p≥2

ps + 1

ps

et par conséquent

D(µ2, s) =
ζ(s)

ζ(2s)
.
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