Exercice B
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24 décembre 2012

EXERCICE B. Montrer que, pour tout n > 1, on a ¢(n) > \/n/2.

Rappelons que
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Par ailleurs, si n = [, pI" alors p(n) = n ], (1 — ) Donc, nous avons
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ou le produit est pris sur tous les nombres premiers. Pour quelles valeurs de
p et k a-t-on
? 1
1<—
pH(p —1)

Si k> 2 onap’/>'p—1) > p’(p —1) > 1. Nous pouvons donc nous
restreindre a k =1, i.e.

(L < Igmax( — i)/\/_>

Maintenant la fonction
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admet pour dérivée 2p%/z(p + 1) qui est donc positif. Or f(2) =1/v/2 < 1 et
f(3) =2/+/3 > 1. Donc f(p) > 1 pour tous p > 3. Bref,

max(l, ;> =2

2-1)/V2
et, pour p > 3,
1
mas(t )1
(p—1)/vp
En conséquence,
ﬂ <2
p(n)

comme demandé.
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