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Le lecteur pourra consulter les livres (Apostol, 1976) ou (Ellison, 1975).
Les livres (Bombieri, 1987/1974) et (Halberstam & Richert, 1974) sont deux
autres références incontournables. D’autres trés bons livres : (Vinogradov, 1954),
(Davenport, 2000), (Montgomery & Vaughan, 2006) et (Bordelles, 2012).
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8 CHAPITRE 1. LA FONCTION ZETA DE RIEMANN

EXERCICE 3. Montrer que, pour o > 1, nous avons () = (0 — 1)7* + v +
O(o —1).

INDICATION : On rappelle que la constante d’Euler est aussi définie par
i~
y=1- \ {u}du/u?.
1
Voici un autre exercice qui démontre la méme chose que le préeédent.

EXERCICE 4. On définit une série de fonctions . fn par

1 g
uﬂ\\; e

o 1 o Montrer que la suite de terme général u, = Y ,_; + — log(n + 1) est
convergente. Sa limite est notée v et on Uappelle la constante d’Euler.

© 2 o Prowver que pourn>1etx >0, ona:0< fo(z) <n *—(n+1)~".

© 3 o Montrer que la série de fonctions Y f, est convergente sur ]0, col.

o 4 o Soit S la somme de la série Y fn sur R%. Montrer que S(1) = « et
donner Uezpression de S(z) quand x> 1.

© 5 o Prouver que la convergence de la série Y. fr, est uniforme sur [1,00].
1

© 6 o En déduire que lorsque = tend vers 1 alors ((s) — 7= tend vers .

1.1. Majorations dans la bande critique

Ecrivons

s o d
S A I

< N N<n<u
s o du
= MS +m,\2 A:\T&\zv:mt
n<N
ZH\V
= M n-°— (1.1)
1—s

pout un entier N > 0 a choisir. Remarquons que nous aurions pu intégrer au
départ de N 41 a Uinfini, ce qui est effectivement le mieux a faire lorsque N = 0

et donne
s du

= [T (12

28 mai 2013 Version 4 — 27 mai 2013

Notations

Toutes les notations utilisées sont standards ... d’une fagon o' d’une autre!
En voici quelques unes :
— La lettre p pour une variable implique toujours que celle-ci‘est un nombre
premier.

— Nous notons [d, d'] le ppcm et (d,d’) le pged des entiers d'et d’.

— q||d signifie que ¢ divise d de telle sorte que g et djg soit premiers entre
eux. Nous énoncerons : g divise exactement d.

— Le noyau sans facteurs carrés de d = ], p{' est [], pay, soit encore le
produit de tous les diviseurs premiers de d.

— w(d) est le nombre de facteurs premiers déxd, comptés sans multiplicité.

— ¢(d) est la fonction d’Euler, c’est & dire le cardinal'du groupe multiplicatif
de Z/dZ.

— o(d) est le nombre de diviseurs (positifs)ide d.

— p(d) est la fonction de Moebius, c’est & dire 0 si d est divisible par un
carré > 1 et (<£1)" sinon, ol r = w(d) est le;nombre de facteurs premiers
de d.

— ¢q(n) désigne la somme/de Ramanujan sum. Il s’agit de la somme des
e(an/q) sur tous les'@ modulo ¢ qui sont premiers & q.

— La'notation de Landau" fi= OA(g) signifie qu'il existe une constante B
telle que |f| < Bg, constante.qui peut dépendre de A. Si nous mettons
plusieurs variables en indices, cela signfie tout simplement que la constante
implicite B dépend de tous ceux-la.

— Lanotation f = O%(g) signifie que |f| < g, c’est & dire qu’il s’agit d’'un O
mais avec une constante implicite égale a 1.

— Nous utiliserons’aussi la notation de Vinogradov f < g qui signifie f =
O(g). Ces deux notations seront donc pour nous équivalentes (ce n’est
pas toujours le cas en général car les notations de Landau font appel a
la notion de voisinage d’un point ; en ce sens, il est correct de dire que la
notation de Vinogradov correposnd & une version uniforme de la notation
de Landau). Nous utiliserons aussi f <4 g pour f = O4(g).

— La notation f g désigne la convolution arithmétique, c’est a dire la fonc-
tion h sur les entiers positifs définie par h(d) =3, f(a)g(d/q).

£ &Y
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10 CHAPITRE 1. LA FONCTION ZETA DE RIEMANN

et par conséquent

Ni-e 24t
<1+N'"7logN 4+ —— + —— N7,
OIS 08 1+t o1 +]t)

Nous majorons finalement N par 1+ [¢], et nous montrons que, lorsque [t| > 2,

nous avons

_om.AE‘TC%AE‘TCTq L
A A .
AHJr 3 +wq = Tog ] \wCLﬁQv!m\q

O

EXERCICE 5. Montrer que la fonction zéta de Riemann ((s) tend vers +oo
lorsque s tend vers 1T dans R.

EXERCICE 6. Montrer que la fonction zéta de Riemann ((s) est conveze pour
s €]1, +o0].

EXERCICE 7.

o 1 o Nous posons L(s) =3 ~,(=1)"n"°. Montrer que L(s) est convergente
pour Ns > 0, puis que L(1) < 0 et enfin que L'(1) < 0.

o 2 o Montrer que —('(s)/{(s) < 1/(s — 1) lorsque s est réel et > 1.

INDICATION : On pourra utiliser ((s) = L(s)/(27% — 1), que l'on démontrera.

EXERCICE 8. Montrer que, pour o > 1, nous avons 1/(c — 1) < ((0) <

o/(oc—1).

28 mai 2013 Version 4 — 27 mai 2013

Exercices

Voici quelques exercices supplémentaires.
EXERCICE 53. Montrer que

MuﬁSmuAMuﬁscw

min min
EXERCICE 54. Montrer que

3 A@RD = (k+ 1)@,
dln

EXERCICE 55.
o 1 o Montrer que, pour tout entier n > 1, on a

3\5‘3
< n

n n+1
CEY) ) <n"Th.

© 2 o Déterminer si la série

3 (o - 2

est convergente ou non.

EXERCICE 56.
o 1 o Montrer que si n et m sont sans facteurs carrés et distincts, alors

olm)  eln)
m n

© 2 o Montrer que la fonction n +— o(n)/n vérifie la méme propriété (i.e. que
celle de n — @(n)/n ezhibée a la question précédente).

o 3 o Que pensez-vous de la fonction n +— o(n)/p(n) vis & vis de cette pro-
priété ?

© 4 o Que pensez-vous de la fonction n — T[,,(p+2)/(p + 1) vis a vis de

cette propriété ?
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12 CHAPITRE 2. SERIES DE DIRICHLET

Or r > o donc n?/n" < 1, d’ott D(|f|,7) < D(|f|,0), i.e. la série de Dirichlet
de f converge pour tout r > o. O

Cette propriété nous donne acces a la notion d’abscisse de convergence ab-
solue.

Définition 2.2 On appelle abscisse de convergence absolue de la fonction f,
le plus petit réel s tel que la série de Dirichlet D(f,s) converge absolument. Si
D(f,s) converge absolument pour tout s, on dit alors que l'abscisse de_conver-
gence absolue est —oo.

Notons qu’il n’est pas acquis que la série en question/converge absolument
en son abscisse de convergence absolue. D’aprés un théoréme de 'Landau, voir
(Dress, 1983/84), cette situation n’arrive méme jamais dés que cette abscisse
est finie et que f est positive ou nulle. Notons ici‘que 1'abscisse de convergence
absolue peut valoir —oo et la fonction f étrefpositivesou nulle, sans que,cela
n’implique que f soit & support borné, i.e..qu’elle s’annule partout sauf sur un
nombre fini de valeurs. Le cas f(n) = e 7 fournit un,contre-exemple.

Nous pouvons associer a chaque fonctionrarithmétique f une série de Diri-
chlet, et cette série convergera absolument au moins en un point si la fonction
f croit raisonnablement. Une telle série de Dirichlet, définit en fait parfaitement
la fonction dont elle est issue comme le montre la propriété suivante. Nous ne
l'utiliserons pas dans la suite.

Lemme 2.3 Soit f et g deuz fonctions arithmétiques telles que leurs séries
de Dirichlet respectives convergent absolument pour un certain s. Suppo-
sons en outre que D(f,r) = D(g,r) pour tout r réel tel que r > Rs. Alors

f=g

A
N
Démonstration. En posant hy = f — g, nous avons D(hy,r) = 0 pour tout
r > Rs. Comme cette sétie converge en r = RNs + 1, nous en déduisons que
ha(n) = hy(n)/n"+! est bornée en valeur absolue et vérifie D(ha,r) = 0 pour
tout 7 > —1'et il nous faut établir que hy = 0. Supposons que ce ne soit pas le
cas, et nommons ng le plus petit entier n tel que ha(n) # 0. Une comparaison a
une intégrale nous donne directement, pour r > 1 :

. ng
[ngD(ha, ) — ha(ng)| < max |ha(n)| M ‘m
" n>mgtl
L[zt
< max |ha( iso,\ — <nomax |ha(n)|/(r — 1),
n no t n

quantité qui tend vers 0 quand 7 tend vers l'infini. Mais D(hs,r) = 0, ce qui
nous garantit que ha(ng) = 0 contrairement & notre hypothese. Le lecteur pourra
modifier cette démonstration de deux fagons : tout d’abord remplacer le recours
& un raisonnement par ’absurde par une démonstration par récurrence. Ensuite,
une petite modification donne nfyD(ha,r) — ha(ng) = O((1 +ng')~") alors que
la preuve ci-dessus ne donne que O(1/r). O
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puisque le seul pole de I'intégrand D(fo, s)z*/s est en s = 2 : ce pole est simple
et de résidu H(2)x?/2. Nous traitons facilement les intégrales sur les segments
horizontaux :

I+iT z5ds r—1 " d
\ D(fo, ) 2| m%\ I (u + i) 2
K+iT $ 3 T
6 exr
<20(441ogT + —T"*logT | =
< A +logT + 3/4 og T
zlogT
< qmo‘ﬂw}P .
La méme majoration vaut pour [ T MMW , et il nous faut diviser par2w. Ceci nous
4

donne bien un terme d’erreur total de

log x zlogT
2°V5 P
T + wmw‘ﬂw\» <250«

, loga
T3/4°

14z

Et voici enfin la derniére pierre a notre édifice :

Nous avons

4.
“_. N+EJ m&
o \ D(fo,5)| < 75027/ T /4 1og T.
T \JI—iT s

Disons que la variable d’intégration s s’écrit m 4 it. Lorsque [t| < 2, nous
écrivons

1 1
1DUs)] < 201 (D! < 20V BT+ (17 + 57 ) <20
toujours a 'aide du lemme 1.2. Don¢
1|t 2*ds|  23027/4 4
— D( fo, < <857/
o \Né ors) === =57 771 < %<

Sinon, nous procédonsainsi :

Tﬁ § q &
\ bcﬁo_mvgﬂm %x\ ao_%}cﬁ\m@%sqk%\ﬁcmﬁ
742 s 2 t

Etape 8
Nous avons B
M fo(n) = 2? M ) +O* A:o&mw\; Hom&v .
n<z
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14 CHAPITRE 2. SERIES DE DIRICHLET

EXERCICE 9. Etablir le lemme 2.1 en employant le lemme 2.4.

2.3. Quelques digressions sans preuve

Les séries des Dirichlet ont été introduites dans (Dirichlet, 1937) par P.G.
Lejeune-Dirichlet en 1937 pour montrer de I'existence d’une infinité de nombres
premiers dans les progressions arithmétiques (de type a + ng’avec a et ¢ pre-
miers entre eux). Dedekind, d’abord un éleve puis un ami de Dirichlet, a établi
plusieurs propriétés de ces séries enrichissant ainsi le livre (Lejeune-Dirichlet,
1871). L’étape de structuration suivante est due & un'mémoire de:Cahen (Ca-
hen, 1894), qui est notamment célebre pour ... linexactitude de sesipreuves!
L’élaboration de la théorie est allée bon train ascette période, et en 1915 parut
la splendide petite monographie (Hardy & Riesz, 1964) de Hardy & Rieszigtii
reste a ce jour l'ouvrage de base sur la question. La lectrice pourra retrouver
dans (Tenenbaum, 1995) une partie de.de matériel.

11 existe une formule qui permet de calculeril’abscisse'de convergence absolue
en fonction de coefficients (due & Cahen (Cahen,1894)) :

Théoréme 2.5 Si l'abscisse de convergence absolue oo de D(f,s) est
strictement positive, elle est donnée par

o0 — limsu log MUHM:MZ [£(n)|
0= ilvooHv MONZ :

p 4 | ] =

11 exiSte un théoreme analogue pour déterminer I’abscisse de convergence, et il
est aussi possible dé traiter le ¢as oil oy est négative ou nulle (mais la formule est
différente). La lectrice remarquera que cette formule est 'exact pendant de la
formule.de Hadamard donnant le rayon de convergence d'une série entiere. Ce-
pendant notre démarche est ici autre : nous cherchons a obtenir des informations
sur Y, on | f(n)] & partir d’informations sur sa série de Dirichlet !

De nombreux travaux comparent les abscisses de convergence simple, ab-
solue ou uniforme des trois constituants de 1'égalité D(f,s) = D(h,s)D(g,s);
la lectrice en/trouvera un exposé ainsi que leurs extensions au cas de plusieurs
facteurs et des dernieres améliorations (optimales) dans (Kahane & Queffélec,

199%).

[\ [E)
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La série de Dirichlet D(fo,s) admet un pole simple en s = 2, de résidu

-1 )

p=2

Lorsque 1+ 2 < o < 2 et ¢ réel tel que |¢| > 2, nous avons
[D(fo, )| < 160[¢|*~7 log .

Si nous savons juste que o > 74 et que ¢ est réel, nous disposons de | D( fo, s)| <
20[¢(s — 1)].

En effet, dans le domaine en question, la fonction H(s) se majore (lorsque
s = o +it) en module par

w.e+w v A wﬁ.fm v
HAT‘A HAT‘AMC
_ _ o 1)po—1 ) = _ _ /4 _ 1)p3lA] =
ENNA (7 =1y e\ =1
grace a GP, via le petit script :

prodeuler (p=2,300000,1.0+3*(p+1) /£ (p~ (7/4)=1) /p~ (3/4))

Le lemme 1.2 nous donne alors

D(fo:9)h<

et il est alors facilé deiconclure puisque o — 1> 3/4.

La préparation est terminée, nous pouvens invoquer la formule de Perron
tronquée_durthéoreme 6.6.

mnmum )

Nous avons, lorsque z > 10 et avec kK = 2+ (1/log x) et un parametre T’ dans
l'intervalle [1, z],

i x®ds - ,logx
M;ST%\ ; D(fo, s) +0 TS = v

n<z K—1 s

Nous employons le théoréme 6.6 avec k, = 2 et k = 2 + (1/logz) pour
x > 10. La formule de ce théoreme nous donne le terme d’erreur

*8 _\ii_m%%
© ,\H T M n®  Tu?
/T log(a/n)|<u

Ici, nous majorons |fo(n)| simplement par n.

LA 3
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16 CHAPITRE 3. CONVOLUTION ARITHMETIQUE

3.2. Produit de convolution

Nous définissons le produit de convolution arithmétique f x g par

(f*9)n) = f(n/d)g(d) (3.1)

d|n

ol la somme porte sur les diviseurs d de n. En notant 1 la fonetion qui vaut 1
sur tous les entiers, nous avons d(n) = 1 1. La lectrice vérifiera que ce produit
est associatif et commutatif. La fonction d,—; en est I’élémentineutre, puisque
pour toute fonction arithmétique g, nous avons

Grxg)n) = Y S1(O)g(m)f=g(r),

fm=n

Ce produit est par ailleurs distributif viséa-vis de l'addition de deux fonétions
arithmétiques et ces deux lois permettent de muniril’ensemble de fonctions
arithmétiques d’une structure d’algebre commutative unitaire sur C.

EXERCICE 10. Montrer qu’une fonction f admet un inverse pour le produit de
convolution * si et seulement si f(1) # 0.

INDICATION : On pourra construire un inverse par récurrence.
Nous pourrions aussi enrichir cette structure en considérant la dérivation

0= (f(n))nza= (f(n)logn)n>1

qui est linéaire et vérifie de surcroit\d(f * g) = (0f) x g + f * (Jg) mais nous
sortons i€i de notre cadre. Le lecteur tronvera une étude assez détaillée de cette
structire dans le livre.desBateman, & Diamond (Bateman & Diamond, 2004).

EXERCICE 11. Montrer que, si D(f,s) converge absolument, il en est de méme
de D(Of,r) pour r > s. Que penser de la réciproque ? Peut-on affaiblir cette
condition ar > s ?

3.3. Séries de Dirichlet et produit de convolution

Les deux lois internes sur les fonctions arithmétiques se traduisent agréable-
ment enstermes de séries de Dirichlet :
—/Concernant P'addition (+) : étant donné deux fonctions f et g dont les
séries de Dirichlet convergent absolument pour s, nous avons

D(f +g;s) = D(f;s) + D(g; 5).

— Concernant la multiplication () : étant donné deux fonctions f et g dont
les séries de Dirichlet convergent absolument pour s, alors celle de f * g
est également absolument convergente, et nous avons

D(f *g;s) = D(f;5)D(g; ).

28 mai 2013 Version 4 — 27 mai 2013

Chapitre 7

Application

Revenons-en a la fonction fy définie par (0.1). Nous présentons la démon-
stration avec le maximum de détails dans un premier temps pour que le lecteur
puisse vérifier sa compréhension. La preuve en devient, longue, mais nous invi-
tons le lecteur & en écrire une preuve plus courte; en omettant de,calculer les
constantes explicitement.

Voici la premiére chose & vérifier :

mﬁmﬁm 1

La fonction fy est une fonction multiplicative.

Notre outil principal est le lemme de Gauss,«que voici :

Lemme 7.1 (Lemme de Gauss) Sia et b sont deuz entiers premiers entre
euzx, alors et si le nombre premier p divise le produit ab, alors p divise a
ou p divise b.

(Ungpeu de théorie des, anneaux :i¢éci est une conséquence du fait que Z est
un anneau factoriel). Ce lemme est attribué & Gauss en France, mais comme
Jorn Steuding me 'a fait remarquer, il est attribué a Euclide en Allemagne!
Cette appelation est historiquement plus correcte : il s’agit bel et bien de la
proposition'30 du livre VII des éléments d’ Euclide, voir (Euclid, 300 BC).
Donnons-nous dong'm et n deux entiers premiers entre eux. Nous avons donc

fo(mn) = : (p—2).

plmn

Les nombres premiers p qui divisent le produit mn se séparent, d’apres le Lemma
de Gauss, en deux groupes : ceux qui divisent m et ceux qui divisent n. Ces deux
groupes sont distincts puisque tout premier dans l'intersection diviserait le pged
(m,n) de m et n, lequel vaut 1. Par conséquent

fotmn) = [0 -2 [ - 2) = fom) fo(n)

plm pln

R
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EXERCICE 50. Si f est une fonction C* sur R* a décroissance rapide a linfini.

o 1 o Montrer que pour R(s) > 0, la fonction D(f,s) donnée par lequation
suivante

oe]
1 Sdt
D(f9) =5 [ F0r T
0
admet un prolongement holomorphe a C tout entier. /
© 2 o Montrer que, sin € N, alors D(f,—n) = (—=1)" f(™(0).

© 3 o Soit

fot) = oz = 3 B

O =1 nl
n=0

Les b, sont des nombres rationnels appelés nombres de Bernoulli. On a en

particulier

1 1 1 1
bo=1, by=—3, by=13, by A oo, g = =1l

et bagy1 = 0 pour k > 1. Montrer que :

bn.
a. Pourn € Q, nous avons ¢(—n) = (=1)" 7.
b. Pour n > 1, nous avons :

_ (_1\yn—192n—1 ban o
R o T
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20 CHAPITRE 4. MULTIPLICATIVITE

EXERCICE 17. Soit f une fonction multiplicative et m et n deuz entiers. Nous
avons

f(lm, n]) f((m, ) = f(m) f(n)

ot [m,n] et (m,n) désigne respectivement le ppcm et le pged des entiers m et
n.

INDICATION : Utiliser les décompositions en facteurs premiers.
EXERCICE 18.
o 1 o Montrer que la fonction somme de diviseurs o est multiplicative.
© 2 © Soit p un nombre premier et a > 1 un entier. Montrer que
petl 1
o(p*) = ——
(") P

ot o(d) est la somme des diviseurs entiers positifs de d.

EXERCICE 19.

o 1 o Montrer que la fonction f qui a Uentier n associe n admet la fonction g
définie par

comme inverse de convolution.

© 2 o Démontrer lidentité suivante

on)?=n_o(d?)/d.

din

EXERCICE 20. Pour tout module r > 1, nous posons
_ u
5, = A\L <wu < rpged(u,r) = HW.
r
Soit q et ¢ deuz entiers premiers entre eux. Montrer que la fonction

U: EyxEy — Eeq
(a/q,d'/q') = (aq’ +a'q)/(aq’)

est une bijection.

INDICATION : On vérifiera que cette fonction est injective. Pour montrer la sur-
jectivité, ou bien on prendra un argument de cardinalité, ou bien on emploiera
le théoréme de Bezout : il existe deux entiers u et v tels que uq +vq = 1. Le
point b/(qq’) de Zqq est alors égal ¢ V(bv/q mod 1,bu/q" mod 1).

EXERCICE 21. Soit P(X) un polynéme non constant a coefficients dans Z. Soit
p(q) le nombre de solutions de P(x) = 0[q]. Montrer que la fonction q — p(q)
est multiplicative.

28 mai 2013 Version 4 — 27 mai 2013
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Dans ce théoreme, le terme d’erreur est essentiellement inétudié. 11 fait tou-
tefois intervenir une majoration des sommes plutot courtes

T aalr
|log(z/n)|<u

ou l'intervalle en n peut se rééerire e “x < n < e"z. Pour u > 1, la majoration
par .~ |ay|/n" suffit généralement. Pour u plus petit, nous aurons recours Ja
plupart du temps a une majoration du style uz"* B/z* avec un B raisonmable
(une constante fois log « par exemple), ce qui résultera en le terme d’erzéur

maxp_omﬂsz
@] — T + T M |an|/n"

n>1

11 faut noter que les sommes les plus courtes que nous aurons a considérer sont

de 3:5@.\%.

e
Démbs E/MMM:. Nous partons de

1 T (a/n)sds
ap = M Q:M\A.&,\Zv = Maiﬁ \ #

n<x n>1 n>1 ST

. lan|z® (5 1
+o MU e 27T\ log(z/n)|

d’apres le lemme 6.5¢'Nous posons € = 1/T. Pour I'étude du terme d’erreur,
commencons par la‘contribution des entiers n tels que | log(z/n)| < e, contribu-
tion que nous gardons telle quelle. Sinon, nous écrivons

lan|z™ || \8 du
MU n*log(x/n)| MU nt

w2
e<|jog(w/n)| e<|log(z/n)| log(z/n)| W

> lan|z® du o0 |an |z du
= X o > w

T [log(z/n)|<u € llog(z/n)|<e

ce qui nousisuffit. ]

Pour a lafois tester la force et illustrer le théoreme précédent, essayons de
calculer le nombresd’entiers inférieurs & x ... La série génératrice est bien sur
la fonction ¢ de/Riemann qui vérifie x, = 1. Nous prenons £ = 1+ 1/logz
et obtenons un terme d’erreur de log(2z7)/T si T < z. Quant a Dintégrale,
nous la déplagons jusqu’a la droite kK = 0 ou la fonction zeta de Riemann est

O(y/|t] + 1log([t| +2)). Cela nous donne finalement

MU =12+ O(VTlogT + zlog(zT)/T).

n<z
En prenant T = 22/3, nous obtenons un terme d’erreur de taille ... /3 logz.
Voila qui permet de se faire une idée de la perte occasionnée par cette technique,

() (2
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22 CHAPITRE 4. MULTIPLICATIVITE

4.3. Convolution et fonctions multiplicatives

Les deux théorémes généraux suivants nous donnent la multiplicativité de
toute une kyrielle de fonctions :

Théoréme 4.1
Si f et g sont deux fonctions multiplicatives, il en est de méme de fxg

Théoréme 4.2
Si f et g sont deuzx fonctions multiplicatives, il en est de méme de

fgines f(n)gln).

Démonstration. Commengons par le premier théoreme. La yaleur en 1 est aisée :
fxg(1) = f(1)g(1) = 1. Soit\ensuitesdeux entiers m et n premiers entre eux.

Nous avons
(f % g)(mi) = Y [(migfd)(d)
djmn
et appliquons™(4.6) :

()mm) = ST 3" 7 (g ) o)

dafm dz|n

€5 ST (G )atdnatan) = (7> 9)(m)(S  )m)

d.
dy|m da|n 2
comme requis. Le second théoreme est facile et nous le laissons a la lectrice

assidue! O

Ceci nous donne d’un seul coup la multiplicativité de beaucoup de fonctions,
en partant des exemples simples que sont les fonctions 1 et plus généralement
X :n— n2 En particulier, le lecteur vérifiera que

d(n) = (1x1)(n), o(n)=(1*X)(n).
Cette convolution nous permet aussi d’exprimer simplement certaines relations,
comme p?(n) = (1% 1x2)(n) ot 1x2 est la fonction caractéristique des carrés.
EXERCICE 27. Montrer que la fonction de Moebius est l'inverse de convolution
de la fonction 1 constante égale a 1.

INDICATION : On pourra remarquer que la fonction 1 x p est multiplicative.

EXERCICE 28. Montrer que d(n?) = MU 2@,
din

\
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6.3. Transformation tronquée

La transformée de Mellin de la fonction Y qui vaut 0 sur ]0, 1], puis 1/2
en 1 et 1 ensuite est tout simplement 1/s. Mais cette transformée ne tend
généralement pas suffisamment vite vers 0 dans les bandes verticales et pose
des problémes de convergence. Le mieux est alors d’avoir recours a une trans-
formation tronquée et le matériel nécessaire est contenu dans le lemme suivant :

Lemme 6.5 Pour k >0 et z > 0, nous avons

H;.Iu,&‘iw @.z
Y(z)— — A‘.
(@) pixd \zlﬂ s | T BEA

|~

1
"T|logz| /)"

La preuve montrera que nous aurions eu la méme majoration en prenant n’im-
porte guelle valeur entre 0 et 1 pour Y (1).

)
N T
Démonstration. Six < 1, nous écrivons pour K >k et tendant vers I'infini :

k4T K+iT K—iT KA s e
+ + + —=0.
Je—iT tiT JK+iT  JE—iT S

La troisieme intégrale tend vers 0 quand K tend versl'infini. Les deux intégrales
sur des segments<horizontaux sout-€hacunes majorées par z/(T'|log z|). Ce qui
nous donne

H xi.ﬂ&.im Hz

M\AaVIW\ <———— (O<z<1).
20T J_iT S T log x|

Ila'méme majoration a lieu si z > 1, ce que nous prouvons en procédant comme

précédemment, mais en déplacant cette fois-ci la droite d’intégration vers la

gauche. Ces majorations sont efficaces si T'|log x| est assez grand; sinon nous

écrivons ) )
5T g ds o [Tds (T (@ = 1)idt
=2 — 4+ _—.
Jusir S Ju—ir 8 Jor KA+t

La premiere intégrale vaut 2arctan(7/x) < 7 alors que pour la seconde, nous
utilisons .
\ mm:n_om L
0

ce qui nous permet de la majorer par 27| log z| (méme si z = 1), d’out

1T s, "
‘\ ras M%‘AHLﬁH_Em.&O
27 J_ir S m

't —1

e <1
itlogx
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24 CHAPITRE 4. MULTIPLICATIVITE

EXERCICE 33. Nous posons ox(n) = 3, d*. Montrer que

ar(n) < n(k)
dés que k > 1.
EXERCICE 34. Montrer que 1 x \ est la fonction caractéristique des carrés et
en déduire la série de Dirichlet de \. Ici, \ est la fonction de Liouville, définie
par A(n) = (=1)2) o1 Q(n) est le nombre de facteurs premiers de n comptés

avec multiplicité.

EXERCICE 35. Ezprimer la série de Dirichlet de la fonction qui a n associe
©(n) en fonction de la fonction ¢ de Riemann.

EXERCICE 36.

o 1 o Déterminer la série de Dirichlet de d(n?).
o 2 o Déterminer la série de Dirichlet de d(n)?.

© 3 o En utilisant les deux questions précédentes, montrer que

d(n)® =" d(m?).
m|n

S
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6.0 EXEMPLES 33

EXERCICE 45. Nous avons pour z > 0 :

i€,
1 \mtx 20ds  [22-2  siz<l

—ico S2(1—35)(2—3) ~om&+w sixz > 1.

EXERCICE 46. Nous avons pour x > 0 :

1. 2
Q&\M\wioo z5ds _Jr—% siz<l1
g 2 Sl S(1-9)2-5) |12 sic>Ll
Le lecteur remarquera que déplacer la droite d’intégration dé Rs = w a

Rs = 3 changerait la fonction obtenue dans les deux derniers exergices.
EXERCICE 47. Pour x > 0 et n > 1, montrer que :

1.
1 zHico

—z ="
dz = @
Geg AR 0, siz>1.

log"z, siz<l1,

2mi J1_
2

Voici une autre transformation classique (lemme de Cahen-Millen).

Lemme 6.4 Nous avons pour x >0 :

e = 1 e I(s)z~*%ds
&|w§w .f

—ioco

La convergence del'intégrale du membre de droite est garantie par la formule
de Stirling complesenCelle-ci nous dit en effet que I'(3 + it) décroit exponen-
tieller en [t

7 AR

Dé stretdon. Nousiwepoussonsla droite d’intégration vers gauche. En chaque
entier négatif —n, la fonetion I admet un pédle simple de résidu (—1)"/n! comme
le montre par exemple la formulée des compléments

1 sinws

T(s)I(1 - s) T
Ceci nous donne lacontribution > . (—z)"/n! = e™* comme attendu. O

EXERCICE 48. Rappelons la fonction Gamma d’Euler est définie par

o0
I(s) = \ mlﬁﬁm@.
A ¢

Cette fonction est holomorphe pour R(s) > 0.

o 1 ¢ La fonction Gamma d’Euler satisfait I’équation fonctionnelle T'(s+1) =
sT'(s) ( ce qui permet de la prolonger en une fonction méromorphe sur C tout

entier).
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26 CHAPITRE 5. MULTIPLICATIVITE ET SERIE DE DIRICHLET

tant que produit si Y-, -, |lan —1] = M < co. Ceci a cause du théoréme suivant :

Théoréme 5.2 Supposons que Y, - |un| = M < co. Alors
i, 12, = :HMQMSAH + :u.v — PeC.
2. Si1+wu; #0 pour tout j alors P # 0.

fon. Nous avons P, — P,,_1 = u, P43 et donc

_ﬁﬁ - &U:\L < _Qﬁ__m:\u_ < T?L : e I < T&:_m;i.
1<j<n—1

11 en résulte que la série > (P, — P,—1) est absolument, convergente, et donc
la suite P, converge, disons vers P € C.

Pour montrer que P # 0, on exhibe @ tel que PQ.= 1. Quoi de plus naturel
que de chercher @ sous la forme d’un autre produit infini € = E‘.VHC +vj),
avec } ;5 |vj] < 0o ? L'idéal serait d’ajuster v; pour aveir (1+u;)(1+v;) =1
pour tout j. Or c’est possible car 1+ u; %0. Et ca donne

v 1 . |5.q
1+,

v = ———— d’ou
= T |

~ |uy]

et tout est/dit. O
Les logarithmes sont/cachés dansiles majorations 1 4+ z < €% et P,_; < eM.
Mais leur présencereste discrete.

Nouvel énoncé et preuve

Théoréme 5.3 Supposons que la série de Dirichlet de la fonction mul-
tiplicative f converge absolument pour un certain s. Alors, D(f,s) est
développable en produit eulérien :

nk
o9 =TI 28

p=2k=0

ot le produit est absolument convergent au sens de Godement.

1
Démonstration. Nous constatons que le produit en question s'écrit [, (1 +u,)

avec "
u=Y" \ﬁv. (5.1)
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Chapitre 6

Transformée de Mellin

Commengons par un petit détour historique. Robert Hjalmar Mellin était
un mathématicien finlandais (un éléve de Weierstrass) qui a, entre 1880 et 1920,
étudié le couple de transformations

1 ra+ico

D(x) = in

F(z)z™*dz, (x>0)

a—ioco

F(z) = \ooo ®(z)z* M.

Chacune des intégrales en question requiert bien sat des hypotheses pour conver-
ger! Et dans les bons cas, ces transformations sont inverSes l'une de l'autre.
Lorsqu’elle existe, la fonmétion F est dite la transformée de Mellin de ® et on
note F' = M®.

6.1. Exemples

Ayant toute généralités, il nous faut calculer quelques intégrales complexes
a titre d’exemples.

' N
Lemme 6.1 Nous avons, pour x >0 :
1 [Eriee g C)l-x siz<
L 2T Jo_joo S(s+1) 0 six > 1. Y.
\ N
Lemme 6.2 Nous avons, pour x >0 :
1 [ gsds _J-logz siz <1
L 27 Joijoo  S2 0 six > 1. Y.
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28 CHAPITRE 5. MULTIPLICATIVITE ET SERIE DE DIRICHLET

sont presque tous nuls puisque Uentier n admet une unique écriture sous la forme
n = ¢m ou tous les facteurs premiers de ¢ sont inférieurs y et tous ceux de m
sont strictement supérieurs & y. La somme ci-dessus se réduit donc a f,(£) f¥(m)
qui vaut bien f(n). O

Nous posons alors
Dy(f,s) = D(fy,5), Di(f.s)=D(fs) (5.5)

de telle sorte que D(f,y) = waﬁ &bm?ﬁ s). La série de Difichlet UwCﬁ s) se
réduit & un produit, pour Rs > 1 :

fo) | f0?) x@ﬁf..v. (5.6)

P + P + P

bw?&nﬁAI

P<y
La série buA f,8) tend & dévenir petite lorsqué y tend vers U'infini. En effet, avec

o=Ns,

[Di(f5) =1 <Y 1/n” <y~ + \8 dt/t7/< g (5.7)

n>y v (o =Dyt

En laissant y tendre vers 'infini, nous obtenons done\l’expression de D(f,s)
sous forme d’un produit dit eulérien

Dt =TI (1+ \%v N LT ), (Rs>1), (59)

25
p>2 Y

ou chaque facteur est dit le facteur local, ou eulérien, en p.

EXERCICE 37. Montrer que la fonction zéta de Riemann (s) # 0 quel que soit
le nombre compleze s.

EXERCICE 38. Soit a un réel > 0. Nous posons Aa(n) = 3=, d*Md) ot A(d)
est la fonction de Liouville. Montrer que

3 Aa(n) _ ((s)6(25 —2a) 3 AM)Aa(n) _ ((25)¢(s —a)

n® (s)

n>1 i ((s—a) n>1

pour Rs > 1+ a.
EXERCICE 39. Montrer que l'on a, pour Rs > 1,
1
ﬂAmu = H_H_” 1_ L
p=>2 p*
ot le produit est absolument convergent au sens de Godement.

EXERCICE 40. Montrer que
L D(g,s) = (s = 1)/(s),
2. D(A,s) = ((25)/{(s),
3. D(2,s) = C(s)/¢(29).

AT
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EXERCICE 41. Montrer que la série de Dirichlet associée a la fonction de Moe-
bius p est 1/((s) et en déduire un exemple montrant que l’abscisse de conver-
gence absolue d’un produit peut étre strictement inférieure a la plus grande des
deuz abscisses des deux facteurs (considérer 1% ).

EXERCICE 42. Exprimer la série de Dirichlet de la fonction qui a n associe
2¢(") en fonction de la fonction ¢ de Riemann. Ici w(n) est le nombre de
facteurs premiers de n comptés sans multiplicité.

EXERCICE 43. Exprimer la série de Dirichlet de la fonction qui ¢ n associe
ws?;ﬁ:v en fonction de la fonction ¢ de Riemann. Ici, A est la fonction
de Liowville définie par \(n) = (—=1)2™) o Q(n) est le nombre de facteurs
premiers de n comptés avec multiplicité.

EXERCICE 44. Dans cet exercice, nous posons k(n) = vivy---vg, ot n est
décomposé en facteurs premiers sous la forme n = p{*py? - - - p/* avec p; # p;
si i # j. Montrer que

o1 oY r(n)/n® = ((s)C(25)¢(35)/¢(65),

n>1
020 3" 3 W(n)/n* = C*(s)/C(39).
n>1

INDICATION : Toutes ces fonctions étant multiplicatives (& montrer), il suffit
de calculer chaque facteur eulérien.
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