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d
e

N
a
n

ca
g
o
,

N
o
.

IX
,

A
ctu

a
lités

S
cien

tifi
q
u

es
et

In
d

u
strielles,

N
o
.

1
3
6
6
.

E
u

clid
.

3
0
0

B
C

.
E

lem
en

ts,
B

oo
k

V
II.

h
t
t
p
:
/
/
w
w
w
.
p
e
r
s
e
u
s
.
t
u
f
t
s
.
e
d
u
/
h
o
p
p
e
r
/
t
e
x
t
?

d
o
c
=
P
e
r
s
e
u
s
%
3
A
t
e
x
t
%
3
A
1
9
9
9
.
0
1
.
0
0
8
6
%
3
A
b
o
o
k
%
3
D
7
%
3
A
t
y
p
e
%
3
D
P
r
o
p
%
3
A
n
u
m
b
e
r
%

3
D
3
0
.

H
a
lb

ersta
m

,
H

.,
&

R
ich

ert,
H

.E
.

1
9
7
4
.

S
iev

e
m

eth
o
d

s.
A

ca
d

em
ic

P
ress

(L
o

n
d

o
n

),
3
6
4
p

p
.

H
a
rd

y,
G

.
H

.,
&

R
iesz,

M
.

1
9
6
4
.

T
h

e
gen

era
l

th
eo

ry
o

f
D

irich
let’s

series.
C

a
m

b
rid

g
e

T
ra

cts
in

M
a
th

em
a
tics

a
n

d
M

a
th

em
a
tica

l
P

h
y
sics,

N
o
.

1
8
.

S
tech

ert-H
a
fn

er,
In

c.,
N

ew
Y

o
rk

.
P

rem
ière

éd
itio

n
en

1
9
1
5
.

K
a
h

a
n

e,
J
.-P

.,
&

Q
u

eff
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—
ϕ

(d
)

est
la

fo
n
ctio

n
d
’E

u
ler,

c’est
à
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>

1
et

(−
1)
r

sin
on

,
où
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tégran

d
D

(f
0 ,s)x

s/s
est

en
s

=
2

:
ce

p
ôle

est
sim

p
le

et
d
e

résid
u
H

(2)x
2/2.

N
ou

s
traiton

s
facilem

en
t

les
in
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crôıt
ra

iso
n

n
a
blem

en
t.

U
n

e
telle

série
d

e
D

irich
let

d
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à

u
n
e

in
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éorèm
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’élab
oration

d
e

la
th
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sé
ri

e
d
e

D
ir

ic
h
le

t
D

(f
0
,s

)
va

u
t

D
(f

0
,s

)
=
∏ p
≥

2

( 1
+

p
−

2

p
s
−

1

) .

É
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à
to

u
s

le
s

en
ti

er
s,

p
ou

r
<s

>
3/

2.

2
8

m
a
i

2
0
1
3

V
er

si
o
n

4
–

27
m

ai
20

13

D
RAFT

C
h
a
p
it

re
3

C
o
n
v
o
lu

ti
o
n

a
ri

th
m

é
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séq
u
en

t

f
0 (m

n
)

=
∏p|m

(p−
2
) ∏p|n

(p−
2)

=
f

0 (m
)f

0 (n
)

D
RAFT

1
6

C
H

A
P

IT
R

E
3
.

C
O

N
V

O
L

U
T

IO
N

A
R

IT
H

M
É
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ré
el

le
.

Il
es

t
cl

ai
r

q
u
e

l’
ab

sc
is

se
d
e

co
n
ve

rg
en

ce
d
e

la
sé
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é
o
rè
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rè

m
e

6
.9

S
o
it
F

(s
)

=
∑
n
a
n
/n

s
u

n
e

sé
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lè

te
m

en
t

d
ét

er
m

in
ée

p
ar

sa
va

le
u
r

su
r

le
s

en
ti

er
s

q
u

i
so

n
t

d
es

p
u

is
sa

n
ce

s
d
e

n
om

b
re

s
p
re

m
ie

rs
.

R
éc

ip
ro

q
u

em
en

t
la

d
o
n
n
ée

d
e

te
ll
es

va
le

u
rs

d
ét

er
m

in
e

b
ie

n
u

n
e

fo
n
ct

io
n

m
u
lt

ip
li

ca
ti

ve
,

to
u
t

si
m

p
le

m
en

t
en

la
d
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à

u
n
e

m
a

joration
d
u

sty
le
u
x
κ
aB
/x

κ
avec

u
n
B

ra
iso

n
n

a
ble

(u
n
e

con
stan

te
fois

log
x

p
ar

ex
em

p
le),

ce
q
u
i

résu
ltera

en
le

term
e

d
’erreu

r

O


B
x
κ
a

log
T

T
+
x
κ

T

∑n≥
1 |a

n |/n
κ 

.

Il
fau

t
n
oter

q
u

e
les

som
m

es
les

p
lu

s
cou

rtes
q
u

e
n
o
u
s

a
u
ron

s
à
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q
u
i
p

erm
et

d
e

se
faire

u
n
e

id
ée

d
e

la
p

erte
o
ccasion

n
ée

p
a
r

cette
tech

n
iq

u
e,

L
e
cou

rs
d
e
M
on

astir
2
8

m
a
i

2
0
1
3

D
RAFT

2
0

C
H

A
P

IT
R

E
4
.

M
U

L
T

IP
L

IC
A

T
IV

IT
É
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éfi

n
ie

pa
r

g
(d

)
=
d
µ

(d
)

co
m

m
e

in
verse

d
e

co
n

vo
lu

tio
n

.

�
2
�

D
ém

o
n

trer
l’id

en
tité
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à
l’

ex
er

-
ci

ce
3
9
.

N
ou

s
d
éd

u
is

on
s

d
u

le
m

m
e

6.
5

la
fo

rm
u
le

d
e

so
m

m
at

io
n

cl
as

si
q
u
e

et
tr

ès
u
ti

le
su

iv
an

te
.

T
h

é
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à
n

as
so

ci
e

so
n

n
om

b
re

d
e

d
iv

is
eu

rs
es

t
m

u
lt

ip
li
ca

ti
ve

.
C

ec
i

re
p

os
e

en
fa

it
su

r
la

st
ru

ct
u

re
d
e

l’
en

se
m

b
le

D
(n

)
d
es

d
iv

is
eu

rs
d
e
n

.
T

ou
t

d
’a

b
or

d

D
(p
α

)
=
{ 1,

p
,p

2
,·
··
,p
α
−

1
} .

(4
.3

)

E
n
su

it
e,

si
p

1
et
p

2
so

n
t

d
eu

x
n

om
b

re
s

p
re

m
ie

rs
d
is

ti
n
ct

s,
ch

aq
u
e

d
iv

is
eu

r
d
u

p
ro

d
u
it
p
α

1
1
p
α

2
2

es
t

d
e

la
fo

rm
e
p
β
1

1
p
β
2

2
av

ec
0
≤
β

1
≤
α

1
et

0
≤
β

2
≤
α

2
.

P
ar

ai
ll
eu

rs
,

ch
aq

u
e

en
ti

er
d
e

ce
tt

e
fo

rm
e

es
t

b
ie

n
u
n

d
iv

is
eu

r
d
e
p
α

1
1
p
α

2
2

.
C

ec
i

n
ou

s
d
on

n
e

D
( p
α

1
1
p
α

2
2

) =
D
( p
α

1
1

) ·
D
( p
α

2
2

) .
(4

.4
)

N
ou

s
m

on
tr

o
n
s

d
e

la
m

êm
e

fa
ço

n
q
u

e
D

(m
n

)
=
D

(m
)
·D

(n
)

si
m

et
n

so
n
t

p
re

m
ie

rs
en

tr
e

eu
x
.

D
e

fa
ço

n
ex

p
li
ci

te
la

fo
n

ct
io

n
su

iv
an

te
es

t
u
n
e

b
ij

ec
ti

on
:

D
(m
n

)
→
D

(m
)
×
D

(n
)

d
7→
( (d

,m
),

(d
,n

))
.

(4
.5

)

Il
s’

ag
it

là
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çan

t
cette

fois-ci
la

d
roite

d
’in
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É

4
.3

.
C

o
n
v
o
lu

tio
n

e
t

fo
n

ctio
n

s
m

u
ltip

lica
tiv

e
s

L
es

d
eu

x
th
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lè

m
es

d
e

co
n
ve

rg
en

ce
m

ai
s

le
s

ex
em

p
le

s
d
on

n
és

au
x

ex
er

ci
ce

s
45

et
46

m
o
n
tr

en
t

q
u
e

la
si

tu
at

io
n

p
eu

t
êt

re
d
él

ic
at

e.
N

ou
s

n
’e

n
te

n
d
on

s
p
as

ic
i

d
e

ré
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à
<
s

=
3

ch
an

gerait
la

fo
n
ction

ob
ten

u
e

d
an

s
les

d
eu

x
d
ern

iers
ex

ercices.

E
x
e
r
c
ic

e
4
7
.

P
o
u

r
x
>

0
et
n
≥

1,
m

o
n

trer
qu

e
:

12π
i ∫

12
+
i∞

12 −
i∞

x
−
z

z
n

+
1
d
z

=

{
(−

1
)
n

n
!

log
n
x
,

si
x
≤

1
,

0
,

si
x
>

1
.

V
oici

u
n
e

au
tre

tran
sform

ation
cla

ssiq
u
e

(lem
m

e
d
e

C
ah

en
-M

illen
).

L
e
m

m
e

6
.4

N
o
u

s
a
vo

n
s

po
u

r
x
>

0
:

e −
x

=
12
iπ

∫
2
+
i∞

2−
i∞

Γ
(s)x

−
sd
s

L
a

co
n
vergen

ce
d
e

l’in
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ctéristiqu
e

d
es

ca
rrés

et
en

d
éd

u
ire

la
série

d
e

D
irich

let
d
e
λ

.
Ici,

λ
est

la
fo

n
ctio

n
d
e

L
io

u
ville,

d
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ré
es

re
sp

ec
ti

ve
m

en
t

p
ar
A
/T

2
et
A
/T
′2

q
u
i

te
n
d
en

t
b
ie

n
ve

rs
0

q
u
an

d
T

et
T
′

te
n
d
en

t
ve

rs
0.

P
ar

ai
ll
eu

rs
au

cu
n

ré
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sé
ri

e
d
e

D
ir

ic
h
le

t
d
e

la
fo

n
ct

io
n

m
u

l-
ti

p
li

ca
ti

ve
f

co
n

ve
rg

e
a
bs

o
lu

m
en

t
po

u
r

u
n

ce
rt

a
in

s.
A

lo
rs

,
D

(f
,s

)
es

t
d

év
el

o
p
pa

bl
e

en
p
ro

d
u

it
eu

lé
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s’écrit ∏
p (1

+
u
p )

avec

u
p

=
∑k≥

1

f
(p
k)

p
k
s
.

(5.1)

2
8

m
a
i

2
0
1
3

V
ersion

4
–

2
7

m
a
i

2013



D
RAFT

3
0

C
H

A
P

IT
R

E
5
.

M
U

L
T

IP
L

IC
A

T
IV

IT
É
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rè
m

e
5.

2
s’

ap
p
li
q
u

e.
N

ou
s

n
ou

s
so

m
m

es
co

n
ce

n
tr

és
ju

sq
u
’à
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à

ce
ca

s,
q
u

it
te

à
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èt

re
ré
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éfi

n
ie

pa
r
λ

(n
)

=
(−

1)
Ω

(n
)

o
ù
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(à

m
o
n

trer),
il

su
ffi

t
d
e

ca
lcu

ler
ch

a
qu

e
fa

cteu
r

eu
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éven

ir
p

etite
lorsq

u
e
y

ten
d

vers
l’in

fi
n

i.
E

n
eff

et,
avec

σ
=
<
s,|D

]y (f
,s)−

1|≤
∑n
>
y

1/n
σ
≤
y −

σ
+

∫
∞y

d
t/t

σ
≤

σ

(σ
−

1
)y
σ−

1
.

(5.7)

E
n

laissan
t
y

ten
d
re

vers
l’in

fi
n
i,

n
ou

s
ob

ten
on

s
d
on

c
l’ex

p
ression

d
e
D

(f
,s)

sou
s

form
e

d
’u

n
p
ro

d
u
it

d
it

eu
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ù

le
p
rod

u
it

est
a
bso

lu
m

en
t

co
n

vergen
t

a
u

sen
s

d
e

G
od

em
en

t.

E
x
e
r
c
ic

e
4
0
.

M
o
n

trer
qu

e

1
.
D

(ϕ
,s)

=
ζ
(s−

1)/ζ
(s),

2
.
D

(λ
,s)

=
ζ
(2s)/ζ

(s),

3
.
D

(µ
2,s)

=
ζ
(s)/ζ

(2
s).

2
8

m
a
i

2
0
1
3

V
ersion

4
–

2
7

m
a
i

2013


